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Borrede. 


EE 


Derjenige Sheil ber Geometrie, welder gegenwirtig am meiſten 
bie Aufmerkſamkeit der Freunde diefer Wiſſenſchaft auf fich zieht, dürfte wohl 
ber jein, welcher die Lehre von den Punktreihen und Strahlbüſcheln, der anhar- 
moniſchen und harmoniſchen Theilung, der Snvolution, der Verwandtſchaft, 
ter Crreugung ber Regelfchnitte burch Punttreihen und Strahlbüſchel, der Po⸗ 
loritit und Reciprocitit, u. a. umfaßt. Bereits ift diefer, verhaltnipmafig 
junge, Zweig der Geometrie in größerer oder geringerer Ausdehnung in einer 
enn aud) nicht gerade grofen Anzahl anerfannt tiichtiger Werke behan- 
belt, die freilich ritcfichtlich ber in ihnen befolgten Methode gum Theil 
fo wefentlidh von einander abweichen, daß derjenige, welder fic) felbft 
ene Meinung gebildet hat, in dieſer Beziehung unmöglich allen zugleich 
beiſſimmen fann, obſchon der Unbefangene, welcher Anficht er fei, bas 
Cimelne auch ba, wo er fic) mit bem Grundgedanken nidt einverftanden 
cfldcen farm, zu ſchätzen und gu würdigen wiffen wird. Es fcheinen mir 
namentlicy folgende vrei Fragen gu fein, deren verſchiedene Beantwortung 
ben verſchiedenen Gharafter dieſer Werke hervorgeruferr hat und bie den 
Ztandpunkt beftimmt, welchen ber Lefer ihnen gegenither einnimmt, näm⸗ 
lid: OH das Wefen der Geometrie bet ber Löſung geometriſcher Probleme 
mur rein geometrifde Betrachtungen und Schlüſſe zulaſſe, oder. ob aud 
Cage ber Mechanik, Arithmetif und Analyfis angewandt werden können, 
und in wie weit? Ob und in wie weit ber Gebrauch bes Zeichenprincips 
in ter reinen Geometrie geredhtfertigt und geftattet fel? Ob es dem Wefer 
ter Geometrie entfpreche, bei geometrifden Unterfuchungen den Begriff 
des Imagindren yu Hülfe yu nehmen, es fei dadurch, daß man imagi⸗ 
hiren und complexen Zahlen eine geometriſche Bedeutung unterlegt, oder 
mj cine anbere Weife? Ich branche, um bas Gewidht, welches ich gerade 
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auf biefe Gragen lege, gu begriinden, mur die Werle vor Mobius"), 
Steiner *), Magnus’), Chasles‘*), Adams), Seydewitz s), von 
Staudt’), Paulus®), Witzschel®), ſowie die Abhandlung vow Essen 
in Grunert’s Archiv der Mathematik und Phyfif'®) gu erwãhnen, unt 


1) Barycentrischer Calcul. Leipzig bei Barth 1827. 

Ueber eine Methode, um von Relationen, welche der Longimetrie angehores, 
zu entsprechenden Satzen der Planimetrie zu gelangen. Berichte der kon. Sacks. 
Gesellschaft der Wissenschaften. Mathematisch -physische Classe. 1852. Leipzig 
bei Hirzel 1853. 

Theorie der collinearen Involution von Punktenpaaren in einer Ebene and im 
Raume. Ber. d. kin. Sachs. Gesellsch. der Wissensch. Mathematisch - physiscbe 
Classe. Sitzang am 25. October 1856. 

Ueber imaginaére Kreise. Ber. d. kin. Sachs. Gesellsch. der Wissenschaftes. 
Mathematisch-physische Classe. Sitzung am 21. Februar 1857. 

Die Theorie der Kreisverwandtschaft in rein geometrischer Darstellung. Ab- 
handl. d. kén. Sachs. Ges. d. Wissensch. IV. 

2) Systematische Entwickelung der Abhingigkeit geometrischer Gestalten 
von einander. Berlin bei Fincke. 1832. 

Die geometrischen Konstructionen, ausgefihrt mittelst der geraden Linie usd 
Eines festen Kreises. Berlin bei Dümmler. 1833. | 

3) Sammlung von Aufgaben und Lehrſätzen aus der analytifden Geometric 
Berlin bet Dunder und Humblot. 1833. 

4) Geschichte der Geometrie. Aus dem Franzisischen wubertragen vor 
Sohnceke. Halle. Gebauersche Buchhandlung. 1839. 

Traité de géométrie supérieure. Paris. Bachelier. 1852. 

5) Die Lehre von ben Transverſalen in ihrer Anwendung auf bie Planimetrie 
Winterthur. Steinerfde Buchhandlung. 1843. : 

Die barmonifdjen Verhaltniffe. Cin Beitrag gur neueren Geometrie. Winier 
thur. Steinerſche Budbandlung. 1845. | 

6) Das Wefen der involutorifden Gebilbe in ber Ebene als gemeinfdhaftlide 
Princip individueller Cigenfdhaften der Figuren. Heiligenftadt bei Delion. 1846. 

Zahlreiche unb werthoolle Abhandlungen deſſelben Verfaffers finden fich in be 
erſten zehn bis zwölf Theilen des Grunert'ſchen Archivs. 

7) Geometrie der Lage. Niirnberg bei Bauer und Raspe. 1847. 

Beitrage zur Geometrie der Lage. Niirnberg bei Bauer und Raspe. Erste 
Heft 1856. Zweites Heft 1857. Drittes Heft (Schlussheft) 1860. | 

8) Grundlinien der neueren ebenen Geometrie. Stuttgart bei Paulas. 185! 


Ordnungselemente der einférmigen inyolutorisch i ‘ 
Feng Str 3 utorischen Grundgebilde. Grunert 

Ueber uneigentliche Punkte und Tan 
Theil 22. 


Kin Beitrag zum geometrischen Zeichnen. Grunert’s Archiv. Theil 23. 


8) Grundlinien der neueren Geometrie. Leipzig bei Teubner. 1858. 


10) Vorschule der a 
laa: ae ——— Geometrie, insbesondere eine elementare Darstel 


Theil 29. nd der Kegelschnitte enthaltend. Grunert’s Archit 


genten der Kegelschnitte. Grunert’s Archit 
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man wird ſich iiberzeugen, wie weit fiber bie oben genannten bret Puntte 
vie Meinungen auseinander geben. 

Indem ic) es daher fitr nothwendig und zweckmäßig erachte, die 
Anfidhten, welche mic) bei Abfaffung ver vorliegenden Schrift geleitet 
haben, und den Standpuntt angugeben, von welchem ich diefelbe betradhtet 
wiſſen möchte, bemerfe ich Folgendes: Obfchon ich meine, dak unter Umſtän⸗ 
ren auch bie Sage ber Phoronomie und der reinen Mechanik zur Löſung geo- 
metriſcher Fragen yu Hilfe genonrmen werden dürfen, wenn nämlich die Na⸗ 
tur ber Aufgabe felbft barauf bimmeift!+), und obſchon ich vollkommen aner⸗ 
lenne, dag eS hauptſächlich die Urithmetif und Analyfis ift, welche in ihrer 
Anwendung auf Geometrie allgemeine Geſichtspunkte in legterer aufzuftellen 
eclaubt, ja bie Löſung mander Aufgaben itberbaupt erft ermiglidt, fo 
ſcheint es mir boch bei ber Entſcheidung darüber, ob eine Methode na- 
tirgemap fet, nicht darauf amufommen, wie viele Lehrſätze ihr gufolge 
zu einem einzigen zuſammengefaßt werden kömnmen, ober wie viele Lehrſätze 
ſich aus einem anderen ableiten laſſen, oder ob ein in ihrem Sinne ge⸗ 
führter Beweis kürzer iſt, als der, welchen die Zugrundelegung eines 
anderen Princips erfordert, ſondern darauf, ob die Behandlung eine dem 
Gegenſtande entſprechende, ob der Stoff organiſch gegliedert, ob nichts 
Fremdartiges unnöthiger Weiſe beigemengt iſt. In dieſer Hinſicht glaube 
ich allerdings, daß es angemeſſen iſt, bei Behandlung geometriſcher Fra⸗ 
gen ſich ſo lange als möglich auf dem Boden der reinen Geometrie zu 
balten, aber auch da, wo die Natur der Sache ſelbſt auf ein fremdartiges 
Gebiet hinführt, ohne Scheu daſſelbe zu betreten. Ich habe mich daher 
im Hinblick auf die zwei hauptſächlichſten offen ſtehenden Wege: entweder 
ber Analyſis das Uebergewicht einzuräumen und ſomit an Allgemeinheit 
der Reſultate zu gewinnen, an Anſchaulichkeit aber zu verlieren, oder eine 
mẽglichſt rein geometriſche Darſtellung vorwiegen gu Laffer und ſomit 
yar an Allgemeinheit ber Reſultate einzubüßen, an Anſchaulichkeit aber 
zu gewinnen, ohne Bander fitr den letzteren entſchieden, und hoffe, man 
merde bie Berechtiqung deffelben anerfennen, wie auch ich den Werth der 
malhtiſchen Methode wohl au wilrdigen weit). Zugleich folgt aus 


— — — 





11) Man vergl. meine Abhandlung: Die Principien der höheren Analysis in 
itrer Eatwiekelang von Leibnitz bis auf Lagrange. Halle bei H. W. Schmidt. 
1856. pag. 3. und Kap. I. Ich felbft babe mid) der Phoronomie in meiner Serift: 
Die eyclischen Curven. Eisenach bei Birecke. 1856. § 5. zur Erforſchung ber 
geometriſchen Eigenſchaften ber Cycloiben-Arten bedient, unb gerade biefer Theil 
des Budes ft, mebreren mir zugekommenen Beurtheilungen zufolge, beifillig auf 
giemmen worden. 

12) Ich ſchließe mid in diefer Beziehung gang dem an, was Studer in feiner 
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der untergeordneten Stellung, welche ich der Arithmetif in vorliegenrat 
Blättern eingerdumt habe, daß id) auch des Zeichenprincips, auf welches 
eine analytiſche Behandlung rer Geometrie nothwendig führen mug, md 
nicht bedienen fonnte, ganz abgefehen davon, dak bie Vorftellung ves Ge: 
genfages ber Richtung und Orehung im Grunde eine rein phoronomijde 
ift. Natürlich ijt jedod dadurch, dak der Anwendung der Vorzeichen als 
Princip nicht Raum gegeben werden fonnte, nicht gefagt, daß auch in 
Rechnungen, welche fich ndthig gemacht haben, feine Rückſicht auf diefelben 
genommen werden dürfe, vielmehr find ftets, wo es erforderlich) war, bie 
Zeichen unter Erwägung bes vorliegenden fpeciellen Falles digcutit 
worden, indemt dief einen nothwendigen Theil des Calculs ausmacht. Wegen 
der Micht-Anwendung bes Zeichenprincips endlid) war aud zugleich die 
Frage über den Gebrauc der auf paffelbe bafirten geometrifden Deutung 
ber imagindren und compleren Zahlen bei geometrifchen Unterſuchungen 
dahin entfchieden, daß derſelbe nicht ftatt haben fonne. Ebenſo wertig 
mochte id) mid) entſchließen, das Imaginäre im Sinne bes Princips ver 
Continuität oder der zufälligen Relationen als Beweismittel zu benutzen 
Obſchon Chasles in einem feiner rithmlichft befannten Werfe 13) in 
diefem Falle den Gebraud und die Betrachtung ves Smagindren gered: 
fertigt findet, fo habe ich doch meine Bedenfen dagegen nicht zu über— 
winden und meine Anficht nicht zu dndern vermodt, dak allerdings ein 
Unterfdied obwalte, ob man 3. B. in einem Polygone, welches einem 
Kreiſe eingefchrieben ift, die Angahl der Seiten fic) andern und foweit 
wachſen (aft, bak das Viele als folches gu exiftiren aufhört und als mit 
bem reife zuſammenfallend gedacht werden muff 14), oder ob man 3. ¥. 
einen Punk aufierhalh eines Kreiſes, von welchem Tangenten an letzteren 
gelegt ſind, ſich demſelben immer mehr nähern und endlich in das Innere 
deſſelben rücken läßt, und auch dann noch von den Tangenten ſpricht, die 
ſich von ihm aus an den Kreis legen laſſen. Denn im erſteren Falle 
bleibt immerhin ein geometriſches Object, wenn auch anderer Art, als das 
urſprüngliche, über welches Behauptungen ausgeſprochen werden können, 
im letzteren dagegen verſchwinden die Tangenten fir die geometriſche Vor— 
ſtellung gänzlich, und über ſie dann nod) etwas ausſagen hieße, den Gat: 
nihili nulla sunt attributa umſtoßen, ber ſchon dem Descartes als bie 








oe Eiuleitung in das Stodium der Physik. Bern. Stampflische Bucb- 
handluog und Ziirich bei Schulthess, 1859. pag. 18. über geometriſche Analyſis und 
Syntheſis fagt. : . e 

13) Geschichte der Geometrie; iibersetzt von Sohncke. pag. 395. 

14) Geschichte der Geometrie; iibersetzt yon Sohncke. pag. 380, 
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bekannteſte Wahrheit galt. Dagegen ſtimme ich vollſtändig den Gründen 15). 
bet, welche Chasles veranlaßt haben, fic) in ſeinem Traité de géométrie 
supérieure bes Princips der Continuität ebenfalls nicht yu bedienen. Denn 
auch id) bin überzeugt, daß ein jeder Sak der Geometric, der mit Hilfe 
deſſelben bargethan wird, fic) ach anf rein geometriſchem Wege beweifen 
lajjen wird, daß ein ſolcher Beweis dadurch, daß er tiefer in die ſpecielle 
Natur bes vorltegenden Objects eingugehen ndthigt, eine griindlichere Cin: 
jit ut das Weſen deſſelben gewährt und dak fich deßhalb die etwa auf⸗ 
gewandte Mühe reichlich belohnt. Wn mehreren Stellen meiner Arbeit 
habe ich bie Richtigheit defer Bemerkung zu erproben Gelegenheit gehabt. 

Nachdem ich fo die allgemeinen Princtpiert, welche mid) bet der Rez. 
daction dieſer Bogen geleitet haben, dargelegt, habe ich mich moch über 
tie Durchführung des befolgten Planes im Cinzelnen ausgufprechen: Mein 
Streben ging dabin, die im Eingange erwähnten Lehren und Saige ju 
ememt ſyſtematiſch geordneten, organiſch gegliederten und abgerundeten 
Ganzen zuſammenzufaſſen. Bur Grundlage wabhlte id) die, fic) urd Ane. 
jchaulichfeit empfeblende, von Desargues und Pascal juerft1®) ange- 
mandte Methode der Perjpective oder ber Projection, ohne jedoch die 
Ebene zu verlaſſen und ben Raum 3u Hilfe yu nehmen. Denn auch mir 
ſchien es, nach bem BVorgange von Paulus, rathlich, bet dem Umfange 
des Stoffes die ebene Geometric vom der räumlichen yu trennen. Go 
habe ich aud) bie Kegelſchnitte durch rein planimetrifde Betrachtungen, 
chne auch nur für einen Augenblick die Chene zu verlaffen, und ohne, 
wie Steiner und Seydewitz, den Kegel gu Hiilfe zu nehmen, ent- 
widelt und die Theorie derjelben hauptfacdhlic) auf pie von Desargues 
begründete 7) Lehre von der Snvolution und auf Pascal's Gedhsed +) 


15) Traité de géométrie supérieure. Préface VI. pag. XV. 

16) Chasles: Geschichte der Geometrie; iibersetzt von Sohncke. pag. 71. 
Aomerkung 26). 

17) Chasles: Geschichte der Geometric; tibersetzt von Sohncke. pag. 74., 
326. Bergl. aud) Chasles: Traité de géométrie supérieure. Discours d’inaugu- 
ration du cours de géométrie supérieure de la faculté des sciences de Paris. 
peg. LXII. 

18) Die Werle Pascal’s (1623—1662) find unter bem Titel: Oeuvres de 
Blaise Pascal. A la Haye. Chez Detone, tibraire. M. DCC. LXXIX. veriffentlidt . 
wether, obne ba fic) ber Gerausgeber genannt bitte. Bermuthlid ift perfelbe 
Bossut. Wenigftens fagt Poncelet in feinem berithmten Traite des proprictés 
projectives des figures. Paris. Bachelier. 1822. Introduction pag. xij: ,,L’éditeur 
des OEuvres de Pascal, que lon croit étre M. l’abbé Bossut“‘; und aud Chasles 
bezeichnet in feiner Geschichte der Geometrie; tbersetzt von Sohncke. pag. 68 
Bessat als ben, weldjer bie vollftindige Ausgabe der Werle Pascal’s 1779. bejorgt 
babe. Leiber find bie geometriſchen Werte beffelben faft gänzlich verloren gegaugen, Wwe- 





1640. 
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und Brianchon’s Gedafeit gegritudet. Auf dieſe Weife konnten die 


nigftens bis jegt nicht wieder aufgefunden. Denn ber Herausgeber ber Oeuvres de 
Blaise Pascal fagt in bem Discours fur la vie et les Ouvrages de Pascal. pag. 34.: 
wll y a apparence que ces Ouvrages (nämlich bie geometrifdjen) font perdus; du 
moins, malgré toutes mes recherches, je n’ai pu parvenir à me fes procurer: je 
n’en parle que d’aprés une indication générale que l'Auteur en donne lui- méme, 
& d’aprés une Lettre de M. Leibnitz a l’an des fils de M. Périer“. tur etne 
fleine Abbandlung ift erhalten, weldhe ben Vitel führt: ,,EMais pour les coniques“. 
Da hie oben genannte Ausgabe ber Werle Pascal’s ziemlich felten ift, fo glaube id 
ben Freunden der Geometrie und ber Gefdidhte derfelben einen Dienft yu erweiſen, 
wenn ich bier eine wortgetreue Ropie diefer Schrift Pascal's, ſowie zweier anf 
feine geometrifden Werke fich beziehenden Griefe folgen laffe, ſämmtlich nad ben 
Oeuvres de Blaise Pascal. A la Haye. Chez Detune, libraire. M. DCC. LXXIX. 
Es heißt bafelbft im Tome quatrieme, pag. 1—7. (wobei id) bemerle, daß unter 
ben alé Fig. 1., 2., 3. im Folgenden erwähnten Figuren bezüglich bie Figuren 201. 
auf Taf. XII.; 202. auf Taf. X.; 203. auf Taf. XI. gu verfteben find) folgenber- 
maßen: 


ESSATIS 
POUR LES CONIQUES 


DEFINITION I, 

Uaxp plafieurs lignes droites concourent au méme point, ou font toutes pa- 

ralleles entre elles: toutes ces lignes font dites de méme ordre ou de méme 
ordonnance; & la multitude de ces lignes, eft dite ordre de lignes, ou ordon- 
nance de lignes. 

DEFINITION I]. 

“Par le mot de Section de céne, nous entendons la circonférence du cercle, 
Vellipfe, ’byperbole, la parabole & l'angle rectiligne: d’autant qu’un céne coupé 
paraliélement à fe bafe, ou par fon fommet, ou des trois autres fens qui engen- 
drent l'ellipſe, l’byperbole & la parabole, donne dans fa fuperficie, ou la circon- 
férence d’un cercle, ou un angle, ou l'ellipſe, ou Phyperbole, ou la parabole. 


DéFiniTion ITI. 
Par le mot de droite mis feul, nous entendons la ligne droite. 


Leume I. 
S1 dans le plan MSQ (Fig. 1.) du point M partent les deux droites MK, MV, 
& du point S partent les deux drottes SK, SV; que K foit le concours des drottes 
MK, SK; V le concours des droites MV, SV; A le concours des droites MA, SA 
ft le concours des drottes MV, SK; & que par deux des quatre points A, K, p, V 
qui ne foient point en méme drotte avec les points M, S, comme par les points 
R, V, paffe la circonférence dun cercle eoupant les droites MV, MP, SV, SK 
aux points 0, P,Q, N: je dis que les drottes MS, NO, PQ, font de méme ordre. 
Lexxe II. 
Sr par la méme droite paffent plufieurs plans, qui foient coupés par un autre 
plan, toutes les lignes des fections de ces plans font de méme ordre avec la 
droite par laquelle paffent lefdits plans. 
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weſentlichften Eigenſchaften fammtlicher Kegelſchnitte zugleich entwicdelt 





Ces deux Lemmes pofés & quelques faciles conféquences d’iceux, nous dé- 
montrerons que les mémes chofes étant pofées, qu'au premier Lemme, fi par les 
points A, V palfe une fection quelconque de cine qui coupe les droites MK, MV, 
Sk, S¥ aux points P, 0, N, Q: les droites MS, NO, PQ feront de méme ordre. 
Cela fera un trofieme Lemme. 

Enfuite de ces trois Lemmes & de quelques conféquences d’iceux, nous 
donnerons des éléments coniques complets: favoir, toutes les propriétés des dia- 
metres & cotés droits, des tangentes &c., la reftitution du céne prefque far toutes 
les données, la defcription des fections de céne par points, &c. 

Quoi faifant, nous énoncons les propriétés que nous en touchons d'une ma- 
niere plus univerfelle qu’a l’ordinaire. Par exemple, celle-ci: fi daas le plan 
MSQ, dans la fection de cone, PAV, font menées les droites 4H, AV atteignantes 
la fection aux points P, f, 0, V; & que de deux de ces quatre points qui oe 
feat point en méme droite avec le point 4, comme par les points A, V, & par 
deax points .V, O pris dans le bord de la fection, foient menées quatre droites 
KN, FO, VN, VO coupentes les droites 4, AP aux points L, M, T, S: je dis 
que la raifon compofée des raifons de la droite PM 4 la droite M4, & de la 
droite 4S a la droite SQ, eft la méme que la raifon compofée des raifons de la 
droite PE a la droite L4 & de la droite AT a la droite TQ. 

Nous démoatrerons auffi (Fig. 1.) que s'il y a trois droites DE, DG, DH que 
les droites AP, AR coupent aux points F, G, H, C, y, B; & que dans la droite 
DC foit déterminé le point E: ta raifon compofée des raifons du rectangle de EF 
eo FG au rectangle de EC en Cy, & de la droite 4y à la droite 4G, eft la 
meme que la compofée des raifons da rectangle de EF en EH au rectangle de 
EC en CB, & de la droite 4B a la droite 4H; & elle eft aulfi la méme que Ia 
raifon du rectangle des droites FE, FD, au rectangle des droites CE, CD. Par- 
taat fi par les points E, D paffe une fection de céne qui coupe les droites 4H, 
AB aux points P, H, R, w: la raifon compofée des raifons du rectangle des 
droites EF, FC, au rectangle des droites EC, Cy, & de la droite v4 a la droite 
4G, fera la méme que la compofée des raifons da rectangle des droites FA, FP, 
au rectangle des droites CR, Cy, & du rectangle des droites 4R, 4, au rec- 
tangle des droites 4H, AP. 

Nous démontrerons auffi (Fig. 3.) que fi quatre droites 4C, 4F, EH, EL 
fentrecoupent aux points N, P, M, 0, & qu’une fection de cdne coupe leſdites 
dreites aux points C, B, F, D, H, G, L, K: a raifon compofée des raifons du 
rectangle de MC en MB, au rectangle des droites PF, PD, & du rectangle des 
droites 4D, AF, au rectangle des droites 4B, AC, eft la méme que la raifon 
compofée des raifons du rectangle des droites ML, MK, au rectangle des droites 
PH, PG, & du rectangle des droites EH, EG, au rectangle des droites EX, EL. 

Nous démontrerons auffi (Fig. 1.) la propriété faivante, dont le premier in- 
veatear eft M. Defargues, Lyonnois, un des grands Efprits de ce temps, & des 
plus verfés aux Mathématiques, & entre autres aux Coniques, dont les crits far 
cette matiere, quoiqa’en. petit nombre, en ont donné uo ample témoignage & ceux 
dei anront voulu en recevoir l'intelligence. Je veux bien avouer que je dois le 
peu que j’ai trouvé fur cette matiere a fes Ecrits, & que j'ai taché dimiter, 


Fig. 1. 


Pig. 1. 


Pig. 1. 


Fig. 8. 


Fig. 1- 
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werden, während fie fonft gewöhnlich mur für ben Rreis bewiefen und 


— — — — 





·— 


aatant qu'il m’a été poffible, fa méthode fur ce fojet qu'il a traité fans fe fervir 


du triangle par Vaxe, en traitant généralement de toutes les ſections de edne. 


Fig. 2. 


Fig. 8. 


La propriété merveilleufe dont eft queftion eft telle: Si dans le plan MSQ il y 
a une fection de céne PQY, dans je bord de la quelle ayant pris les quatre points 
h, X, 0, V, foient menées les droites A.V, KO, VN, VO, de forte que par up 
méme des quatre points ne paffent que deux droites, & qu'une autre droite coupe, 
tant le bord de la fection aux points A, 1, que les droites AN, KO, VN, VO 
aux points X, Y, Z, d; je dis que comme le rectangle des droites ZR, Zw eft 
au rectangle des droites YR, yy, ainfi le rectangle des droites dR, dy eft au 
rectangle des droites XR, Xw. 

Nous démontrerons auffi (Fig. 2.) que fi dans le plan de I’hyperbole ou de 
Vellipfe, ou du cercle 4GTE, dont le centre eft C, on mene le droite 48 tou- 
chante au point 4 Ia fection, & qu’ayant mené le diametre 47, on prenve fa 
droite AB, dont le quarré fvit égal au quart du rectangle de la figure(1), & qu’ou 
mene CB; alors quelque droite qu’on mene, comme DE, parallele a la droite 4B, 
coupante la section en E & les droites AC, CB aux points D, F: fi la fection 
AGE eft une ellipfe ou un cercle, la fomme des quarrés des droites DE, DF fera 
égale au quarré de la droite 48; & dans I’byperbole, la diférence des mémes 
quarrés des droites DE, DF, fera égale au quarré de la droite 4B. 

Nous déduirons auſſi quelques problémes; par exemple, d’un point donne 
mener une droite touchante une fection de céne donnée. 

Trouver deux diametres conjugués en angle donné. 

Trouver deux diametres en angle donné & en raifon donnée. 

Nous avons plofieurs autres problémes & théorémes, & plufieurs conféquences 
des précédents; mais Ja défiance que j’ai de mon peu d'expérience & de capacité, 
ne me permet pas d’en avancer davantage avant qu'il ait paffé a l’examen des 
habiles gens qai voudront nous obliger d’en prendre la peine: aprés quoi fi l’on 
juge que la chofe mérite d’étre continuée, nous effaierons de la pouffer jufqu’ ou 
Dicu oous donnera la force de la conduire. 


Man bemerft fogleidh, daß bas Lemme I. ben Gag über Pascal’s Gechsed 
für ben Kreis enthalt; denn nad bemfelben find bie Linien MS, NO, PQ de méme 
ordre, b. 6. nad) Définition I., fie ſchneiden fich tn einem und demſelben PBuntte, 
ober find parallel (in ber gugebsrigen Fig. 1. ober 201. tft, wie e8 ſcheint, bas legtere 
atigenommen); allgemein alfo fdneiben fie fich in einem und bemjelben endlich ober 
unendlid) entfernten Punkte. Es liegt alfo ber Durdhfdnittspuntt von NO unb PQ 
auf MS; ober: ber Bunft M, ber Punkt S und ber Durchſchnittspunkt von NO und 
PQ liegen auf einer und derſelben Geraden. Es find aber im bem eingeſchriebenen 
Sechseck PRNOVQ, wenn PK, KN, NO, OV, VQ, QP begilglid als 1., 2., 3., 4, 
5., 6. Seite angefeben wird, bie Punkte M, S, und ber Durchſchnittspunkt von NO 
unb PQ bezüglich die Durchſchnittspunkte ber 1. und 4, 2. und 5., 3. und 6. Seite. 


— 


(1) Par le rectangle de la figure, PAuteur entend le produit d'un diametre 
par fon parametre. 


Anmerkung bes Herausgebers (Bossut), 
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ſodann in Folge des Satzes, daß alle Kegelfdhnitte unter einander, daß 


Es enthalt alfo ba’ Lemme I. ben Pascal’fden Sats file ben Streis (indem man 
fi hier unter bem Kegelſchnitt in Fig. 1. oder 201. einen Kreis vyorguftellen hat). 
Qn bem auf Lemme II. folgenden Abſatz, der den Inhalt eines dritten Lemma's ent- 
hilt, wird berfelbe bann auf alle Regelfdnitte ausgedehnt. Was die neueren Arbeiten 
über ba8 hexagrammum mysticum betrifft, fo ift e8 mir erft gang vor Kurzem mige 
lid geweſen, da fich diefelben meiftend in Zeitſchriften niedergelegt finden, mir genaue 
Citate gu verſchaffen, fo daß ich fie einfehen fonnte. Man findet die einſchlagenden 
Sige auger in Steiner’s Systematischer Entwickelung der Abbiingigkeit geome- 
trischer Gestalten von einander. pag. 311. und 312. 54) und 55), in Gergonne’s 
Anpales de Mathématiques pures et appliquées. Tome Dix-buiti¢me. 1827 und 
1828. pag. 339: Steiner: Théorémes sur I'Hexagrammum mysticom; in Crelle’s 
Journal fiir die reine und angewandte Mathematik. Band 24. Erstes Heft pag. 40.: 
Hesse: Ueber das geradlinige Sechseck auf dem Hyperboloid, und Band 41. Drittes 
Heft pag. 269: Hesse: Einige Bemerkuogen zum Pascal’schen Theorem; in Crelle’s 
Journal Band 41. Erstes Heft pag. 66. Cayley: Note sur quelques théorémes 
de la géométrie de position; im Cambridge and Dublin mathematical 
journal. Vol. V. 1850. pag. 185. Kirkman: On the complete hexagon inscribed in 
a conic section. Den Band 5. von Crelle’s Journal, ber eine bas Sechseck be- 
treffende Arbeit Pliicker’s enthalt, babe ich leider nicht einfeben können. Cine Zu⸗ 
fammenftelung ber betreffenden Gave finbet fich endlich in bem vortrefflicen Werke: 
Analytische Geometrie der Kegelschnitte von George Salmon. Deutsch bear- 
beitet von Dr. Wilhelm Fiedler. Leipzig. B. G. Teubner. 1860. pag. 580.; 
' aud wird man bemerken, daß bie Unterfudungen bes § 11. bie Beweiſe mebhrerer 
Eigenſchaften des Pascal’ fen Sechsecks enthalten, unb ba die ber übrigen leicht 
aus ibnen abgeleitet werben können. G8 dürfte fic} jedoch die bafelbft von mir ges 
gebene Darftellung nicht unweſentlich von ber in den genannten Stellen angewanbten 
unterfdeiben, wie denn iiberbaupt bie in § 11. entbaltene Vetradtung gang unab- 
hingig von ben angefilbrten Werken entftanden und durchgeführt ift; namentlid find 
biehet bie Eigenfchaften des myſtiſchen Secdhseds nicht felbft Swed, fonbdern nur 
Rittel zum Bwed, nämlich zur Entwidelung ber Kegelſchnitte. 

Es mag bier noch bemerft werden, ba auffallender Weife als Titel ber obigen 
Abhandlung, fo viel id) weif, immer entweder: Essai pour les coniques ober Essai 
sur les coniques cttirt wird. So citirt Poncelet tn ſeinem Traité des propriétés 
projectives des figures. pag. 109: ,,Pascal dans son Essai sur les Contques. (143. 
note)“, unb in art. 148. note oder Anmerfung gu Seite 79. heift e8: (*) „On doit 
a Pascal un théoréme qui revient 4 celui-ci, pour le cas particulier ou l'on ue 
considére que le systéme de quatre droites dans le plan d'une section conique. 
Voyez son Essai pour les Coniques, qui a paru en 1640, et qui se trouve imprimé 
parmi ses OEurres. tom. IV. éd. de Lahaye. 1779.“ Steiner in feiner: Syste- 
matischen Entwickelung der Abhangigkeit geometrischer Gestalten von einander. 
pag. 150. Anmerfung*) citirt: Essai sur les Coniques; Gartz in Erſch unb 
Gruber’s: Algemeiner Encyklopädie der Wiffenfcdhaften und Künſte. Dritte Section. 
O—Z. Zwölfter Theil. Leipzig bet Brodhaus 1839. Seite 486. giebt als Titel 
au: Essai pour les coniques; Chasles in feiner Geschichte der Geometrie, über- 
setzt von Sohneke, pag. 68., 74., 85., 343., u. a., unb in ſeinem Traité de géo- 
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alſo Ellipſe, Hyperbel, Parabel bem Rreife collinear find, aud auf letzte⸗ 


métrie supérieure. Discours. pag. LXII. bat: Essai pour les coniques. Es ftebt 
jedod im det Oeuvres de Blaise Pascal. A La Haye M. DCC. LXIX. beftimmt, 
ſowohl in der Ueberfdhrift, als aud) breimal im Columnentitel von Seite 2., 4., 6., 
und im Inhaltsverzeichniß: „Eſſais“, nicht ,, Effai; und im bem unten folgenten 
Briefe Leibnitzens heift bie betreffenbe Abbanblung: „Eſſai des coniques“. 

Was bie ilbrigen anf bie Kegelſchnitte bezüglichen Sehriften, die Pascal ver- 
fait bat, bie aber, mie es ſcheint, fpurlos verſchwunden find, fowie feine Arbeiten 
über Wahrſcheinlichkeit u. ſ. w. betrifft, fo ift ein von Pascal felbft in einem Briefe 
gegebenes Verzeichniß (baffelbe, weldes der Herausgeber ber Oeuvres de Blaise 
Pascal in bem Discours fur la vie et les Ouvrages de Blaise Pascal. pag. 34. er: 
wähnt, ſ. 0.) von Sntereffe, in welchem er diefelben aufzählt. Es heißt nämlich in 
demſelben: Oeuvres de Blaise Pascal. Tome quatrieme pag. 408. bié 411. folgen- 
dermaßen: 


CELEBERRIME 
MATHESEOS 
ACADEMIA PARISIENSI(1). 


H*: vobis doctilfimi & celeberrimi viri, aut dono, awt reddo: veltra enim effe 

fateor que nov, nifi inter vos educatus, mea feciffem; propria autem agnofco 
que aded precellentibus Geometris indigna video. Vobis enim oonnifi magna 
ac egregia demooftrata placent. Paucis verd genium audax inventionis, pauciori- 
bus (at reor) genium elegans demonftrationis, pauciffimis utrumque. Silerem ita- 
que, nihil vobis congruum habens, nifi ea benignitas que me à junioribus annis 
in eradito Lyceo faftinuit, hec oblata qualiacanque fint, exciperet. 

Horum Opufculoram primum, magna ex parte agit de ambitibus, feu peripheriis 
numororum quadratoram, cuborum, quadrato quadraterum & in quoconque gradu 
conftitatorum; & ided de numericarum poteftatum ambitibus infcribitar. 

Secundum circa nomeros alioram multiplices verfatur, & ut ex fola additione 
characterum numericorum agoofcantur methodum tradit. 

Deinceps autem, fi juvat Deus, prodibunt & alii tractatus quos omninò pa- 
rates habemus, & quorum fequuatar tituli: 

De numeris magico magicis; fea methodus ordinandi numeros omnes in qua- 
drato numero contentos, ita ut non folum quadratus totus fit magicus; fed, quod 
difficilius [ane eft, ut ablatis fingulis ambitibus reliquum femper magicam rema- 
neat, idque omnibus modis poffibilibus, nullo omiſſo. 


— — — — — 


(1) On doit entendre par le mot Academica, la fociété des Savants qui s'aſſem- 
bloient dans ce temps-la librement les uns chez les autres, & non pas l’'Académie 
des Sciences, qui ne fut fondée qu'en 1666. 

Anmertung bes Herausgebers (Bossut). 

In bem oben angefiibrten Bande von Erfd und Gruber’s Encyflopidie 
Seite 476. Anmerfung heift e8: „Dieſe Geſellſchaft, beftehend aus Merſenne, be 
Roberval, Myborge, Carcavi, Le Pailleur u. A, war bie Wiege ber königlichen 
Alademie her Wiffenfdaften, welde im Sabre 1666. höheren Orts beftitigt wurde“. 
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ren übertragen werden. Sch babe dieſes Verfahren wicht befolgt aus 


Promotus Apollonius Gallus; id eft tactiones circylares, ngg ſolùm qpuales 
veteribug notw, & a Vietâ reperta, fed & aded ulterius promote yt vix eundem 
patientyr titulam. : 

Tactiones fpherice, pari amplitndine dilate, quippe eddem methodo tractate. 
Utrarumque autem methodus ſingula earum problemata per plana refolyens ex fin- 
gulari conicaram fectionum proprietate orityr, que aliis multis difficillimis proble- 
matibus fuccurrit; & vix unicam adimplet paginam. 

Tactiones etiam conice: ubi ex quinque punctis & quinque rectis datis, quin- 
que guiboflibet, &c. 

Loci folidj, eum amuihus cafibus & omni ex parte abfalutif{imi. 

Loci plant: non folam illi quos à veteribag tempus abripuit, nec folum illi 
quos his reftitutis perilluftris hujus svi Geometra fabjunxit, fed & alii huc 
ufque non noti, utrofque complectentes, & multd latins exuberantes, methodo, ut 
conjicere eft, omnind nova, quippe nova praeftante, vid tamen longé breviori. 

Conicorum opus completum, & conica Apollonii & alia innamera unied feré 
propofitione amplectens; quod quidem nondum fex decimum etatis annem affecu- 
tus excogitavi, & deindé in ordinem congeffi. 

Perfpective methodus, qué nec inter inventas, nec inter inventu poffibiles ulla 
eompendiofior effe videtur; quippe quæ puncta ichnographie per duarem folam- 
mod} rectarum iaterfectionem preftet, quo fané nihil brevius effe poteft. 

Noviffima autem ac penitus intentate materiw tractatio, ſoilicet de compa/i- 
tione alee in ludis ipft fubjectis, quod gallico uoftro idiomate dicitur (faire les 
partis des jeux): ubi anceps fortona xquitate rationis ita reprimitur ut atrique 
luforam quod jure competit exacté femper affignetar. Quod quidem eo fortius 
ratiocjnando qusereadum, quo minus tentando inveltigari poffit: ambigui euim fortis 
eventas fortuite contingeutiz potias quam naturali neceffitati meritd tribuunter. 
Ideo res hactenus erravit incerta; nunc autem que experimento rebellis fuerat, 
rationis dominium effugere non potuit: eam quippe tantd fecuritate in artem per 
Geometriam reduximus, ut cortitudinis ejus parliceps facta, jam audacter prodeat; 
& fic Mathefeos demonftrationes cum alex iacertitudine jangendo, & que cantraria 
videatur conciliando, ab utraqae nominationem ſuam accipiens ftapeadam hune 
titalam jure fibi arrogat: alee Geometria. 

Non de Gnomonid loquor, nec de innumeris mi/cellaneis, que fatis in prompu 
(fol jedenfalls heißen: in prompta) habeo; verum nec parata, nec parari digna. 

De vacuo quoque fubticeo, quippé brevi typis mandandum, & aon folim vobis 
(at ifta) fed & cunctis proditaram: oon tamen fine nuta veftro, quem fi mereatur, 
nibil metuendum: qued equidem aliquandd alias expertus fam, maximé iu inftru- 
mento illo arithmetico quod timidus inveneram, & vobis hortantibus exponens, 
agnovi approbationis veftr@ pondus. 

Tili fant Geometrie# noftre maturi fructus: felices & immane lecrum factari, 
fi bos impertiendo quofdam ex veftris reportemus. B. Pascat. 

Datum Parjfiis. 1654. 

Endlich tft nod) ein Grief Leibnitzens merkwürdig, der beweift, daß nod int 
Jahre 1676. Pascal’s geometriſche Werke, grofentheils vollendet, vorhanden waren. 
Gs ift zugleich derjenige Grief, auf den fid) in ber oben angezogenen Stelle ber 
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denjenigen Gründen, welche ich Seite 393. in der Anmerfung angeführt 


Herausgeber ber Oeuvres de Blaise Pascal in bem Discours fur Ja vie et les Oc- 
vrages de Pascal. pag. 34. begieht; Uberhaupt wird er and von Poncelet nn 
Chasles öfter angefiibrt. Gr finbet fid) in ben Oeuvres de Blaise Pascal. Tome 
cinquieme. pag. 459. bi8 462. unb lantet folgendermafen: 


LETTRE 


DE M. LEIBNITZ 
A M. PERIER, 


Confeiller a la Cour des Aides de Clermont-Ferrand, 
Neveu de M. Pafcal. 


Monsieur, 


Vous m’avez obligé fenfiblement, en me commaniquant les manufcripts (1) qui 
reftent de fea M. Pafcal, touchant Jes Coniques. Car, outre les marques de votre 
hieaveillance, que jeftime beaucoup, vous me donnez moyen de profiter par la 
lecture des méditations d’uo des meilleurs efprits du fiecle: je fouhaiterois pour- 
taot d’avoir pu les lire avec un peu plus d’application; mais le grand nombre de 
di{tractions qui ne me laiffent pas difpofer entiérement de mon temps, ne 1’ont 
pas permis. Néanmoins je crois les avoir lues affez pour pouvoir fatiffeire a 
votre demande, & pour vous dire que je les tiens affez entieres & finies, pour 
paroitre a la vue du public; & afin que nous puiffiez juger fi je parle avec 
fondement, je veux vous faire un récit des pieces dont elles font compofées, & 
de la maniere que je crois qu’on peut les ranger. 

I. It faut commencer par la piece dont l’infeription eft: Generatio coni fectio- 
num tangenttum ſecantium, feu projectio peripheria, tangentium, & fecantium 
circu, in quibufeunque oculi, plant ac tabelle pofitionibus. Car c’eft le fonde- 
ment de tout le refte. 

Nl. Aprés avoir expliqué la génération des fections du céne, faite optique- 
ment par ia projection d’un cercle fur un plan qui coupe le céne des rayons, il 
explique les propriétés remarquables d'une certaine figure, compofée de fix lignes 
droites, qu'il appelle, Hexagramme myftique. J’ai mis au-devant ces mots, de 
hexagrammo myftico & conico: une partie de cette piece fe trouve répétée & 
inférée mot a mot dans une autre, favoir, les définitions (avec leurs corollaires); 
& les propofitions (mais fans les démonftrations) qui fe trouvent répétées dans 
le Traité de loco solido, fuppléeront au défaut de quelques-anes qui manquent dans 
celui-ci de heragrammo. 

Le Iile Traité doit étre, a mon avis, celui qui porte cette infcription: De 
quatuor tangentibus, & rectis puncta tactuum jungentibus, undé rectarum harmo- 
nicé fectarum & diametrorum proprietates ortuntur. Car c’eft la-dedans que 





1) Jai écrit, & fait écrire de tous cétés pour me procurer ces Ouvrages de 
Pafcal, dont parle Leibnitz; mais jufqu’a préfent mes recherches & ce fujet ont 
été prefque inutiles. i 

Unmerfung des Herausgebers (Bossut). 
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habe. Grft nachdem bdiefelbe bereits gedruckt war, bemerfte ich, bak and 


Vofage de Vhexagramme paroit, & que les propriétés des centres & des diame- 
tres des fections coniques font expliquées. Je crois qu'il n'y manque rien. 

Le 1Ve Traité eft: de proportionibus fegmentorum fecantium & tangentium. 
Car les propriétés fondamentales des fections coniques, qui dépendent de la 
connoiffance du centre & des diametres, étant expliquées dans le Traité précé- 
dent, il falloit donner quelques belles propriétés univerfellement concgues, tou- 
chant les proportions des droites menées à la fection conique; & c’eft de-la que 
dépend tout ce qu'on peut dire des ordonnées. Les figures y font auffi, & je ne 
vois rien qui manque. J'ai mis aprés ce Traité une feuille, qui porte pour titre 
ces mots: De correfpondentibus diametrorum, dont la troifieme page traite de 
Summé & differentia laterum feu de focis. 

Le Ve Traité eft: de tactionibus contcis, c’eft-a-dire (afia que le titre ne 
trompe pas), de punctis & rectis quas fectio conica attingit; mais je n'en trouve 
pas toutes les figures. 

Le Vie Traité fera, de loco folido: j’y ai mis ce titre, parce qu'il n’y en a 
point: e’eft pour ce fujet que Meffieurs Defcartes & Fermat ont travaillé, quand 
ils oat donné la compofition du lieu folide, chacun a fa mode, Pappus leur en 
ayant donné I’occafion. Or je crois que M. Pafcal a voulu donner ce Traité a 
part, oa le communiquer au moins a fes amis, parce qu’il y répete beaucoup de 
chofes du deuxieme Traité, mot a mot & affez au long; c’eft pourquoi il commence 
par ceci: Definitiones excerpte ex conicis; favoir, du deuxieme Traité fufdit, ou il 
explique ce qu’il entend par ces mots, hexagrammum myfticum, conicum, &c. On 
peut juger par-la que le premier, le fecond, le troifieme & peut-étre le cinquieme 
Traité, doivent faire proprement les coniques; & ce mot fe trouve auffi au dos 
du premier Traité. Les grandes figures appartiennent a ce fixieme Traité. 

J'ai mis enfemble quelques fragments. Il y a un papier imprimé(1) dont le 
titre eft: Hffai des coniques; & comme il s'y trouvent deux fois tout de méme, 
Jefpere que vous permettrez, Monfieur, que j’en retienne un. Il y a un frag- 
ment, de reftitutione cont; favoir, les diametres & parametres étant donnés, re- 
trouver les fections coniques. Ce difcours paroit entier & a [es figures. Il y a 
un autre fragment ot fe trouvent ces mots au commencement, magnum problema; 
& je crois que c’eft celui-ci qui y eft compris: Dato puncto in fublimi, & folido 
conico ex oo defcripto, folidum ita fecare, ut erhibeat fectionem contcam date 
Jimilem: mais cela n’eft pas mis au net. ; . 

Ii y a quelques problémes fur une autre feuille, qui font cotés; mais il en 
manque le premier; on en dira ce qu'on pourra en forme d’Appendice; mais le 
corps de l’Ouvrage, compofé des fix premiers Traités, mo paroit affez net & 
achevé. 

It eonclas que cet Ouvrage eft en état d’étre imprimé; & il ne faut pas de- 
mander s'il le mérite; je crois méme qu'il eft bon de ne pas tarder davantage, 


(1) Cet Ecrit, le feal de tous ceux dont parle Leibnitz, que j’aie pu me pro- 
eurer, eft imprimé à la téte du quatrieme Volume de cette édition. 

Anmerfung bes HerawsgeberS (Bossut). Es ift bie obige Schrift: Effais pour 
les coniques. 
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Chasles in gang ähnlicher Weiſe über venjelben Gegenftand fic) aus 


parce que je vois paroitre des Traités qui ont quelque rapport a ce qui eft dans 
une partie de celai-ci: c’eft pourquoi je crois qu'il eft bon de le donner au ple- 
tét, avant qu'il perde Ia grace de la nouveauté. J'en ai parlé plus amplement 
a M.M. vos freres, dont je vous dois la connoiffance, & que jai priés de we 
conferver Phonneur de votre bienveillance. J’avois e{péré de vous revoir un jour 
ici; mais je vois que vos affaires ne l'ont pas encore permis, & jai pea d’efpe- 
raoce de paffer par Clermont. Je fouhaiterois de pouvoir vous doaner des mar- 
ques plus convaincaotes de l’eftime que j'ai pour vous, & de la paffion que j'ai 
pour tout ce qui regarde feu M. Pafcal; mais je vous fapplie de vous contenter 
cependant de celle-ci. Je fuis, Monſiour, votre trés-humble & trés-obéiffant [er- 
viteur, Leisnitz. 

A Peris, le 30. Aoũt 1676, 

Ofjenbar ift dieß der Brief Leibnigens, welden Poncelet in ſeinem Treaite 
des propriétés projectives des figures. Introduction. pag. xij. Anmerfung meint, 
wenn er bafelbft fagt: „Nous transcrivons ici ces titres, d’aprés la lettre de Leib- 
nitz, inferée dans les OEuvres de Pascal. (Tom. 4. Ed. de 1779), et dont la date 
est du 30. Aout 1676“, woranf bie Titel ber oben unter J. bis VI. angeführten 
Werke folgen. Vielleicht ift dabei an ben oben mitgetheilten Grief Pascal’s an die 
Parifer gelebrte Geſellſchaft gedacht worden, und fo auf tom. 4., ftatt auf tom. 5. 
verwieſen worden. Bud) fagt Poncelet, ebenfalls in bem Traité des proprictes 
projectives des figures pag 109: ,,Au rapport du célébre Letbnitz(™), cette pro- 
priété n’est autre que celle de Vhexragrammum mysticum, sur laquelle Pascal 
composa ensuite un traité complet des sections coniques, qui ne nous est pas 
parveau“, und bie gu Loibnitæ gebirige Anmerfung lautet: ,, Voyez ane lettre de 
Letbnits a M. Perrier imprimée dans le tom. V. des OEuvres de Pascal. 

Man wird insbefonbdere im Hinblid auf vorliegenden Brief Leibnigens wohl nidt 
allgu weit fich bon ber Wahrheit entfernen, wenn man nad ibm ſchließt, bag Pascal 
fich einer Methobe bedient haben mug, bie nicht febr verſchieden von berjenigen geweſen 
fein fant, welche von Steiner in feiuer: Systematischen Entwickelang der Abhangig- 
keit geometrischer Gestalten von einander angewanbdt und meifterbaft durchgeführt 
worben ift. Je intereſſanter es ift, gu bemerfen, wie zwei Geometer erften Ranges un- 
abbingig von einanbder baffelbe Funbamental- Princip yum Ausgangspuntt der Lebre 
von ben Kegelfdnitten nebmen, um fo wünſchenswerther mug es fem, daß bie bis 
jegt fpurlos verſchwundenen Werke Pascal’s — vielleicht burd einen glitdlichen 
Zufall — wieber anfgefunden werden midten. Leiber ift jedod teine Hoffnung, bak 
dieß geſchehen werde. Denn aud in ber neueften Ausgabe ber Werle Pascal's: 
„Euvres completes de Blaise Pascal. Edition de Ch. Lahure et Cie., imprimeurs 
a Paris. Paris. Librairie de L. Hachette et Cie. Rue Sarrazin, No. 14. 1860.‘ i 
2 Vanden wird (Avertissement. pag. IH.) erwabut, dag von Pascal’s Werke über 
bie Kegelfdnitte nur ein Fragment liber bas eingefdriebene Sechsed unb eine kurze 
Notiz Leibnigens iibrig fet. Es enthalt baber aud) diefe Ausgabe itber bie Kegel fdhnitte 
nichts Neues; unb wenn fie (Avertissement. pag. VII.) ,,vollftinbiger als bie Bossut's“ 
genannt wird, fo bat die ſeinen Grund darin, wel feit dem Erfdeinen dieſer (1779) 
durch Cousio in ber Bibliotheque royale mebrere ju bem Pensées gebirige Blatter 
entbedt, von Faugère und Havet publicirt unb die Arbeiten biefer in ber Labure’ ſchen 
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fpricht, indem er fagt!®): ,,Nous ne ferons donc point usage dans le 
cours de cet ouvrage, de la théorie des figures corrélatives, ni méme 
de celle des figures homographiques. Celle-ci a le méme défaut que 
la premiére; elle laisse ignorer, géenéralement, comment une proposi- 
tion que l'on a découverte par son secours se rattache & une théorie 
et s'y peut démontrer directement. Par exemple, quand par cette 
méthode on conclut d’une simple propriété du cercle, un théoréme 
des sections coniques, la démonstration relative au cercle est peu pro- 
pre, en général, à répandre quelque jour sur la marche qu'il faudra 
suivre pour démontrer directement Je théoréme sur la section conique“; 
ein Urtheil, welchem ich volffommen beitrete. Außerdem beſtimmte mid 
auch ber Umftand, ben von mir eingeſchlagenen Weg gu verfolgen, daß 
ben Gefegen der Collineation gufolge mir die auf Conformitat beruben- 
ben Gigenjchaften ded Kreiſes auf die Kegelſchnitte übertragen werden 
dürfen, und es nicht itberall leicht fein möchte, zu entſcheiden, ob ein Gag 
der Kreislehre auf Conformität beruhe oder nicht. 

Die Benennung ,,conform” habe ich von Paulus entlehnt; die Ein⸗ 
führung diefes Begriffes ſcheint mir in der That ein Fortſchritt gu fein. 
Ebenſo ijt von mix dad Beichen A fir ,,conform”’, daffelbe weldjes von 
Staudt fir „projectiviſch“ brancdt, nach bem Vorgange von Paulus an- 
gemandt worden. Defgleichen habe tch vow demfelben den Namen ,, Bunk 
reihe“ aufgenommen, habe mich bagegen nicht entſchließen können, mich 
des von ibm eingeführten Ausdrucks „Vielftrahl“ ſtatt des ſonſt üblichen 
„Strahlbüſchel“ gu bedienen, denn das Wort „Strahlbüſchel“ drückt die 
Analogic mit ,,Punftreihe” meiner Meinung noch beffer ans als ,, Viel- 
ſftrahl“, indem ſich ,, Punt” und ,, Strahl”, „Reihe“ und „Büſchel“ 
wechſelſeitig entiprecen. Nach Steiner's, Seydewitz's und von 
Staudt’s Gorgange habe ich den anf Strahlbüſchel bezüglichen Saber 
eine größere Selbſtſtändigkeit eingeräumt, alg Paulus, weil ich glaube, 
bag bie Analogic ber Gefeke, die bei Punktreihen, und derer, die bet 


Ansgabe benutzt worden find (Avertissement. pag. VI., VIL). Die oben aus ber 
Bossat'fcjen (Haager) Ausgabe abgedrndten Schriften Paseal’s ftehen in ber von 
Lahure beforgten tm 2. Theil (der überhaupt bie mathematifden und phyſikaliſchen 
Berle Paseal’s enthillt) Seite 364. — 357., Seite 391. — 392., Seite 638. — 640.; 
leiber aber finden fic) in ben ,,Essais pour les coniques“, ſowie te bem ,,Lettre 
do M. Leibsitz 4 M. Périer“ verſchiedene, zum Theil bas Verſtändniß ſehr erſchwe⸗ 
rende, Drudfebler; aud heißt es tm legteren: ,,Essais pour les eoniques“ ftatt:. 
»essai pour les coniques“ (jf. 6.). Die Parifer Ausgabe ber Werle Paseal’s habe 
1G nicht gefeben; auch citiren Poncelet unb Chasles ftetS bie von mir benutzte Haa- 
ger Ausgabe, und aud Lahure bezieht fich fiets nur anf diefe. 

19) Chasles: Traité de géométrie supérieure. pag. 435. art. 609, 
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Strahlbüſcheln gelten, beſonders lehrreich iſt. Die Sinus⸗Doppelverhält⸗ 
niſſe und überhaupt die trigonometriſchen Functionen, welche Paulus 
gänzlich weggelaſſen hat, wie es ſcheint, weil er die Anwendung derſelben 
als einer möglichſt rein geometriſchen Darſtellung unangemeſſen anſieht, 
mochte ich nicht entbehren, vielmehr habe ich mich im Gebrauche derſelben 
nach Steiner gerichtet und fie als wirklich geometriſche Begriffe?0), 
wo es nöthig war, angewandt, dagegen, wie ich ſchon oben andeutete, 
ben von Paulus und von Staudt gemachten Gebrauch des Imaginä⸗ 
ren aus ben Gründen vermieden, welche erſteren die trigonometriſchen 
Functionen verwerfen ließen. Die Darſtellung ſo ausſchließlich geome⸗ 
triſch zu halten, wie es von Staudt gethan, ſchien mir nicht natürlich, 
ich habe daher aud) Rechnungen, wo ber Gedankengang ſelbſt darauf 
hinführte, ohne Bedenken aufgenommen. Desgleichen kam ich mich der 
Meinung nicht anſchließen, daß es einem geometriſchen Werke zum Vor⸗ 
zuge gereiche, wenn es, wie das von Staudt'ſche, gar keine Figuren 
enthält. Vielmehr habe ich deren möglichſt viele beigegeben?1), da ich, 
ganz abgeſehen von der weſentlichen Erleichterung, die für das Studium 
des Buches daraus erwächſt, glaube, daß der hauptſächlichſte Vortheil 
der geometriſchen Methode eben in der Anſchaulichkeit beruht, welche durch 
ein Weglaſſen der Figuren, die ſelbſt zu verzeichnen dem Leſer nicht 
füglich zugemuthet werden kann, verloren geht. Was endlich den Titel 
betrifft, ſo konnte ich einestheils die Bezeichnung: „Geometrie der Lage“, 
die von Staudt angewandt, nicht gebrauchen, da meine Auffaſſung von 
der ſeinigen verſchieden iſt; anderntheils wollte mir die Benennung: 
„neuere Geometrie“ nicht gefallen, denn ſie läßt — ganz abgeſehen davon, 
wie relativ die Begriffe: „alt“, „neu“, „neuer“ ſind — da ſie von der 
Zeit hergenommen, die Zeit an ſich aber für die Felder der Wiſſenſchaft, 
die angebaut werden, etwas ganz Unwichtiges iſt, nichts vom Weſen des⸗ 
jenigen Zweiges der Geometrie ahnen, den ſie bezeichnen ſoll. Eben 
dieſer Unbeſtimmtheit wegen könnte der Namen: „neuere Geometrie“, 
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20) Vergl. Steiner: Systematische Entwickelung der Abhängigkeit geome- 
trischer Gestalten von einander. § 3. Seite 5. 

21) Da durch ein BVerfeben im der lithographifden Anflalt, unter Umſtänden, 
welche eine Aenderung leider unmöglich madten, auf den im Uebrigen möglichſt genau 
und correct ausgefilbrten Figurentafeln von Taf. V. an ftatt ber oon mir durd- 
gehends gebraudten deutſchen Budftaben lateinifde Schreibe- Schrift angewandt 
worben war, cine folde aber von einer ju ben Typen, mit welden ber Text ge- 
prudt worben, paffenden Größe nicht gefunden werden fonnte, fo mufte die auf 
Taf. V. bis XXII. vorkommende lateiniſche Schreibe-Schrift im Text durch Roudre- 
Schrift wiedergegeben werden. 
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wenn man nämlich das Weſen einer Wiffenfdaft nur in den Mefultaten, 
nicht in ben Refultaten und der Mtethode ſucht, allen Werken zum Titel 
bienen, welde bie oben erwähnten Lehren gum Gegenftande haben, auch 
wenn fie, wie 3. B. die von Paulus und Witzschel, anf ganz vere 
ſchiedene Principien bafirt find, denn alle enthalten in größerer oder ge 
ringerer Vollftindigheit dieſelben Refultate. Freilich würde ein folcher 
Name nach verfdiedenen Seiten hin ausgelegt werden können, wenn er 
nicht durch Zuſätze, die aber oft fdywerfallig und ſchleppend fein würden, 
erlautert wird. Dieſe Umſtände, fowie der, dag ich es fitr Pflicht halte, 
auch Guperlid) ben Inhalt eines Buches nach Refultaten und Methode 
jo genau anzugeben, als e8 in ber Kürze möglich ift, beſtimmte mic, 
ben Vitel: ,, Projection in der Ebene“ gu wählen. Bch fürchte nicht, daß 
man es tadeln wird. 

Schließlich habe ich bie im Cingange erwähnten Werke, fowie die 
„Sammlung von Aufgaben und Lehrfagen aus der Planimetrie von 
Gandtner und Sunghans. Berlin. Weidmannſche Buchhandlung. 
1856 unb 1859”, bie ,,Elemente der Projectionslehre mit Anwendun- 
gen der Perspective auf die Geometrie, von Anger. Danzig. 1858, 
bei Kafemann‘t, und das ,,Mémoire sur les lignes du second ordre; 
par C. J. Brianchon, Capitaine d'Artillerie, ancien éléve de Ecole 
Polytechnique. A Paris, chez Bachelier, libraire, quai des Augustins, 
No. 55. 1817, als diejenigen, durch welche ich bet Abfaſſung vorliegender 
Bogen unterftützt und gefsrdert worden bin, mit ſchuldigem Danke zu nermen. 
Unter ibnen wieder waren e8 bie oben erwabnten ausgezeichneten WArbei- 
ten von Steiner, Seydewitz, Essen, Paulus, — auf bes Legteren: 
Grundlinien der neueren ebenen Geometrie verweiſe td aud) desweger, 
weil man dafelbft bie Lehre von den Beriihrungen, die ic) unterdrücken 
mußte, um dew Umfang bes Buches nicht gu febr gu vergrdfern, voll- 
ſtändig, wenn auch mittelft ber Theorie des Smagindren, enttwicelt findet 
— welche mir vorzugsweiſe niigten, denn die Auffaffung, welche mid 
leitete, nabert fic) ant meiften ben in dieſen Werken durchgefithrten Me— 
thoden, wenn fie fich auch in wefentliden Punkten von ihnen unterſchei⸗ 
vet. Letzterer Umftand veranlafte mich, an verfchiedenen Stellen eigene 
Wege eingufdlagen und biefelben auf längere Strecken 3u verfolgen, wm 
ren Stoff gu einem ſyſtematiſch geordneten und organifd gegliedertert 
Gangen gufammenguarbeiten. In wie weit ich diefes Biel, welches ich 
mir geftedt, erreicht babe, bas überlaſſe ich unbefangenen Gachverftindt- 
gen, aud) wenn fie ben Standpuntt, von welchem aus ich vorliegende 
Blatter hetrachtet wünſchte, nicht au dem ihrigen maden gu können glau⸗ 
ben, zu beurtheilen. Wenigſtens habe id), wenn ich aud) weit davon 
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entfernt bin, zu meinen, bag das Geleiftete vollfommen und untadelbaft ſei, 
bas Bewußtſein, überall und ſtets Wahrheit und Griindlicdfeit, nirgends 
bloßen äußern Schein im Auge gebabt gu haben. Möge e8 mir gelm: 
gen fein, etwas gu einer naturgemäßen und ungekünſtelten Darſtellung 
geometriſcher Lehren betgutragen! 


Eiſenach, am 23. November 1861. 


H. Weißenborn. 
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Bemerkung. 


Der lateiniſchen Schreibe⸗Schrift auf den Figurentafeln V. bis MORAL. 
entſpricht Roude⸗Schrift im Text. 


Seite 19. Beile 10. von unten lies: 


a” 


36. 


37. 


58, 


120. 
181. 


181, 


240. 
240. 
828. 
348, 


414, 


448, 


” 


Verbeſſerungen. 


BA 
gx fat cx 


1, und 2. von oben find bie in ber lin ken Spalte ftehenden Worte: 


„ijeden bret itbrigen, 3. 


B. b unb b’, c” in bie rechte Spalte 


gu verfegen, fo daß ber zweite Theil ber Erklärung 5. Lantet: 


ober aud: 
Zwei Punttreihens, ABCDB 
. und s ABCDE. von 
ber veſchaffenbeit, baf jebe 
gwet Puntte, 3B. A und 7. 
mit jeben bret ibrigen, 4 B. 
B und B’, C und C’, D und 
D’, gleide Doppelverhalt- 
niſſe bilben, fo daß alfo 


AC. AD_A ‘C! . A’D’ 
BC ‘BD B’C’ ° B’D’ 
ift, heißen conform. Fig. 23%). 
A'C’ 


CF inl a 


BC 
7. pon unten lies; ———=A featt: 


k 


oder auch: 

Zwei Strahlbüſchel S,abcde 
.... UND S’,a’b’c'd’e’ .... von 
ber Beſchaffenheit, daß jebe 
gwet Strahlen, 3 B. a unb 
a, mit jeben bret ibrigen, 
3. B. b und b’, c nnbc’, d 
und d’ gleide Sinus-Dop- 
— —— bilben, fe 

af alfo 
sinac sinad  sina‘c sin ad’ 
sinbe sinbd  sinb’e’ sin b’d’ 
ift, bet fen conform, Fig. 23%. 

A’C’ 

— 


15. von oben fled: unbegrenzt ſtatt: — 


23. von oben Ties: (, ſtatt: . ‘eZ 


. von oben fies: Yo? —h’s, ftatt: Ye’? — h’s,, 
. won oben lies: Yo°?— h? ftatt: Yo? — h’3,, 


4. her Tabelle T, lies: (B,—A,) ftatt: (B,—A,). 
5. ber Labelle T, lies: (A, —B,) ftatt: (A, —B,)- 


. von oben lied: P ftatt: P’. 
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. con oben lies: In volntions axe ſtatt: Fuvolutiodare. 
6. von unten lies: p, ſtatt: S,. 
. von oben lied: und fie bie flatts: und bie. 
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Den Gegenſtand der Geometrie der Lage oder, wie ſie auch 
genannt wird, der neueren Geometrie bildet die Auffindung der 
Geſetze der Projection und die Ableitung der Eigenſchaften der die 
Projection bildenden Figur ans denen der projicirten und umgekehrt. 
Es ſei z. B. ein ebenes Fünfeck abcde Fig. J.a und eine Ebene MN 
gegeben, ſo wird bem in S befindlichen Auge des Beobachters durch 
bas zwiſchen S und ber MN gelegene Fünfeck abcde bas Flinfed 
ABCDE in ber Ebene MN verdeckt; oder auch: es befinde fic in S 
cin feuchtender Punft, abcde fet ein undurchfichtiger fiinfediger Körper 
ven geringer Dice, fo wird er auf die Ebene MN einen Schatten 
ben ber Geftalt ABCDE werfen. Die Figur ABCDE nennt man 
bie Brojection ber abcde, die Ehene MN die Projections. 
ebene, den Punlt S ben Augen- oder Gefidtspuntt, die Gera- 
ben SaA, SbB ut. f. w. die Projectionsftrahlen. Die Wiffenfdaft, 
ele von einer Figur ober einem Körper abcde die Projection 
ABCDE finden lehrt, heißt Berfpective, bas Bilb ABCDE einer 
Figur oder eines Körpers entwerfer, heißt ign projiciren. Es fann 
lebteres auf verſchiedene Weife gefchehen. Wan fann nämlich den 
Augenpunkt S 1) in endlicher Entfernung von der Projectionsebene 
MN anne§imen, Fig. 1.a, dann heißt die Projection ABCDE bie 
rerſpeetiviſche Brojection von abcde; man fann den Augene 
ptt S 2) in unendlicher Entfernung von der Projectionsebene MN 
amebmen, fo daß alle Projectionsftrahlen SaA, SbB...., weil S in 
mendlicher Ferne fic) befindet, parallel find und gwar können fie 
4) ſchief auf die Brojectionsebene fallen fig. 1.b, dann heißt die Pro- 
jectio ABCDE bie plagiographifde Projection, und die Wiffene 
ſhaft, derartige Bilder gu entwerfen: Militär- ober Cavaliere 
berfpective; läßt man b) die Brojectionsftrablen ſenkrecht auf dte 
Projectionsebene treffen, Gig. 1.c, fo heißt ABCDE bie orthogras 
thifhe Brojection won abcde; wählt man insbeſondere fiir die 
belicbige Brojectionsebene MN a) eine horizontale Ebene, fo führt die 
Projection ABCDE ben Namen: Grundrif, idnographifder 
Rig, Anſicht aus ber Vogelperfpective; wählt man als Pros 
jectionsebene 6) eine verticale Ebene, fo wird die Projection ABCDE 
Unfrig, orthograpbhifder Rig, Profilanfidt genannt. 
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2 8. 1. Punktreihe und Strahlbüſchel. 


Man ſieht aus dem Bisherigen, dag wir es, wenn wir unſere 
Aufgabe in ihrer ganzen Ausdehnung löſen wollen, mit räumlichen 
Figuren zu thun haben, mit Bündeln von Strahlen SA, SB, SC..., 
bie in einem in endlicer oder wunendlicher Entfernung liegenden Puntte 
S 3ufammenlaufen, mit Ebenen MN, die dieſe Strahlbündel ſchneiden 
u. f. w. Es ift jedoch naturgemdg, daß man von bem einfaddften 
Galle ausgeht und, gu verwidelteren Verhaltniffen fortfdreitend, tie- 
felben gu bebervfden fucht. Wir wollen uns daher im Folgenden 
zunächſt mit ver Projection in ber Ebene beſchäftigen, deren Ge: 
fege, wie fich geigen wird, ein wohl abgefdloffenes Ganze bilden. 


Rap. 1. 
Gebilde erjter Stuje. 
§ 1. 
Punltrethe und Strahlbüſchel. 


Offenbar haben wir, um die Gefege der Projection gu erforfden, 
zweierlei Gegenftinde einer Betrachtung zu unterwerfen, nämlich: 
Die Figuren, welche projicirt were | Die Projectionsftrahlen, welde pro- 
belt. jtciven. 

Zunächſt beſchäftigen wir uns mit der Betrachtung der gu proj 
cirenden Figuren und fangen vom Cinfacdften an. Die einfachften 
Piguren find aber Punkte. Es feien alfo zwei Punfte A und A’ Fig. 2. 
auf einanber gu projictren. Zu dem Zwecke verbinde man fie burd 
eine Gerade, febe dieſe als Projectionsftrahl an und nehme anf th 
einen beliebigen Punkt S an, fo tft diefer offenbar ber Geſichtspunkt 
und zwar fann man fowohl A’ als Projection von A anfeben, inden 
man S fo annimmt, bag A zwiſchen A’ und S fiegt, als auch A ali 
Projection von A’, indem man S fo annimmt, dag A’ gwifden 4 
und S liegt. Es find aber mit diefen zwei Annabmen die Möglich 
feiten fiir bie Lage des Punktes S noch nicht erſchöpft, denn angen 
fcbeinlich fann Dderfelbe auch zwiſchen A und A’ gemablt werden 
Dann ift allerdings nicht mehr einer der beiden Punkte die Projection 
des anderen, wenigftens nicht in dent in ber Ginleitung erwähntel 
Ginne, denn Leiner von ihnen wird dem in S zwiſchen A und A’ be 
findlichen Auge durd ben anberen verdedt, wie es gefcdhieht, wenn f 
fi augerbalb ber endlichen Stree AA’ befinbdet. Der Grund nim 
lich, warum im legteren Falle ber eine burch ben andern verdeckt wirt 
liegt im der phyſikaliſchen Beſchaffenheit und Natur bes Lichts, nad 
welder ein von einem leuchtenden Punkte ausgehender Strahl fic 
geradlinig fortbewegt, gugleic aber auch bie Cigenfdaft Gat, dure 
materielle Körper, auf bie er auf feinem Wege trifft, auf mannigfad 
Weife modificirt, namentlich an Fortfesung feines gerabdlinigen Wege 
verhindert gu werden. An legteren Umftand denft man meift im ge 
wöhnlichen Leben, wenn man von ,, Projection” fpridt. Geben wi 
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aber hier bon ber pbhbfifalifden Eigenſchaft bes Lichtes ab, von mate- 
riellen Körpern an Verfolgung bes gerabdlinigen Weges verhindert zu 
werden, denken wir uns aud) bie vorfommenden Figuren, PBunlte, 
Gerade u. f. w. nicht als materiel, fondern als mathematijd, mit 
cnem Worte, faffen wir ben Vorgang der Projection nicht mehr 
phofifalifd, fonbdern rein mathematifd, alfo allgemeiner und 
nennen im Folgenden zwei Punkte: fiir einen Geſichtspunkt S in Bro- 
jection ftehend, wenn beide auf einer und berfelben durch S gehenden 
geraden Linie liegen, fo hindert nichts, auc wenn S zwiſchen A und 
A’ liegt, gu fagen, A fet die Projection von A’ ober A’ die von A. 
Zugleich bemerkt man, bag nach diefer Erklärung, auc) wenn S nicht 
joifden A und A’ fich befinbet, ber Unterſchied zwiſchen „projicir⸗ 
ten” und „die Projection bildenden“ Punkte ganz wegfallt, weil wir 
von bem phyſikaliſchen Umſtand, daß der eine feinen Schatten auf 
ben anderen werfe, oder ihn verdecke, ganz abfehen. Ganz daffelbe 
findet and) Anwendung, wenn nidt mehr von Puntten, fonbern von 
ganjen Figuren, wie 3. B. von den Fünfecken ABCDE und abcde, 
bie Rede ijt; e8 fann daher eine jede als projicirte Figur, aber auch 
als bie Projection ber anderen angefehen werden. 

Gehen wir jest gum PBrojiciren von geraden Linien, die ſich in 
iner und derfelben Ebene befinden, itber, fo erbellt fofort, daß bier 
‘me genauere Beftimmung, was darunter gu verjtehen fet, ndthig ift. 
Ler Begriff des Projicirens bleibt nämlich völlig unbeftimmt und vage, 
fo lange nicht die Punkte beſtimmt find, welche auf beiden Geraren 
ſich in Projection befinten follen. Denn wire obne diefe Beftimmung 
tie Aufgabe geftellt, die Geraden s und s Fig. 3 anf einanver gu 
projiciren, fo braudhte man nur in berfelben Ebene beliebige Gerade ju 
eben, bie fid) in einem und bemfelben Punkte S, fchnitten und die 
smd s begiiglih in A, B,, C,, D,; Ai, B,, Ci, Do, träfen, 
tan wire A’, die Projection von A, C’, bie von C, n. f. w. 
Ridts aber hinderte, andere Gerade zu giehen, die fic) in einem an- 
Funtte S, ſchnitten, fo daß A‘, die Projection von A,, Bi die von 
B, u. ſ. w ware. Zöge man nun SA, fo erbielte man tm Augemeinen 
ten bon A, verfcbiedenen Punkt A’’ der s’ als Projection von A, und 
ebenſo, Punkte, die nicht mit BY, C’, zufammenfielen, als Projectionen 
ti B,C,,D,,u.f. wo. Da man nun Gerade giehen fann, die fic in 
jtdem beliebigen Buntte S ber durch die Geraden s und s beftimmten 
Ghene ſchneiden, fo fieht man, daß die Forderung, in der Form, wie 
fie geftelit mar, eine Gerade auf eine andere gu projiciren, etwas völlig 
Unbejtimmtes enthalt und daß die Bahl ihrer Auflöſungen unendlich iff. 
8 ift daher nothwendig, die Aufgabe präciſer und ſchärfer gu ftelfen. 
Dies gefchieht offenbar dadurch, bak noc verlangt wird, ein ober 
nehrere Bunfte der einen Geraden, 3. B. die Punkte A’, Ci, Bi, 
Di vers’ folfen bie Projectionen der auf s gegebenen Puntte, bezüg⸗ 

A, C,, By, D, fein. Sn diefem Falle würde offenbar die Un- 
nahme des Gefichtepuntts in S, unvictig fein. Zugleich bemerit man 

1* 
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biebet, bag bei einer folden Forderung die Gerabe in einer Bedeu- 
tung auftritt, die fie in ber gewohnlichen Geometrie nicht bat. Bekanntlich 
nämlich dient die Gerabe einmal dazu, um eine Ridtung zu begeid- 
nen, fobann aber auc um die kürzeſte Entfernung zwiſchen zwei Punk⸗ 
ten anzugeben. Bei der Projection alfo wird fie in einer aus beiden 
gufammengefegten Bedeutung aufgefaft, einmal als eine gemiffe Richtung 
s, 8’ verfolgend, zweitens alé bie Abſtände einer Anzahl von Punkten, 
bie in ber Richtung ber Geraden auf einander folgen, von einander 
angebend oder als Trager einer Anzahl von Punkten, bie im einer ge- 
gebenen Ricdtung in gegebenen Abſtänden auf einander folgen. : 

Offenbar entfteht aber mit diefer Wuffajfung ber Geraden, wie 
fie ber VBorgang ves Projicirens verlangt, noch ein anderes, bier gum 
erften Male in ber Geometrie erſcheinendes Gebilde, nämlich eine 
Menge von Projectionsftrablen a, c, b, d, .., die fic alle in einem 
und demfelben Punkt S Fig. 4 febneiven. Befanntlich hat in der ge- 
wöhnlichen Geometrie auc ber Punt, wie die Gerade, eine doppelte 
Bedeutung, einmal einen Ort im Raume ju bezeichnen, gweitens ben 
Scheitel eines WinkelS gu bilden, und fomit den Richtungsunterſchied 
ber in ihm fich ſchneidenden Geraden anjgugeben. Bei der Projection 
nun fommt ber Punkt in einer aus beiden zufammengefegten Bedeu⸗ 
tung vor, indem er einmal als Begeichnung bes Ortes dient, an wel: 
dem bas Auge des Beobachters fich befinden foll, fobann aber aud 
indem er ben Scheitel der von den Projectionsftrablen a, c, b, d, .. 
gebildeten Winkel bildet, oder einen Ort im Raum bezeichnet, von wel- 
chem eine Anzahl Projectionsjtrablen ausgeht. Diefe aus dem Begriff 
ber Projection hervorgehende Wuffaffung wird folgerichtig aud) durch 
einen befonderen Namen hervorgehoben. 


1. Erklärung. Eine Gera-| 1. Erklärung. Cin Punft 
be s, infofern fie Lrdgerin |S, infofern er Trager von 
von Punkten tft, welche pro- ! Strahlen tft, durch welde 
jicirt werden follen, ober | eine Gerabe auf eine anbere 
bie Projectionen anberer | projicirt wird, foll im Fol- 
bilfden, foll im Folgenden: | genden: „Strahlbüſchel“ ge- 
„Punktreihe“ genannt mers nannt werden. 
den. 


Punktreihe und Strahlbüſchel ſollen unter dem ge— 
meinſamen Namen: „Gebilde erſter Stufe“ oder „Grundge— 
bilde“ zuſammengefaßt werden. 


2. Erklärung. Eine Ge— 2. Erklärung. Ein Punkt, 
rade, inſofern fie dazu dient, | infofern er dazu dient, einen 
eine Ridhtung angugeben,| Ort im Raume anzgugeben, 
foll im Folgenbden durch ei- | foll im Folgenben durch ei- 
nen Eleinen Bucdftaben a, b,| nen großen Budftaben A, B, 
C, .... 8, 2. bezeichnet were) C,....8, x. bezeichnet wer- 
ben. ig. 4. ben. Gig. 4. 





8. 3. 


Iſt die Ridtung einer Gee 
raben burd zwei Punkte A, 
C, angegeben, und tft e8 un- 
thunlich, fie mit einem ein- 
jigen Eleinen Budftaben zu 
bezetchnen, fo foll fie tm 
folgenden durch (A—C) be- 
zeichnet werden; e8 bezeich— 
net dann alſo (a-0) bie 
Ridtung s rc. Hig. 4. 

Die Entfernung zweier 
Gunfte A, C, foll im Fol- 
genden durch AC bezgeidnet 
werden. gig. 4. 

Cine Gerabe, infofern fie 
alg Punktreihe, alfo als 
Traigerin ber Punkte A, C, 
B, D...., dte in ber Rich— 
tung s auf einander folgen, 
erſcheint, follim Folgenden 
burd 8s ACBD.... bezeichnet 
werden. Fig. 4. 
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Iſt der Ort eines Punktes 
durch den Durchſchnitt zweier 
Geradena,cangegeben, und 
tft e8 unthunlid, ibn mit 
einem eingigen grogen Bud- 
ftaben gu bezeichnen, fo ſoll 
er im Folgenden dburd (arc) 
begeidnet merben; e8 bes 
zeichnet dann alfo (ab) den 
Punkt S rx. Fig. 4. 

Der Winkel gwifden zwei 
Geraben a,c, foll im Fol— 
genben durch ac bezeidnet 
werden. Pig. 4. 

Gin Punkt, infofern er 
als Strahlbüſchel, alfo als 
Trager ber Strahlen a, c, 
b, d,.... bie in bem Punkte 
Szufammenftofpen,erfdeint, 
foll im folgenden durch 
S,achd.... begeidnet werden. 
sig. 4. 


Nad diefen Erklärungen wenden wir uns nun auch zu ber im 
Gingange viefes Paragraphen rechts ftehenden Aufgabe, die Projections. 
ftrahlen 3u unterfuchen. Offenbar ijt auch biefe Forderung eine fehr 
unbeftimmte; denn ſelbſtverſtändlich fann eS nicht unfere Aufgabe fein, 
bei gwei in Projection ftehenden Geraden oder (nad Erklärung 1) 
Punttreifen .s,ACBD.... und s,A’CBD’.... Gig. 4. aus gege- 
benen Beſtimmungsſtücken bie Linge ber Streden AS, A'S, CS, CS 2c, 
oder bie Winfel ac, cb 2c. zu berechnen; diefes wiirde eine rein trigo- 
nometrifce Wufgabe fein. Es fragt fich alfo, auf welche Weife fonft 
bie Projectionsftrablen einer mathematifdhen Betradtung unterworfen 
werden können. Darauf führt ſogleich die einfade Bemerkung, bag 
augenfcbeinlich diefelbe Punktreihe s,ACBD auf beliebig viele andere, 
3; B. auf s,A’/CBD’, oder auf s,A’C’B’D’ u. ſ. w.  projicirt 
werden fann Fig. 5., und zugleich auch, daß eS beltebig viele Gefidhts- 
puntte und alfo aud) beliebig viele Strahlbüſchel giebt, 3. B. S,achd, 
Sialcb’d’ u. f. w. Diefe Strahlbüſchel haben die Eigenthümlichkeit, 
bag bie Durchſchnittspunkte von je gweten, wie a und a’, c und c, 
b und b’ u. f. w. auf einer und derfelben Geraden s liegen. Diefe 
Eigenſchaft machen wir zum Anhaltspuntt fir unfere Unterfuchung. 
Zumächſt erinnern wir uns, bak gwet Bunftreihen dann als in Pros 
jection ftehend angefehen werden, wenn bie verfdiedenen Strecen 

C mb A’C’, CB und CB, u. f. w. unter demfelben Winkel, 
beziiglich ac, cb u. ſ. w. gefehen werden; jest alfo betrachten wir bert 
umgetehrter Fall, wo biefelben Streden AC, CB u. f. w. unter 
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verfdicdenen Winkeln, bezüglich ac und a’c’, cb und cb’ u. ſ. w. 
gefehen werden. Wegen der Analogie, die fid) demnach zwiſchen 
Punktreihe und Strahlbüſchel zeigt, wenden wir gleihe Ausdriide fir 
beide Faille an und fesen mit Rückſicht auf pas Vorige feft: 


3. Erklärung. Zwei Punfte 
rethen s,ACBD........ und 
s,A’C’BD’....... heifen: ,,in 
Projection ftehend”, oder 
„auf einanbder projictrt”, 
wenn die Berbindungsgeras 
ven (A—A), (C—C), (B- B) 
u. ſ. w. fic) in einem und dem— 
felben Punkte S fdneibden. 


3. Erklärung. Zwei Strahl - 
büſchel S,achd........ und 
S,acbd’.... heifer: ,in Pro— 
jection ftehend”, oder ,auf 
einanber projicirt”, wenn 
bie Durdhfdnittspuntte (aa), 
(c'c’), (b'b’) u. f. w. auf etner 
und derfelben Geraden s lie 
gen. Fig. 5. 


dig. 5. 

Die links bezeichnete Ausdrucksweiſe ift, wie im Früheren bereits 
erwdbnt wurde, längſt im Gebrauch, ba vie Bedürfniſſe des prafti- 
ſchen Lebens gu biefer Wuffaffung sfter nöthigen, fie ift deswegen auch 
jum Ausgangspunkte unferer Unterfudung gemacht worden; auf die 
rechts bezeichucte Uusprudsweife fihrt, wie im Vorigen entwickelt 


wurde, bie wiffenfdaftlide Unterfuchung der Projectionsverhaltniffe. 
Gehen wir jegt auf diefelbe genaner ein, fo entfteht zunächſt die 


Frage: 

Wie viel Punkte zweier Puntt- 
reihen dürfen ober müſſen gegeben 
ſein, damit die eine als Projection 
ber anderen angefehen werden fant; 
uid, wenn fid) zeigen follte, daß 
vied nicht bet jeder beliebigen An— 
zahl willkürlich gewählter Punkte 
möglich iſt, unter welchen Bedin— 
gungen kann eine Punktreihe als 
Projection einer anderen angeſehen 
werden? 


Wie viel Strahlen zweier Strahl⸗ 
büſchel dürfen oder müſſen gege— 
ben fein, damit der eine als Bro- 
jection bes anderen angefehen wer- - 
ben Fann; und, wenn fich zeigen 
follte, ba dies nicht bet jeder be- 
liebigen Anzahl willkürlich ge— 
wählter Strahlen möglich iſt, un— 
ter welchen Bedingungen kann ein 
Strahlbüſchel als Projection eines 
anderen angeſehen werden? 


Wir ſuchen die Antwort auf dieſe Frage zu erhalten, indem wir 


eine Reihe durch dieſe Frage geſtellter Aufgaben, vom Einfachſten zum 
Zuſammengeſetzteren fortſchreitend, zu löſen ſuchen. Der einfachſte, 
bet Punktreihen vorkommende Fall iſt dev, daß fie je zwei Punkte eut—⸗ 
halten, bei Strahlbüſcheln, daß ſie je zwei Strahlen enthalten. Wir 
kommen alſo auf die 


4. Aufgabe. Gegeben gwei,' 4. Aufgabe. Gegeben zwei, 


aus je zwei Puntten beftes | 
bende Bunttreiben 5 AB und , bende 


s,A'B’; diefelben follen der 
Art auf einanbder projicirt 


aus fe zwei Strahlen befte- 
Strahlbifdel S,ab 
und Siab’; viefelben follen 


ber Urt aufeinander proji- 


werden, bag A’ dite Projee- cirt werden, daß a dite Pro- 
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tion bon A, B die Projecs | jection von a, bdie Bros 
tion von B ift. ig. 6. jection bon b ift. Sig. 7. 


Auflöſung. Wir wenden uns zunächſt zur Wufgabe links. Die 
einfachjte Art, fie zu löſen, würde unjtreitig die fein, daß man beide 
Punktreihen fo legte, daß A’ mit A, oder B’ mit B zufammenfiele, 
dann fSnnte man offenbar jeden beliebigen Puntt ber Geraden (B—B’) 
oper (A—A’) als Gefichtspunkt anfehn. Wir können aber and) anders 
verfahren, nämlich fo: Man verbinde A und A’, B und B’ durch 
bie Geraden (A— A’), (B-B), over a,b, Fig. 6., die fich in einem 
Punkte S ſchneiden, fo kann man S als Geſichtspunkt, und ab als 
Projectionsftrahlen anfehn. Zugleich fieht man, bag man auch, wenn 
man a und b fiber S hinaus verlangert und SA” —SA’, SB’=SB’ 
madt und (A”—B”), ober 8” gieht, die Strede AB = AB’ wird; 
es faun alfo bie Punktreihe s,A’B’ auc in die Lage 8”,A”B” gee 
bradt werden, und bleibt dennoch in Brojection mit 5,AB. Zugleich 
fieht man, dag man aud den beiden Punktreihen s,AB und s,A’B’ 
eine andere Lage gegen einander hatte geben können, fo daß fich dann 
vie Projectionsjtrablen a’b’ in einem Punkt S’ gefdnitten Hatten, und 
bag ber Winkel A’S’'B’ oder ab’ ein anbderer geworden wire alé 
ASB ober ab, und daß auch bier S,AB' nad s”,A’B” atte gelegt 
werden können. — Auch die Wufgabe rechts würde am einfachſten ge- 
loft, indem man bie Strablbiifdel S,ab und Sab’ fo auf einanbder 
fegte, bag a mit a, ober b’ mit b gufammenfiele; dann könnte man 
offenbar jede burd) (b*b’) ober (a-a’) gehenbe Gerade als biejenige 
anfebn, auf der fic) bie Durchſchnitte von a und a’, b und b, befin⸗ 
ben. Man fann aber auch Fig. 7. die Durchſchnittspunkte von a und 
a, b und b’, alfo bie Punfte (a:a’) und (b°b’) ober A und B 
fuden und (A-B) oder s ziehn, fo ſtehn S,ab und S’ab’ fiir biefe 
Gerade in Brojection. Offenbar hatte man auch von S’ anf s ein 
Loth fallen, diefes auf ber anderen Geite von s fortfeken, die jenfet- 
tige Strecfe gleich der diesfeitigen machen, und bon dem fo erbaltenen 
Buntte S” pie Geraden (S”— A), (S’-B) over a’,b” giehn können, 
fo wire Winkel a’b’ = ab’, und alfo Strahlbüſchel S’,a’b’ gleich 
S'ab’ geworben; e6 bitte ſich alfo Sab’ auc) in bie Lage S”,a”b” 
bringen faffen und würde auch dann mit S,ab in Projection ſtehn. 
Berner fieht man, daß man ben Strahlbifdel S,ab in eine andere 
Lage, al8 die urfpriinglic) gegebene hatte bringen können, wodurd) man 
rine andere Gerade 8’ erhalten hatte, fir welde Sab und Sab in 
Projection ſtehn, und daß man aud bier Sab nach S“, u“b hatte 
legen fBnnen, es ſtände dann S, aſb' mit S,ab fiir die von AB ver- 
ſchiedene Stree AB’ in Projection, Man erhält alfo den 

5. Lehrſatz. Zwei, je zwei 5. Lehrſatz. Zwei, je 
punkte enthaltende Punkts | gwet Strahlen enthaltenbe 
teiben 3 AB und 6 AB laſ⸗ Strahlbüſchel S,ab und Sab 
fen fic) jebergeit fo auf eine | laſſen [ich jederzeit fo auf 
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ander projiciren, daß A bie 
Projection von A, B’ die 
Projection von B wird; und 
gwar fann dies fo gefde- 
hen, daß bie Verbindungs— 
geraben ab; a,b jeden be- 
liebigen Winkel mit etnan- 
per bilden. Für jeben fol- 
den Winkel aber giebt es 
eine boppelte Lage der 
Punktreihen, eS fann näm— 
{ih fein Scheitel S entwe— 
per innerhalb bes von ben 
Gerabden s und s'; s unds 
eingefmloffenen fpigen Win- 
fel8, ober innerhalb deſſen 
Nebenwinkel liegen. Fig. 6. 
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einanber projictren, baa 
bie Projection von a, b’ die 
Projection von b wird; unt 
zwar fann bies fo geſchehen, 


bag die Durdh{dnittspuntte | 


A,B, A’,B’ jebde 
Entfernung von einander 
haben. Für jebe folhe Ge- 
tabe aber giebt e8 eine dop— 
pelte Lage der Strablbi- 
ſchel; es fann nämlich rer 
Durchſchnittspunkt der Ge— 
raden s mit der Geraden 
(S—-8”%, (8- 8) entweder 
innerhalb der endlichen 
Strecke SS”, ober auf der 
Verlingerung von SS’ lie— 


gen. gig. 7. 
Wir gehen nun über zur ndchften 


6.Aufgabe. Gegeben zwei, | 6. Aufgabe. Gegeben zwei, 
je bret Punfte enthaltenbe : je bret Strablen enthalten- 
Punftreiben 8s ACB und de Strablbifdel Sach und 
s’,A'CB’: dieſelben follen fo! Siac’; diefelben follen fo 
auf einanber projicirt wer: : auf einanber projicirt wer- 
ben, bag A’ die Projection | den, daß a die Projection 
von A, C’ die Projection i von a, c’ die Projection von 
bon C, B’ die Projection !c, b’ bie Projection von b 
von B tft. Fig. 8. tft. Fig. 9. 


Aufldsfung, und gwar zunächſt der Aufgabe links. Die ein: 
fachjte wire wieder die, daß man beide Punktreihen unter einem be: 
liebigen Winkel fo auf einander legte, pag ein Paar Punkte, von de- 
nen einer bie Projection bes andern werden foll, 3. B. A und A’ 
in ihrem Durchſchnittspunkte zufammenfielen Fig. 8.a., und dann 
(C—C%, (B—B’) ober _c,b gage, die ſich in S ſchnitten. Cine alfge- 
meinere Aufldfung ijt folgende: Man giehe durch A,C,B Gig. 8.b. vie 
Geraden a,c,b, bie fich in einem und dbemfelben, übrigens beliebigen 
Punkte S ſchneiden, und ziehe durch irgend einen Punkt U einer die- 
fer Geraben, 3. B. der b eine Parallele zu einer ber anderen, 3. B. 
gu a, welche die dritte Gerabe c in T trifft; dann beftimme man 
auf der b einen Bunft V fo, daß fic verhalt SU: VU = A’C’: BC’ 
und verbinde V mit T durch eine Gerabe, weldje die a in W trifft, fo 
verbalt fic) wegen ber Wehnlidfeit ber Dreiecke VUT und VSW 
WT: VT=SU: VU, alfo WT: VT=AC:BC. Run made 
man von T aus die Strede TR — CB’ und ziehe durch R eine Par⸗ 
allele gu B, welche die b in c trifft, und giehe durch B’ eine Paxallele 


beliebige | 


§. 1. Punktreihe und Strablbitfdel. 9 
zu (V—W), fo mug, wegen ber Aehnlichfeit der Dretede VST 
und BSC’, WST und WSC’ ſich verbalten WC’: WT — SC’: ST 
und BO’: VT =SC':S8T; alfo We’: WT = BU: VT oder 
We’: BWC’ = WT: VT oder We’: BWR = A'C: BC. Da nun 
BC’ = TR= BC’ it, fo mug and WC’ = AC’ fein. C6 ijt alfo 
Punktreihe f,WAC'D’ gleich der zweiten gegebenen Punttreife s’A’CB, 
over, legtere fiegt, wenn man fie in bie Lage f,A’C’D’ bringt, fo, 
daß bie Aufgabe erfiillt ift. Man fiebt, baw fle aud) jenfeits S nach 
{”,A’C"B” gelegt werden finnte, wenn SA” = SA’, SB" — SB’ ges 
madt ijt. Wie man aber auch vie Geraden a,c,b gewählt haben mag, 
ftets ift bie Aufldfung möglich. — Auch bie Aufgabe rechts könnte 
am leichteſten geldft werden, indem man die Strahlbüſchel Sach und 
S,a’cb’ mit einem Baar Strablen, deren einer bie Projection des ane 
veren werden foll, anf einanbder legt, 3. B. mit a und a’ Fig. 9.a. 
dann würden fie fiir bie Berbindungsgerade der Durchfchnittspunkte 
(c°c’), (b* b’) in Projection ftehn. Allgemeiner ift folgende Ldfung: 
Mean giebe eine Gerade s, Fig. 9.b., welche die Strahlen bes Strahlbi- 
ſchels S,ach in ben beliebigen Punften A, C, B ſchneidet. Dann 
conftrnire man über AC einen Sreisbogen, der den Winkel a’c’, und 
fiber BC einen Kreisbogen, ber den Winkel b’c’ fakt. Bom Durd- 
ſchnittspunkte S' der beiden Kreisbogen giehe man die Geraden 
(S’— A), (S-C), (S’—-B) ober a’, c, b’, fo ift Winkel ac’ —ae’, . 
Winkel be’ —b’c’. Es läßt fic alfo Strahlbüſchel S’a’c’b’ in die 
Yage S',a’cb’ bringen, in ber er mit S,acb in Projection ift. Bue 
gleich fieht man, daß er auch im bie Lage G”’,a"c"b” gebracht werden 
faun, wenn Ddiefelbe Gonjtruction auf der anberen Geite von s ges 
macht ijt. Auch dieſe Conftruction ift jederzeit möglich. Man erhält 
alſo den 


7. Lehrſatz. Jede zwei, 
je drei Punkte enthalten— 


7. Lehrſatz. Jede zwei, 
je drei Strahlen enthalten— 


ve Punktreihen 5ACB und 
s,A’C’B’, laſſen ſich fo auf 
cinanber projiciren, bag A’ 
bie Projection von A, C’ die 
von C, B’ bie von B wird; 
und gwar fann bites fir je- 
den beliebigen Winkel ac, be 
geſchehen; fiir jeden fo ans 
genommenen Punkt S aber 
giebt es zwei agen fir 
s,A’C’B’. Fig. 8. 


be Strahlbüſchel Sach unb 
Sach’, laſſen fim fo auf 
einanber proficiren, bag a’ 
bite Projection von a, c’ die 
von c, b’ bie von b wird; unb 
zwar fann dies fiir jebe be- 
{tebige Entfernung AC, BC 
gefdeben; fiir fede fo anges 
nommene @erabde 8s aber 
giebt eS zwei agen fir 
acd’. Fig. 9. 


Es wire nun der Fall gu unterfucen, wo verlangt wird, zwei 
@erabe 8 und s’ ber Art auf einander gu projiciven, bak von vier 
auf einer jeden von ihnen gegebenen Punften jeder die Projection 
eines vorgeſchriebenen Punktes ber anderen Punktreife fei. Man ber. 


10 z. 1. Bunttreibe unb Strahlbüſchel. 


zeugt fic jedoc leicht, bak died im Allgemeinen gu viel verlangt iff. 
Denn wiren 3. B. bie Geraden s und s’ Fig. 3. gegeben und anf 
ihnen bezüglich die Punfte A,, B,, C,, E,; A’, Bi, Ci, BE’, fo 
ijt far, dag, ba E, rechts von C,, EH’ aber lints von C, liegt, es 
abjolut wunmiglic) ift, fie in ber verlangten Weife auf emander ju 
projiciren. Zugleich aber bemerft man, dak, wenn unter Beibehaltung 
ber erjten drei Punkte, verlangt worden ware, nidt E, und KE’, fou 
bern D, und D/, follten in Projection ſtehn, die Anfgabe yu löſen 
miglich mare. €8 milffen alfo, wenn die Aufgabe geftellt tft, zwei 
Punktreiben fo auf einanber zu projiciren, daß von vier gegebenen 
Punkten der einen Punktreihe jeder die Projection eines beftimmten 
Punktes ber anderen werden foll, gewiffe Bedingungen erfiillt fem, 
unter denen die Löſung der Anfgabe modglich ift. Cbhenfo überzeugt 
man fic, daß dies auch bei Strahlbüſcheln fich fo verhalten müſſe. 
Diefe Bedingungen haben wir demnach ju fuden. Bu dem Ende 
ftellen wir uns die Wufgabe 

Das Verhaltnif der Wbfchnitte Das Verhaltnig ber Winkel an 
auf der die Brojection bildenden | deme die Projection bildenden 
Punktreihe gu denen der projicirs | Strablbiifdel gu denen bes proe 
ten Punktreihe gu finden. jictrten Strahlbüſchels gu finden. 


um auf biefe Weife Ausflug Aber unfere Frage gu erhalten. Wie—⸗ 
berum fangen wir vom einfach{ten Falle an, wenn von zwei Punt 
reiben jede nuv zwei Punfte, von zwei Strahlbüſcheln jeder nur zwei 
Strablen enthatt. 
G8 feien alfo zwei Punkte A, B einer Punttrethe 5,AB Fig. 2. 
von S aus anf zwei Punkte A’, B’ einer anderen Puntktreibe s4,A’B’ 
projicirt. Dian fudt bas Berhaltnig ver Projection A’B’ gu der 
projicirten Strede AB. Nennt man ben Durchſchnittspunkt von s 
umd s’ S, und zieht (B-A) || (A’-S) oder (A~ %) || (A’- GS), fo 
ift A, ABU ~ A AGA’ ober A BAS w~ A BSB’ und baber 
AB AG BA_ BO. 
Ww a’S’ SA BS? 

Zugleich ift aud A SUB w~ A SAB und A SBA ~ A SBA; 
AB 


alle: Ae spi pa = 5x 
SB ‘: — 
folglich AB= =: AB; BABA. 





Setzen wir dieſen Werth in die erſte Gleichung ein, ſo nimmt ſie die 
Geſtalt an: 


— — — — — 72—— — 


woraus folgt: 
AB SB GA. ABBSA _ GB 


§. 1. 


Etwas Aehnliches findet anc bet Strahlbüſcheln ftatt. Verbin⸗ 
vet man ndmlid S und 8’ Big. 7. durch eine Gerade f, fo verhalt 
fi nach befannten trigonometrifden Regeln 
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sin ab AB. sin ab BA. 
sin eb ~ AS? ober sinea BS? 
sina’b) AB. sinab’ BaA, 
und ginsb’ AS’? sin sa’ 38 
: sin ab « sin sb’ AS’ sin ab: sin sa’ BS’ 
alſo ift sin a’b’-sin sb xs? sinab-sinusa BS? 
Uber im /\ SAS’ ober SBS’ verhalt ſich 
AS’ __ sinfa, BS’ __ sin fb. 
AS sinfa’ BS sin fb’? 
Wir haben alfo: 
sinab _—ssinsb =e sinfa sin ab sinsa sin fb 
nab’ task sin? anak’ sinew sia 


Wir erhalten alfo den 


8. Lebrfak. Sind zwei 
Punktrethen von je wei 
Punften, 3 AB und 8,A‘B’ 


8. Lebrfak. Sind gwet 
Strahlbüſchel von je zwei 
Strablen, Sab und Sab’ far 


für einen Punkt S in Pro- 
jection, und heißt ber Durch— 
ſchnitts punkt von s mits’ S, 
fo findet bid Gleichung jtatt: 


eine Gerade sin Projection, 
und heißt bie Verbindungs- 
gerabe bon S mit 8 f, fo 
finbdet bie Gleichung ftatt: 











AB SB OA sinab _sinsb_—_sin fa 

AB” SB’ GA’ sin a’b’ _ sinsb’ gin fa’ 
unb aud und aud 

AB SA 6B sinab _—sinsa_sin fb 

AB SA’ ’ 6B’? sina’b’ sin sa’ sin fb’ 
ig. 2. Fig. 7. 


Der Say links ift unter ber Form AB - SB’. GA’ = A’B’ 
-SB- GA, auf welde fich vie Gleichung bringen läßt, langft befannt 
und heißt der Gag des Menelaos; gewöhnlich driidt man ibn fo ans: 

Schneidet irgend eine Gerade A'S die Seiten BS, BB’, BS 
eines Dreieds BB’S oder deren Verlingerungen bezüglich in den 
Punkten A, S, A’, fo ift das Prodult ans folchen bret auf der 
Geiten entftandenen Abfehnitten, die feinen gemeinfcaftliden End- 
puntt baben, AB-SB’- GA’ gleich bem Produfte A'B’-SB- GA 
ber anberen. 

Wenden wir uns jekt gu dem Fall, wo in beiden Punktreiben je 
drei Puntte, in beiden Strahlbüſcheln je bret Strablen fich befinden. 
Bu bem Zwede nehmen wir nod einen Punkt C innerhalb oder aufers 
halb ber Stree AB an Fig. 10.a. und fuchen den Werth bes Dop⸗ 


pelverhältniſſes — zu ermitteln. Zu dem Ende ziehen wir 


BC ° BC’ 
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(S—C) und durch B eine Parallele zu (A’-B) welche der Strohl 
a in A, c in © febneivet, und dann durch A eine Parallele 3u c, die 
bie s in W trifft, fo babe wir. zunächſt wegen der Aehnlichkeit der 
Dreiede SUB und SA’B’ 





MC A'C’. 
Be BC’? 
und wegen ber Aehnlicdfeit ber Dreiecke CBE und ABA 
aC WC, 
BE BC’? | 
Wegen ber Webhnlichfeit ber Dreiee AWA und SCA ift aber ferner 
WA AM 
CA SA’ 
AC SH 
ober AG Sa? 
1 — Sa ; 
alfo WC — - AC; 
; MC SH AC. 
folglich Be ~ SA’ BC? 
A'C) SM AC. 
ober BC = 8A‘ BC? 
ee AC aA’C’ SA 
; BC RC ~ 5x3 
Da endlih auch die Dreiefe ASB und ABB ähnlich find, fo ift 
ferner: — 
SA’ ~ SB”? 
alſo | Sa = = SA’; 
~ SB’ , 
AC A’C’ 8A _ SB 
alfo BC ° BC ~ SA’ ° SR’? 


Bevor wir gu den Strahlbüſcheln übergehn, haben wir uns erft 
Gewifheit gu verſchaffen, ob diefe Gletchung nicht unter gewiffen Be- 
bingungen Ausnabmen erleidet. Es entfteht nämlich offenbar die 
Frage, ob fie aud dann nocd richtig ift, wenn man s’ parallel gn c 
annimmt, fodann, wenn man s’ parallel gu b fein (aft. Es fei nun 
zunächſt s'Ilc Fig. 10.b., fo bat man: 


AC _ A, 

SA” A‘A’? 

; AC _ SA. 

O er HA — AAꝰ 
AC SA 

folglich HG 5a") 
“’B BB’. 

zugleich iſt: BC * Sp? 
A’C SB’ 
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Sept man ven hieraus fic) ergebenden Werth von A’C, nämlich 


wc = 52. BC, 
in bie Gleidung re = = sa ein, fo nimmt fie bie Form an 


AC __ SA, SA’ 
BC = SB’ SB” 


Nun liegt in diefem Falle die — von = im UUnendliden, es 

ift alfo AC — ao, BC =m, alfo 2 reo=> = und gwar gleid 1; 
penn {aft man den in enbdlicher Entferming befindlichen Punkt C 
Sig. 10a. in Gedanfen ane —— fortrücken, ſo wächſt der Zähler 
und der Nenner des Bruchs ad immer um gleidviel; Brüche aber, 


peren Zabler umd Renner immer um gleichviel gunehmen, nähern ſich 
befanntlih immer mehr dem Werthe 1. Man kann alfo fagen: 


9. Lehrfag Der Merth eines Brudes aan in wels 


dem Zähler und Nenner die Entfernung eines unendlid 
entfernten Punftes der Geraden AB bejziiglih von den 
in enbdlider Ferne Ciegenden Punkten A und B bes 
zeichnet, ijt = 1; und alfo Aw —Boo ju fegen. 
Wir können bemnad die letzte Gleichung auch ſchreiben: 
A'C A’o SA SA’, 








BC * Bo SB’ SB” 
. . Cc AC SA . SB 
es gilt alfo die Gleichuug Te: Foy = api gp wud jest nod. — 
Iſt ferner Gig. 10.c. sf} b, fo ift A ACE~/A BCS, alfo 
AC AG, 
BC” SB’ 
> A@ SA. 
Wn A A’C’ — Sa’? 


Wird der fic hieraus ergebende Werth AC — 
Gleichung eingefegt, fo erhalt man 
= 


mw sg 
a -A’C’ in bie erfte 
_ SA AC’, 
= $a’ SB? 
Da nun ber Durchſchnittsbunt B’ ber Geraden A’C’ mit ber SB ber 
sod A nad im Unendliden liegt, fo können wir offenbar fegen 
BC’ = SB’= wC’= Soo und alfo unfere Gleichung auch ſchreiben: 


oder ee ae 


— — — — — 
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aud dann nod richtig. 
welche drei Strablen enthalter. 


Punttreige und Strahlbüſchel. 


— Wir wenden uns nun zu Strahlbüſcheln, 
Es ſeien z. B. S,acb und S’,a’c'd’ 


auf einander prejicirt. Man hat dann nach dem aud der Trigono— 
metrie bekaunten Sinuslehrſatz offenbar, Fig. 11. 

















sin ac 
sin sc 
sin be — 
sin sc 
sin ac 
alſo sin be 
: sin a’c’ 
ebenſo ift smb? 
{ sin ae sin ac’ 
alfo sin be * sin b’c’ 
SB sin sa 
und ba Sa sin sb?. 
; -sin ac sin a‘e’ 
ift sinab sinb’c ·ꝰ 


AC. 

= 5a? 

BC. 

SB? 

AC SB, 
BC SA’ 
AC SB. 
BC S’A? 
SB S’B 
SA 'S’A 
S’B___ sin sa’, 
SA” ain sb’? 





sin sa sit sa’ : 
sin sb sin sb’? 








Betrachten wir jest die gewonnenen Gleichungen 


AC A’C’ 8A _ SA’ 


BC ' BC — Sp‘ 5p dis. 10. 





sin ac sin a’c’ 
sin be’ sinb’e’ sin sa” 





sin 8a , sin sb sb 
* sin sin sb’ 


Sig. 11. 


fo fehen wir fogleid, bag auf ben rechten Seiten derfelben ber PBuntt 


C und ber Strahl c gar nicht vorfommen. 


Es bleiben alfo vie red: 


ten Seiten, und baber auch die linken Geiten diefer Gleichungen un: 
verdndert, wo auc Punkt C und Strahl c angenommen werden mögen; 
und in ber That laffen fich beide Gleichungen fiir jedes beliebige C 


und c ableiten, wie man fich leicht 


10. Lehrſatz. Das anus den 
Gtreden AC, BC einer drei 
Punkte enthaltenden Bunkt- 
reihe SACB und ibren Pro— 
jectionen A’C’, BC’ auf eine 
beliebige andere Punftreibe 
S,A’C'B’ gebilbete Doppel- 


perhaltnif 2°: 2. hat ſtets 


benfelben Werth, wo aud 
immer der Punkt C und fetne 
Projection C’ Liegen mag; 
fein Werth ijt nämlich gleich 
bem des Doppelverhaltnitf- 


SA SA’ , 
ſes =: J. Fig. 10. 


überzeugt. Man erhält alſo den: 


10. Lehrſatz. Das aus den 
Ginus ver Winkel ac, be 
eines drei Strablen entbhal- 
tenden Strahlbüſchels Sach 
und ben Ginus ihrer Pro- 
jecttonen a’c’, bce’ anf einen 
beliebigen anberen Strahl: 
bifdelS ach’ gebildete Dop- 


sin ac sin a’c’ 
pelverhältniß ——:———- hat 
ftets venfelben Werth, wo 
aud immer ber Otrabhl c 
und ſeine Projection c’ Lie- 
gen mag; fein Werth ijt 
nämlich gleid dem des Dop- 

P sin B& SiD Sa 
ee cman eax 
dig. 11. 
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SA SA’ 


Da in dem Verhaltniffe |: >; ver Puntt S und die Streden 


SA, SA’, SB, SB’, in dem Verhältniſſe re : eats die Werabe s 
uud die Winkel sa, sa’, sb, es vorfommen, fo fieht man, dag ber 
cer AC A’ sinac sina’ : 
Werth ber Berhiltniffe =. sae ogi? bezüglich von der 
Cntfernung ber Punfte A, A’, B, B’ von S, und ben Winkeln zwi⸗ 
{hen a, a, b, b’ mit s abbangt. 
Nehmen wir ein viertes Punftpaar D und D’ Fig. 4, und eta 





viertes Strahlenpaar d und d’ Fig. 5. an, fo ift 











nad bem vorigen 








Lebrfag: 
AC AC’ _ SA . SA’, sinac sina’c’ __sinsa_— sin sa’ 
BC ° BC’ SB ° SB’? sinbe’ sinbe’ sinsb ° sinsb’ ? 
ae AD A’D’ SA SA’, sinad sina’d’  sinsa _ sinsa’ | 
BD ° B’D’ ~ SB ° SB’?  sinbd ‘sinb’d’ ~~ sinsb ° sin sb’? 
alfo AC AC _ AD AD’, sinac sinac’ __ sin ad _ sin ad’ | 
BC ° B’C’ BD °B’D’? _ ainbe ‘ sin b’c sin bd ° sin b’d’? 
chee AC | AD _ AC’ AD’, sinac sin ad __sina’e’ sinad’, 
BC * BD ~ BC’ ’B’D’? = sinbe ° sinbd ~ sinb’e’ “sin b’d’’ 


Da in diefen zwei Sleichungen bie oben 
Winkel nicht mehr vorfommen, fo fieht 


genannten Gntfernungen und 
man, bag auf diefelben gar 


nichts anfommt und man erbdlt alfo den 


il. Lehrſatz. Wie man 
aud zwei Gerabe s, 8’ dur 
einen und denfelben Strahl— 
büſchel S,achd jiehen mag, 
immer tft auf thnen das 
Doppelverhaltnig der von 
ben Strablen a, c, b, d, auf 
ihnen beftimmten Abſchnitte, 
alſo das Doppelverhältniß 


11. Lehrſatz. Wie man auch 
zwei Strahlbüſchel S,achd 
und Sa’c’b'd’ durch eine und 
biefelbe Punktreihe s ACBD 
jiehen mag, immer ift in 
ibnen bas Doppelverhialt- 
nip ber Ginus ber von ben 
Punkten A, C, B,D in ihuen 
beftimmten Winkel, alfo vas 


AC _ AD A’C’ A'D’ | ; 6 sinac ein ad 
tap und 75: ep baffelbe. ; meppelweryaliary ae ae 
g. 4. suai. ease 


| Fig. 5 

Da e8 alfo auf die Lage ber Geraden s, 8 und der Punfte 
8, & gar nicht anfommt, fo liegt ber Gedanfe nage, um nähere Anfe 
idliffe fiber ben Werth diefer Ooppelverhaltniffe, gundchft bet den 
Punttreihen, gu bekommen, ben Geraden, oder wenigftend einer ders 
felben, eine fpegielle Lage gu geben, ba dann nach Lehrfag 11., der 
Werth des ſich fo ergebenden Doppelverhaltniffes fir alle anderen 
Lagen, derfelbe fein mug. Zu dem Ende ziehen wir Fig. 12. vurch 
den Buntt A, und A’ der Punttreihen s,ACBD und s,A’CBD’ 3wei 
Gerade f und f’, jede parallel gum Strahl d; fo entftehn auf ihnen 
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bie Punftreifen {ACB oo und f,A'C Bo. Zieht man nun burd) B 
eine Gerade parallel gus, durch B’ eine Gerade parallel gu a’, fe 
ift, ba A ACE w~ A BEE und A ACR nwa A VEE ift: 





AC BE. Ac Be 
AC ~ BG’ eo ~ Be? 
Da ferner A SBE ~ A SBC, A SWE ~ A SBC ift, fo ft: 
SE SB. BE _ SB’ 
BC SB? BO ~ SB? 
affo se—S.po; se = .Be; 
AC BC SB, A/C’ 2 a SB, 





alfo AG ~ BC SB? KC = BC ° SP’? 
und, ba endlid AVSBD ~ A, SBA; A SBD'~ A BBA’ ijt, 
fo ijt: 





SB BD. SK’ BD’ 

SB AB? SB — AB? 

SB BD, SB’ BD’ 
alſo SB — AD? sy 4" 

AC BC AD, AC’ BC’ A’D’ 
folglich AE BERD? 40 ~ BE BD? 
Kies AC AD AG. A'C’ A’ au _ Ae’, 

BC ' BD ~ BC? BC * BD = Be? 
Da nun tegen ber Aehulichfeit der —— —— und SA'S’ and 
AG A’@’ 
St — Be? 


AC AD __A'C’ AD’ AGC’: 
iſt, fo ift aud Foti = rele > g¢ — Be? 





G8 ift alfo das Doppelverhaltnif re ober see — durch ein 
einfaches Verhältniß se oder ae ausgedriidt, — twas ganz Ana- 


loges Lift fic) von den Strahlbüſcheln zeigen. Nach Lehrfag 11. 
kommt e6 fiir ben Werth des Sinus-Doppelverhaltniffes nicht auf die 
Lage bes Scheitelpuntts des Strahlbüſchels an, fondern nur darauf, 
welche Gerade 8 Fig. 13. und in welchen Punkten A, C, B, D die 
Strablen deffjelben fie ſchneiden. Wir fuchen daher bas Doppelver⸗ 
häliniß für einen ſpeziellen Fall zu beſtimmen, wo es ſich vereinfacht. 
Dies findet offenbar dann ſtatt, wenn ein rechter Winkel in dem 
Strahlbüſchel vorkommt. Wir beſchreiben alſo über der Geraden s, 
für welche S,achd und S’/,a’c’b’d’ in Projection ſtehn, einen Strablbii- 
fel S, achd, in welchem die Strablen a und b fenfrecht auf einanbder 
jtehu. Es gefchieht dies am leichteften, indem man über ber Strecke 
AB einen Halbkreis beſchreibt. Dann ift nach Lehrſatz 11. 
| sinac sin ad — sinac sin ad 
sin be * sin bd sin be * sin bb’ 
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Run ijt be = 9O° — ac; der Winkel ad ift ein ftumpfer; den Regeln 
ber Trigonometrie nach ijt daher unter feinem Ginus ber Sinns ded 
fpigen Nebenwinkels zu verftehn, alfo unter abd nicht der Winkel ASB, 
fondern fen fpiger Nebenwinkel. Halt man dies feft, fo ijt bp 
= 90° — ab; alfo sin be = cos ac, sin bb = cos ab; folglich ift 














— — a eae : — tang ac: tang ad. 
sin be sin bd cosac cos ab 
eber auch, ba ac = 90° — be, ab = 90° — bo ift: 
sinac sin ad cos cos 
ee ae ae — = tang bb: tang be. 
Wir erhalten alfo vie Gleichung: 
sinac sinad _ sin a’c’ ,sinad’  tangac’__ tang bb, 


sinbe “sinbd sinb’c’ ‘sinb’d’ tangad _ tang be? 
Rie erhalten daher der 
12. Lehrſatz Jedes Dop⸗ 12. Lehrſatz. Jedes Sinus. 


pelverhältniß aa SD läßt Doppelverhaltnig Se ;=™ 


sin be * sin bd 
fid feinem Werthe nah | lagt ſich feinem Werthe nad 
burd ein einfaches darftellen. | durch ein einfaches Tangen— 
Man giehe gu dem Bwede|ten+Berhaltnig vdarftellen. 
bird einen ber Bunkte A| Man wähle gu bem Zwecke 
ober Beine Parallele gum | einen folhen Strahlbüſchel, 
Strahl d ober c, fo bilbet daß bie beiben die Anfangs: 
bas Verhältniß oer beiden | budftaben bilbenden Strabh- 
Ubfdnitte, in weldhe dieſe fen a, b, auf etnander fent- 
bird bie bret übrigen recht ftehn, dann giebt bas 
Strahlen getheilt wird, den | Verhaltnig ver Tangenten 
Rerth des Doppelverhalt- | der fpigen Winkel, die von 
niffes. Fig. 12. ben betben ibrigen Strah— 
Ten mit einem Schenkel des 
redmten Winkels  gebildet 
werden, ben Werth bes Dope 
pelverhältniſſes an. Fig. 13. 
Davon, dak man, wie links behauptet wird, ftatt, wie in Fig. 12. 
durch A eine Parallele gu d, auc) durch B eine Parallele gu c oder d 
bitte giehen Ednnen, davon überzeugt man fich leicht. 

Es findet übrigens gwifden dem Doppelverhaltniffe ber durch 
bie Buntte einer Punktreihe s,ACBD beftimmten Strecen und dem 
Sinus-Doppelverhaltnif der von den Strahlen, welche durch A, C, B, D 
gehn, gebildeten Winkel, eine merfwiirdige und fehr wichtige Begies 
bung ftatt, vermige welder ber Doppel-Lehrfag 11. als ein eingiger 
erſcheint. Es ift nämlich Fig. 4. 

sinse AS?’ sinsc BS? 


alſo, ba unter sc, wie im Gorigen, nur ber fpige Winkel zwiſchen s 
Beiffenborn, Projection. 2 
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und b verftanben wird, wie e8 auch bie Trigonometrte, und ber aus 
ihr entnommene Sinus: Lehrfag, vorausfegt, 
sin ac AC BS 


i aD — — d — 


sin ad __ xD, sin bd __ BD, 





eben fo iſt sin sd AS ’ ‘sin 8d = Bs? 
alfo sin ad ad __ AD BS 
sinbd | BD ’ As? 
, sin ac , sin ad AC AD, 
folglich ain be ‘sinbd ~ BC ° BD ’ 


Wir haben alfo den 


13. Lehrfag. Das SGinuss DoppelverhaltntgB der 
von vier Strablen eines Strahlbüſchels S,achd gebilve- 
ten Winkel ift gleich bem Doppelverhaltniffe der 
Streden, welche von den Durdhfanittspunkten A, C, B, D 
ber Strablen a,c, b, d auf einer Gerabden s oder der 
Punltrethe s ACBD gebildet werden. gig. 4. 


Es faffen fic nun aus den durch die vier Punfte A, C, B, D 
auf der Geraden a bervorgebrachten 6 Abſchnitten AC, AB, AD, CB, | 
CD, BD offenbar im Ganjen 24 Doppelverhaltniffe vow der Form | 


= : 55 bifben. Denn es giebt vier Doppelverhaltuiffe, nämlich: 
A 
a= =; =e =e : 38 aug : aaa aa in benen bie Endpunkte ter 
Strede AB die Unfangsbuchjtaben bilden; ebenfo giebt eS vier, in te- 
nen bie Endpunkte der Stree AC, ber Strede AD, der Strecfe CB, 
ber Stree CD, der Strede BD, die — bilden, alſo 
24 Doppelverhältniſſe. Ebenſo werden durch A’, C’, B', D’ auf der 
Geraden s’ Fig. 12. 24 Dopypelverhaltniffe —— und ebenfo iiber- 
zeugt man fic) auch, bag durch die Winkel der Strablen a, c, b, d 
des Strahlbüſchels S,achd Fig. 13. 24 Sinus-Doppelverhaltniffe 
ebildet werden und daß ein Gleiches im Strahlbüſchel S’a’c’b'd’ 
tatt findet. Es entfteht jegt bie Frage: ob, wenn etn Doppelverhilt- 
nif der Punktreihe s, ACBD dent gleichnamigen der Punktreihe s’,A’C’B’D’ 
gleid) ift, dies dann anch mit den 23 itbrigen ftatt finbdet, und cb, 
wenn ein Sinuse Doppelverhaltnig ves Strahlbüſchels S,acbd bem 
gleidnamigen bes Strahlbiifdels S'a’c’b’d’ gleich ift, dies aud) mit 
ben 23 iibrigen ftatt findet, ob alfo, wenn 3. B. — ao ea —— 
BC’ BD BC * BD 
CB DB C’R’_D‘B’ 


ift, auch bebauptet werden fann, daß — Ga aa A = ol aa! 








sinac sinad ginac’ sina’d’ ,. 
jet, und ob, wenn 3. B. anbe ‘aimbd ants ‘anpa tt, bebauptet 
incb sin db sine’b’ sin d’b’ : 
werde ee Ge ee ~ 
n kann, daß aud) sinca sinda  sinca’ ‘sinda’ u- ſ. w. fei. 


Nady Lehrſatz 13. brauchen wir offenbar diefe Unterſuchung nur fiir 
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Punktreihen oder fir Strahlbüſchel durchzuführen, indem nach genann- 

tem Satze jedes Sinus-Doppelverhaltnif gleich dem gleichnamigen 

Doppelverhältniß ber durch bie Strablen bes Strahlbüſchels erjeugten 

Punktrethe iſt. Um dies gu entfcheiden, bezeichnen wir kurz ben Werth 

bes Doppelverhaltniffes, in welcem 1) A und B voranftehn Fig. 12. 
AC AD __ = = 


| BC ‘BD * 
Dann muß ebenfo nach Lehrſatz wenn wir 2) die Buchſtaben A 
und C voranftellen, auch 


AB AD _ AB 
CB° CD” €% 
fein. Run ift 3 <1= =1+ * — 
Wir haben alſo ben Werth ves Doppelverhältniſſes 
AB AD AW 
cei cp ~ og = 1 +k 


Steller wir 3) A und D voran, fo haben wir, um ben Werth des 
Doppelverhaltniffes burd ein einfades auszudrücken, durch A eine Bas 


rallele gu b ober gu _c zu ziehn. 





Chun wir legteres, fo ift dig. 14, 





‘AB AC AB, 
DB ‘DC — DB, } 
aber es ijt as == = = = Ast = 1+ oe} 
oder — =1+ 1 *2; 
Es iſt alſo opt oe! = 3 


Nehmen wir 4) B 
fag 12. Fig. 12. 


und C alé Unfangsbudftaben an, fo ift nach Lehr⸗ 





BA BD 8% 
CA CD T €,% * 
BA BD BA 

met cA CD = Ga! 


denn offenbar wird eine 


durch B zu d parallele Gerade von a, c, b 


in demfelben Verhältniſſe getheilt, wie eine durch A zu d parallel ge⸗ 
sogene Gerade. Nun ift aber 
ane Ite 
ober 14 ; 
Ho Ba wD wt 1 


Werden 5) Bund D als AUnfangébuchftaben genommen, fo ift nad 


Lehrſatz 12. Big. 14. 


9+ 
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DA ‘DC 5,4%, 
Ba A 
oder, ba Da, = OL 
BA BC %,A 
ft DA “DC ™ DA‘ 
Nun war aber, wie im Falle 3) gezeigt wurde, 
sels ge 
28, «kk ’? 
B.A 
alfo D> 1+k; - 
: BA BC BA __ 
folglich ift mapa = or 1+ &k; 


Werden 6) C und D als Anfangésbudftaben genommen, fo ift nad 
Lehrfag 12., Fig. 15., wenn durch C eine Parallele zu b gegogen 
wird: 


CA CB C&, 
DA DB” %,&,° 
Nun ift aber, weil AB || d und CD, || b war, / SEB=— / CSD, | 
mb C8SB / SCD,, alfo A EBS ~ A SD.,C, alfo ift 





Ferner ift, weil /“ ASD, = / SAB, und / SA,D, = /# ASB © 
ift, A ASB ~ A S&,D,, alfo: 


4d, _ 88. 

SD, A¥’ 
folglich rat bis a 
baber ci: on Cp = 1208 Cy, 
alfo ift Sa ibs =o = 


Wir können uns aber aud) zur Gereinfadung der Doppelverhaltniffe 

Aberall an Fig. 12. halten, von ber wir ausgingen, indem wir fegten 
oa = k, 

Sm Falle 2) war alfo der Werth bes Doppelverhaltuiffes 1 +k; 

ober, 





_, , AG AC 4+ BE AW 
i+k=1+ g=—se 
Ag 
L4+o- 
i+¢k | "BE AB_ BA 
Beoner if SO Se Fa rae 
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BC’ BD 

AC - BD 
folgt ferner BOsap — 
{fo AD C-. BC BD_ 1, BD BC ‘ 
2 BD' BC k’ AC‘AD~ k’ AD‘’ac- 3 


Machen wir diejelben Umformungen in jedem der fechs Falle, fo ers 
Es ift Fig. 12.: 


halten wir folgende Zabelle: 


I. A und B: Anfangsbudftaben: 1) 


A, C — 
Il. A , D: ” 
Iv. B , C: " 

Vv. iB , OD: ” 


BD 


BC 
3) 75: 
BD 
4) AD ° AG 
1) 28, 


9) ab, 


AC. 
BC’ 
7) ge 


AD __ AG. 
BD” S$¢—™ 
AC BE t 
BC” AG” k’? 
BD 8¢_ 1 
AD” AG” 75 
BC A 

AG = BE = 
AD A 
ABB ie 
CB” A®” 1+k? 
cD — 1. 
AD” AB” 1+k? 
CB AS : 
ap eg 1 +k: 
AC BA _1+k, 
DC” GA rk? 
AB GA___ ik 
DB” SA” 1+k’? 
DC GA k - 
“AC”. 6BA—CO«d + KP 
DB BA __1+k, 
AB @A~ k&”? 
BD ®A_ k 
CD” Ga” 1+k? 
_BA_ @A_1+k, 
CA ®@A .k”? 
CD GA__1+k 
BD” @A”- xk’ 
_CA __ BA k 
BA  @A~ 1+? 
BC AB ae 
DC” €B~ 1+? 
BA CB 

pa ag 1 + ki 
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V. Bund D: Anfangsbuchſtaben: 8) 7: 23 = Se = 1+; 
A=: DA __ AB 1 
BC’ BA” @B™ 14k? 
CA CB A 
VI. C wn” D: ” 1) al 7 
CA BE l 
2) 5B "pa Ag” &k? 
3 DA DB = BE i, 
) CA’ CB”. AG” kk?’ 
DA Ac 
4) on ® CA — RC — k. 


Da nach Lehrfag 13. das Sinus⸗-⸗Doppelverhältniß eines Strabl: 
büſchels, deffen Strahlen durch bie Punkte A, C, B, D einer Punt 
reibe gehn, mit bem Doppelverhaltnif, welches die Puntte ber letzteren 
beftimmen, tdentifc ijt, fo fieht man, bak die bisher fiir Punktreihen 
entwidelten Werthe der verfchiebenen Doppelverhältniſſe auch fiir dic 


gletchnamigen Sinus-Doppelverhaltniffe gelten. 


14. Lehrſatz. Durch den 
Werth k eines eingigen der 
24 von vier Punkten einer 
Punktreihe SACBD hervor- 
gebradten Doppelverhalt- 
niffe ift ber Werth der 23 
ibrigen beftimmt. 


Da ferner nad) Lehrfag 11., 
Punktreiben find, dte in demfelben Strahlbüſchel S,achd liegen, 


Man erhalt alfo den: 


14. ehrfag Durch ben 
Werth k eines eingigen der 
24 von vier Strablen eines 
Strahlbüſchels Sachd her: 
vorgebradten Sinus-Dop— 
pelverhdltniffe ift ber Werth 
per 23 übrigen beftimmt. 


wenn s,ACBD und s’,A’CBD' . 


a ; = = aS ated =k ift, fo folgt aus dem noe daß 3. B. 
3 == rk ni IV. 4) und aud —— — =i alfo and 
pa oo = — a iſt, und fo bet jedem Baar entſprechender Dor: 
pelverbaltniffe. Offenbar gilt daffelbe auch von Strablbilfdeln. Man 
ſieht alfo 

15. Lehrſatz. Schneiden 15. Lehrſatz. Schneiden 


zwei beliebige Punktreihen 
sACBD und s’A’CBD’ einen 
und dbenfelben Strablbif del 
S,acbd, fo find bon ben 24 
auf den Punktreihen entfte- 
henden Doppelverhiltniffen 
je gwet gleidlautenbde ein— 


zwei beliebige Strahlbüſchel 
S,acbd und S',a'eſb'd eine unt 
diefelbe Punktreihe S,ACBD, 
fo find von ben 24 an ben 
Strahlbüſcheln entftehenden 
SGinus-Doppelverhaltniffen 
je gwet gleichlautende ein- 
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AC AD P sin ac sin ad 
ander gleid, alfo 55: 57 | anber gleid, alfo — :——— 
_ AC, AT’ | CD | CA CD’. C’ A’ __ ain a’c’ _ sin ad’ sin cd _ sin ca 
— RC’ B’D’? BD* BA” B’D’* BA’ | ~ sin b’e’ ° sin b’d’’? sin bd ° sin ba 
u. ſ. w. Fig. 4. ein ed | since’ 

—=iinb'd’* ambea’ & f. w. Sig. 5. 


Es mag iibrigens, wenigftens an einem Falle, gezeigt werden, 
tag man gu ben oben aufgeftellten 24 Gleichungen aud) auf rein geos 
metrifdhem Wege hatte gelangen fonnen. Man ziehe Gig. 16. vurch 
A eine Barallele gu c, die von b in By, gefdhnitten wird, und durch 
B, eine Parallele gus, die von d in F geſchnitten wird, fo ift in 
ben ähnlichen Dreieden SBD und SBF; ADD und B, FD 





BD _ SB. AD _ 88, 
8.5 $B,’ AD B,D’ 
SB AD 
aljo 8,5 = =z: BD; 8,5 = 7° 3.93 
— AD SB 
folglich — B,D = ara BD, 
d AD.B83;D S8B,. 
* BD-AD SB’? 
Nun ift SS, = BS, — SB; 
AD-8,D BS, 
alfo BDeAD — Seo |S 
B B, 
und ba \ABB, ~ CBS, alſo ot — 42 ft: 
AD-B,D__ AB, __ AC, 
‘BD-AD ~ CB ~~ BC? 


Ferner ift aud) \B,DS~ ASCB,, alfo 2 = Soper HP — 28 





BD_ A 

eder AD” B,C’ 

fi AD AG _ AC 

ae BD '8,€— BC’ 

ober AD ° AC — B,¢ — — 


Man hat alſo die Gleichung J. 2) erhalten, und auf analoge 
Weiſe läßt ſich jede der übrigen ableiten. 

Aus dieſer Ableitung ergiebt ſich noch ein merkwürdiger Satz. 
Es iſt nämlich nach der drittletzten Gleichung: 

AD-AC=B,D-B,E 

t. §. dad Rechteck aus BD und B,C ift gleich dem Rechteck aus 
AD und AG. Da nun links weber der Punt B, nocd) By vore 
fommt, fo ijt biefed ein Beichen, daß dieſe Gleichung auch für jedes 
andere Paar von Punften E,, E gilt, die burch einen beltebigen von 
S ausgehenden Projectionsftrahl e anf AB, und AB, bezeichnet 
werden, daß alfo auch 


§ |, 


AD - AG = E€D-E,E6 
ift. Diefer Say (aft fic) aber noch erweitern. Denn zieht man eine 
beliebige Parallele gu AB,, die von b in B,, von c in ©, gefduit 
ten wird, fo ift AASB, AABSB,, alfo 
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AC 
AC, B,D 
8,6, AD 

ober AD -UC, = BE, - B,D 

over, ba vie Linke Seite von den Punkten B,, B, ganz unabhängig 

ift und ein Gleiches, wie fiir ben Strahl b und fetne Durchſchnitté 








puntte G,, B, mit f und b fir jeden beliebigen Strahl e und feine 


Durchſchnittspunkte €;, & mit ſ und b bewiefen werden fann, 
AD -AC, = &,6, - ED. 
Etwas ähnliches gilt von ben Strahlbüſcheln and. Sind nämlich 


S, achd, S,a'c’b’y’ Fig. 13. zwei Strahlbüſchel (mögen fie auf derſel 


ben ober auf verſchiedenen Seiten von s liegen), in denen Winkel at 
== Winkel a’b’ = 90° ift, fo tft nach Lehrfag 11 und 13 
sinac sinad  sina’c’ sinab’ = AC AD. 
sin bc sinbb sin bc sinbb’ ‘BC “BD? 
ober wegen bes rechten Winkels 
tangac  tanga’c’ tang bb __ 
tangab  tangab’ tang be tang bc’ 
woraus durch Gleichfegung bes erften und vierten, des gweiten um 
britten Gliedes folgt: 
tang ac- tang b’c’ = tang ab - tang bv’; 
und tang be · tang a’c’ = tang bb - tang a'd’; 
Man hat alfo den 
16. Lehrſatz. Werden in 











tang b’b‘ (= AC AD 





—— — 
EA 


16. Lehrſatz. Werden aber 


einem Strahlbüſchel S,achd 
zwei Gerade f, oc bezüglich 
parallel ben Strablend und 
e gezogen, und wird die ers 
ftexre bon c in C,, die Teg: 
tere von d in D gefdnitten, 
fo tft bas Rechte aus den 
Entfernungen der Punkte G,, 
D von ven Durdhſchnitts— 
punftenirgendecines Strahls 
s bezüglich mit f und o cons 
ftant, nämlich gleich bem 
Redhted aus AC, und AD. 
vig. 16. 


ber Strede AB gwet Strahl: 
bifdel Gachd unb S,a'cb’r’ 
angenommen, der Art, pag 
ab = ab’ = 90° ift, fo ift bas 
Produkt ber LTangenten ver 
Winkel, welche entſprechende 
Strahlen [ec und c; bund rv; 
e und e] mit ben nicht ent: 
ſprechenden Schenkeln ſa und 
b; b und a] der rechten Win— 
fel bilben, conſtant. Gig. 13. 
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Statt ber Strabhlen c ud c’, d und d’ hatte man nämlich ebenfo jede 
beliebige zwei Strablen e und e’ nehmen fdnnen, die ſich in demfelben 
E der Geraden s ſchneiden. 

An das Bisherige ſchließen ſich nun mehrere Aufgaben, z. B. 


17. Aufgabe. Geſucht eine 17. Aufgabe. Geſucht ein 
ſolche Punktrethe, daß das ſolcher Strahlbüſchel, dak 


Doppelverhaltniß = 3 fel. bas Sinus-Doppelverh alte 
| nig = “8 fei. Fig. 17. 
ig. 12. tang ab 


Anfl3fung. Um die Anfgabe links gu löſen, theile man Fig. 12. 
eine Gerade AB in bem Verhältniß * und ziehe durch A, C, B, 


drei ſich in einem Punkte S ſchneidende Gerade a, c, b, und dann 
durch S einen Strahl d || (A— B), dann ift jede durch ben fo entftanbdes 
nen Strahlbüſchel S,achd gelegte Transverſale nach Lehrjag 12. etne 
Löſung ber Aufgabe. — Um die Aufgabe rechts gu löſen, conftruire 
man fig. 17. an beiden Geiten einer Geraden a die beiben fpiger 
Winkel ac, ab, die ben gemeinfamen Scheitel S haben, und made 
b ta. Durch den fo entftandenen Strahlbüſchel S, achd lege man 
eine beliebige Transverfale s, bie von ben vier Strablen bezüglich in 
A, C, B, D geſchnitten wird, fo geniigt nad Lehrſatz 12. und 13. 
jeder beliebige Strahlbüſchel S,achd, deffen Strahlen ebenfalls durch 
biefe vier Punkte gehen, der Aufgabe. 


18. Aufgabe. Gegeben 3° 18. Anufgabe. Gegeben 3 
Puntte einer Punftrethe; Strahlen eines Strahlbit- 
geſucht ein vierter Punkt ſchels; gefudt ein vterter 
ron ber Lage, daß bas Dops Strahl von folder Rich— 
pelverbaltnif ben vorges tung, daß bas GinussDop- 
fdriebenen Werth k erhalt. pelverhältniß ben vorge⸗ 

‘fdriebenen Werth k erhalt. 


Aufldfung. Bei der Aufgabe links bezeichne man dte beiden 
Punkte, die in bem verlangten Doppelverhaltnig die Anfangsbudftaben 
fein follen, mit A und B; bann fanu der britte Punkt, je nach der 
Matur der Aufgabe, entweder gwifden A und B oder auferhalb der 
Strede AB liegen. Ym erfteren Falle werde er mit C bezeichnet, und 
gejucht ift bann ber dufere vierte Punkt D; im anderen Falle werde 
er mit D bezeichnet, und gefucht ift daun der innere vterte Punkt C. 
Sit D gefucht, fo trage man an die Gerade s, auf’ welder bie ge- 
gebenen bret Punfte A, C, B Fig. 12. fliegen, unter einem beliebigen 
Winkel eine gweite Gerade (A—B), und theile fie in € fo, dab * =k 
ift. Dann ziehe man (B—B), (E-C), die fich in S ſchneiden, und lege durch 
S eine Gerade d || (A—B), fo ſchneidet d die Gerade s im gefudjten 


vierten Punkt D nad Lehrfag 12. Bit C gefudt, fo trage man an 
vie Gerade s Fig. 14, auf der die drei Puntte A, B, D gegeben find, 
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unter einem beliebigen Winkel eine gweite Gerade (A- B,) an, umd thee — 
biefe in D fo, dak oe =k ift, verbinde B, mit B, D mit Dum — 
durch ben Durchſchnittspunkt S der Geraten (B,—B) und (O—D) jieke 
man ben Strahl c || (A—B,), fo ſchneidet derfelbe bie Gerade s im ge 

fudten Punkt C. Dern wegen ber Achnlicdfeit ber Dreiede B, DS | 
und SCB in Fig. 14. ift | 











B.D Ss 

Ds ~ B 
oder, ta, weil bafelbft (A— B) |i d ft, 

DS = AC 
und nach) ber Gonftruction c || (A—%,), alfo aud 

Ss¢ = AD 
ift, fo bat man = = 3 

BDACc 

oder *5368* k. 
Es ift alfo das Doppelverhaltnig pas verlangte. — Die Auflojung — 
rechts fommt vermige Lehrſatz 13. auf die ber Aufgabe links gurid. 
Denn man hat nur durch die drei gegebenen Strahlen, die entwerer — 


a, c, b, ober a, b, d find, eine beliebige ransverfale s zu ziehn, 
auf ihr gu den dret Durchfdnittspuntten A, C, B, oder A, B, D, | 
ben vierten Punkt, bezüglich D, oder C nach der angegebenen Methode 
gu beftimmen, und dann bezüglich (S— D) oder (S—C) gu gieben, fo tit 
nad) Lehrſatz 13. dies der gefuchte vierte Strahl d ober c. | 

Bon beſonderer Wichtigkeit ift ein fpegieller Fall bes Borigen, © 
ben wir daher zunächſt einer Betradjtung unterwerfen wollen. 

Gind anf einer Geraden s vier Punkte A, C, B, D, Fig. 18. 
von folder Lage gegeben, bag fich verbalt: 


AC:BC = AD: BD 


AC _ AD 

oder dap ao = Bp 
AC 

oder dak iG : Sp 1. 


ift, fo bat man ſchon im Alterthum dies dadurch bezeichnet, daß man 
fagt: Die Strede AB fet durch C und D harmoniſch getheilt, ob- 
ſchon ber Punkt D auferhalb rer Strecke AB fich befindet. Da die: 
fer Fall nun offenbar eine Spezialität des im Bisherigen behandelten 
ift, wo bas Doppelverhaltnig <<: +> =k, alfo alé von dem Werthe 
1 verfchieden angenommen worben war, ba ferner nad Lehrſatz 13. 
was bon den Punktreihen gilt, auch bon den Sinus ber Strahlbüſchel 
in Kraft bleibt, fo fagt man aud, der althergebradten Definition von 
„harmoniſcher Theilung“ analog: 
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19. Erklärung: Iſt das 19. Erklärung: Iſt das 
Doppelverhältniß ver Ub- Doppelverhältniß der Si— 
ſchnitte, die von vier Punk- | nus der Winkel, die von vier 
ten A, C,B,D auf einer Gee Strahlen a, c, b, d eines 
raden s gebilbet werden, | Winkelfdeitels S gebildet 
von 1 verfcieden, fo heißt werden, von 1 verfcieden, 
bie Strede AB ober CD be-| fo heift ber Winkel ab oder 
siglidh burd C und D oder| cd bezüglich durch c und d 
A und B anbarmonifh ge-| oder a und b anbarmonifd ge- 
theilt. theilt. 

Man überzeugt fic mut leicht von ber Richtigheit des Gages: 

20. Lebrfag. Sind auf 20. Lebrfag. Sind an 
einer Geraben s bret Punkte einem Winklelfdeitel S drei 
A, C, B gegeben, tft ver} Strablen a,c, b gegeben, tft 


Werth k bes Doppelver-| der Werth k bes Doppel- 
haltniffes —— bekannt, verhältnifſſe oe bes 
und ift beftimmt, ob bet | fannt, und tft beftimmt, ob 
vierte Punkt Dinners oder | ber vierte Strahl d inners 
augerhalb ber Gtrede AB | ober außerhalb bes Winkel— 
fallen foll; fo iftdabdnurd ber raums ab fallen foll, fo ift 
Ort bes Punktes D vollfom- dadurch vie Cage bes Strah— 
ment beftimmet. fe8 d vollkommen beftimmt. 


DQenn, halten wir uns zunächſt an den Gak links, fo ijt, wenn die Lage von 
A, C, B befannt ift, and ber Quotient aa befannt, folglic and, da 





k gegeben fein foll, der Werth ar ber durch * bezeichnet werden 


BC 
fol. Es muß alfo dann fein 


BD : 
Oft nun der Punkt D, den wir uns jegt als auf der Geraden s Fig. 
19. fid) fortbewegend vorftelfen wollen, Anfangs mit dem Punkte A 
jujammengefallen, fo ift unter diefen Umftinden AD = 0, folglid) auch 
2=0; riidt der Punft D auf ber als unendlich gedachten Geraden 
s von A aus nach links, fo ift, fo lange er irgend einen in enbdlicher 
Entferming von A gelegenen Ort, 3. B. D, einnimmt, offenbar 


; AD, AD, 
BD, = AD, + AB, folglich A= BD, = AD, + AB <1; gelangt D 
nad links fid) fortbewegend in unendliche Entfernung, fo ift nad 
Rehrfay 9. Aco = Bo, alfo A=l2 1. Verfeyen wir der 
Puntt D nad ber Seite rechts von B hin in das Unenbdliche, fo ift 


A 


aud fiir biefen A == = 1, Ritdt ber Punkt D von bier aus in 
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eine nur endliche Entfernung von B, 3. B. nad D,, fo ijt, ba fir 
jeden Ort D,, den D zwiſchen B und oo einnimmt, AD, — BD 


+ AB ift, No aa Bale 


aljfo A> 1. Offenbar wächſt ber Werth 





BD, ” 
bon A immer nod, bis D nad vem Punkte B felbft fallt, wofelbft 
A= * — © wird. Gelangt D min auf die Strecke zwiſchen der 


Mitte M von AB und B, fo ift fir. jeden Ort D,, den es bier ein 


AD, _ AM+ MD ’ 
nimmt, A = 55° = eae alfo A> 1; fommt D in die Mitte 


M on AB felbft, fo wird A= T= 1; tritt endlich D zwiſchen M 


und A, fo ift fiir jeden Ort D,, den es bafelbft einnimmt, = 
= —— alſo A S I, indem ber Werth von A wieder abnimmt, 
bis er, indem D nad A zurückfällt, wieder O wird. Man fieht alſo, 
daß es fiir jeden zwiſchen A und oo gelegenen Ort D, einen zwei⸗ 
ten gwifden A und M gelegenen Punkt D,, und ebenfo far jeden 
zwiſchen B und oo gelegenen D, einen gwijden B und M gelegenen 
Ort D, giebt, von der Befchaffenbeit, bag ber Quotient a fiir fie 
gleich iſt. Läßt man alfo in ber Vorftellung D von A fiber M nad 
B riiden und einen anderen Punkt ebenfalls von A aus außerhalb 
ber Strede AB ſich der Art fortbewegen, daß A fiir beibe denfelben 
Werth habe, fo wird, fo lange der innere Punft gwifden A und M 
fic bewegt, der äußere die Strede von A nad oo burdlanfen; fommt 
ber innere nach M, fo tritt ber äußere nach oo, welder Ort aber 
entweder links von A ober rechts von B angenommen werden fann; 
durchläuft per innere Punkt endlich die Strede von M nad B, fo 
fommt ber äußere von oo nad B zurück. Da es alfo auf der inne- 
ren Strede AB nur einen Bunt M giebt, fir ben A— 1 wird, der 
entſprechende Punkt ber dugeren Strede aber nirgendé in Wirklichfeit 
aufgefunden werden fann, weil er unendlich entfernt tft, ba ferner fiir jeden 
anberen inneren nur ein eingiger entfpredender duperer exiftirt, fo ift bieé 
ein Fingerzeig, ſich vorjzuftellen, dak eS auch mur einen eingigen duferen 
Punk gebe, fiir ben A—1 wird, alfo die Puntte in unendlicer Cnt- 
fernung links von A und rechts von B als inentifd gu betradhten, 
etwa indem wir die Gerade als einen Kreis mit unendlich grofem 
Radius anfehn. Wlfo: Die beiden unendlich entfernten Endpunkte 
einer unbegrenjten Geraden s werden nur als ein eingiger Punkt be- 
trachtet, der als: „Punkt oo” bezeichnet werden foll. Es ftimmt 
bies mit bem Lehrſatz 9. augenſcheinlich überein. Zugleich folgt ans 
biefer Erklärung, dak nun der Ausprud ,,Strede AB” zweideutig 
wird, well damit nidt nur die innere AMB, fondern aud, indem 
man fic bie Gerade 5 als mit den unendlich entfernten Endpuntten 
zuſammenhängend, vorftellt, bie äußere Strecke gemeint fein fann. Es 
erflirt ſich hieraus and, wie gefagt werden könne, eine Strede AB 
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werde burd einen Puntt D getheilt, auch wenn diefer augerhalb der 
inneren Strecke fich befindet. Es folgt ferner aus dem Borigen, bak 
es für jeden Werth von A zwei, aber auch nur zwei Orte fiir den 
Punkt D giebt, einen auf AMB, den anderen auf A ooB, bag alfo 
ein Punft D durch Angabe des Quotienten A nur dann beſtimmt ift, 
wenn hingugefest ift, ob er fic) auf AMB oder A ooB befindet. Gine 
Ausnahme maden nur die finguliven Werthe A—O und A= o, fiir 
beren erfteren D obne Sweideutigheit in A, fir deren Legteren es fic) 
in B befindet. Man drückt pen Gag 20. links bemnad wohl auch fo 
aus: Der Ort eines Punttes D fei durch bret Punfte, A, C, B, 
ben Duotienten k und die Wufeinanderfolge der Punkte bee 
jtimmt, indem man barunter nur die Ungabe verfteht, ob D auf AB 
orer AB fich befinde. Won der Richtigheit bes Gages 20. rechts 
überzeugt man fic) fogleid) nach Lehrſatz 13. oder burch folgende Be— 
tradhtung: Es fet ab ein fpiger Winkel, die Verlangerung von a 
und b her den Scheitel beige a’, b’ und laffen wir einen Strahl d 
fich von der Lage a aus fo dreben, dag er nach und nad in die Lagen 
m, b, p, n, q u. f. w. kommt und ſuchen ben Ouotienten —* =}, 
fo erbeflt, bag A <1 fein mug, fo lange d fic) zwiſchen a und m, 
welcher legtere Strahl ben Winkel ab halbirt, befindet; daß A= 1 
wird, wenn d nad m fallt, und bag A> 1 wird, wenn d zwiſchen m 
und b liegt; bag A == oo wirh, wenn d mit b zufammentrifft. Rommt 
nun d in ben jtumpfen Nebenwinfel von ab und gwar zunächſt zwi⸗ 
fen b und p zu ltegen, welches legtere fenfrecht auf a fet, fo ift 
ad > bd, alfo A> 1. Daffelbe findet auch ftatt, wenn d mit p gus 
fammenfaillt, indem dann sin ap = sin 90° = 1, und sin bp < 1 ijt. 
Halbirt nun n den ftumpfen Nebenwinkel von ab, was der Fall ift, 
wenn n fentredht auf m gezogen wird, und ritdt d gwifden p und n, 
fo ift unter sinad ber Ginus bes fpiken Nebenwinkels ad gu ver 
ſtehn, und ta bd < ad, fo ijt aud) bier A> 1; fallt d nad n, fo 
ift unter ad ber Winkel a’n gu verjtehn, alfo A— 1. Bit q fentredt 
auf b und ritdt d zwiſchen n und q, fo tft A<1; dies bleibt and 
nod fo, wenn d gwifden a’ und q liegt, und fallt es endlich nad a’ 
oder a, fo wird, wie im Anfang A=O. Yun kehrt fiir den Winkel 
ab’ diefelbe Betrachtung wieder wie fiir ab. 

Bisher Hatten wir vorausgefegt, daß man unter den Strabler 
eines Strahlbüſchels die Halbftrablen ober nur ben vom Seheitelpuntt 
S beftimmten Theil ber Strablen, verftehe, es wird aber im Folgen- 
ben um eine völlige Analogie mit den Punttreihen herzuſtellen unter 
einem Strahle rie ganze durch ben Scheitelpunft S gehende Gerade 
verfianden werben. Wir können alfo fagen, indem wir bier node 
malé wiederbolen, was ſchon friiher ftet8 angenommen worden ivar, 
daß ab, ac, 2c. nur fpige Winkel bedeuten: 


21. Erklärung. Diebeiden | 21. Erklärung. Betde Half- 
unendlid entfernten Puntte | tencineds Projectionsftrahls, 
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einer Geradens werden nur, in welde ein folder burg 

als ein eingiger Punkt be- | ben Scheitel des Strahlbü— 

tradtet, ber als: , Punkt oo” | fdelS getheilt wird, werden 

bezeichnet werden folt. zufammen als ein eingiger 
Strahl aufgefaft. 

22. Erflairung. Unter AB,! 22. Erfldrung. Unter ab, 
AC, 2. ift im Folgenbden ftets : ac, 2. ift im Folgenbden frets 
bie endlide Strede einer Ge- | ver fpige Winkel zweier Ge- 
raben gu verftehen; die bem: raden zu verſtehn, der ftumpfe 
unendlid entfernten Punkt | Winkel foll durch 180° — ab, 
enthaltenden Streden ſollen 180° —ac 1. ober durch 
durch A oB, A oA, 2c. bezeich- | 2R—ab, 2R—ac, 2c. bezeichnet 
net werden. | werben. 


Befinden ſich alfo Fig. 18. zwei Puntte C und D anf einer 
Strede AB und zwar der eine auf AB, ber andere auf AoB an 


folden Orten, bak a = * oder daß fiir beide ber Quotient A der⸗ 


ſelbe ift, fo fagt man: C und D theilen die Strecke AB harmoniſch. 
Mit Rückſicht auf Lehrfag 13. alfo hat man folgende: 

23. Erklärung. Iſt beri 23. Erklärung. Bft. der 
Quotient k bes Doppelver- | Quotient k bes Doppelver- 
haltniffes der durch vier | haltniffes ber Sinus der 
Punfte A, C, B, D einer durch vier Strahlen a,c,b, d 
Punktrethe gebildeten Ab- | eines Strahlbifdmels gebil- 
ſchnitte, — 1, fo heißt die beten Winkel —1, fo Hei ft 
Punktreihe „harmoniſch“. Strabhlbifdel „harmo—⸗ 

niſch“. 





24. Erklärung. Die Punkte 24. Erklärung. Die Strah— 
A und B; C und D beifen| fen a und b; c und dheißen 
„zugeordnet“. „zugeordnet“. 

Da nach VI. 1), wenn — iſt, auch 3: 221 ſein 
muß, und ein Gleiches fiir bas Sinus-Doppelverhältniß gilt, fo ſieht 





~ Man: 





25. Lebrfak. Wird eine 25. Lehrſatz. Wird ein 
Strede AB durch zwei Punkte | Winkel ab durch zwei Strah— 
Cund Dharmonifd getheilt, | len c und d harmoniſch ge- 
fo wird aud bie Strede CD |-theilt, fo wird aud ber Win— 
burd bie Punkte A und Bi fel cd durch die Strablen a 
Harmont{d getheilt. und b barmonifm getheilt. 
Unterfuchen wir jest die harmoniſche Theilung genauer, fo ergtebt fich 


aus Lehrſatz 12. Fig. 12., daß dann = =1, aljfo AG = BE fein 
muß. Fir Strahlbüſchel muß nach Lehrſatz 13, Gig. 13, WSS — 1, 


tang ab 
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alſo tang ac == tang ad fein. Da num, weil ab = 90° ift, “ ASD 
ein ftumpfer, folglich nach Erklärung 22. abd der fpige Nebenwinkel 
des ftumpfen Wintels ASD ift, fo folgt ohne Zweideutigkeit aus der 
Gleihung tangac==tangad die Gleichung ac — abd oder alfo, 8 
mug ac== ab = Icd fein. Man erhält alfo den 


26. Lehrſatz. Conftruirt 26. Lehrſatz. Schneidet 
man über einer Strecke AB | man die Schenkel eines Win— 
ein beliebiges Dreied ASH, | fels cb burd eine beliebige 
halbirt bie Strede AB in C, Cransverfale s, balbirt ben 
jteht SC und dann dburd S | Winkel cd durch bie Gerabe 
eine Barallele zu AB, fo er- | a, und zieht durch ben Schei— 
bilt man einen barmoni- , tel Geine Genfredte b aufa, 
iden Strahlbüſchel S,achd. | fo erhalt man eine harmos 
Sig. 12. nifhe Punftreibe s,ACBD. 
| Sig. 13. 


Gerner folgt ans dem Borigen: | 
27. Lehrfag. Der vem, 27. Lehrſatz. Der dem 
Halbirungspuntt C einer | Galbirungsftrahl a eines 
Geraden ſ gugeorbnete bare | Winkels © gugeordnete har- 
monifde Punkt liegt im Un- | monifdhe Strahl fteht auf 
endlicen ig. 12. und umge- dem Strahle a fenfredt. 
febrt: dig. 13. und umgefebrt: 
tiegt ein Punkt O einer hars | Stehn in einem harmoniſchen 
monifden Bunktreihe f,ACBO | Strahlbifdel S,achd zwei 
im Unenbdliden, fo liegt ber | zugeordnete Strahlen aund 
ihm gugeordnete Bunft in| b auf etnanber fenfredt, fo 
ber Mitte bon AB. halbirt etner von ibnen ben 
bon ben beiden übrigen 
Strabhlen gebildeten fpigen 
Wintel, ber andere den 
ftumpfen Nebenwintel. 


Von ber Michtigfeit ber Umkehrung fiberzengt man fic fogleidh; von 
ter links ftebenden badurd, bag e8 fiir Aco = Boo nad bem Boz 
Tigen nur einen eingigen Punkt C auf AB giebt, filr den ber Quo⸗ 
tient = 1 ift, und bag diefer Punkt in der Mitte von AB liegen 
mug; von der Umkehrnng recht badurd, bak, wenn = a == ee 
fein ſoll, ba ab = 90° ift, sinbe = cosac, sinbb =cosab, alfo 
tangac==tangabd, alfo ac—abd fein mug, und bag ebenfo aus 
cotang be = cotang bb folgt bc == bd. Man pflegt ben Lehrfag 26. 
aud) wohl fo ausgufpreden: 

28. Vehrfag. Zieht man| 28. Lehrſatz. Bieht man von 
turd eine Ede S Fig. 20. einem Punlte S Fig. 21. der 
eines Parallelogramms ju] Peripherie eines Halbfrei- 
ter nit curd S gehenden!fes nadh den Endpunkten 
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Diagonale AB eine Par-| A, B des Durchmeſſers, 
allele d, fo erhalt maneinen | Strablen a, b, verbindet 
harmoniſchen Strahlbüſchel einen Punkt C der Strede 
S,acbd, in bem a und b, e AB oder einen Punkt D der 
und d gugeordnete Strah- | Strede AB burch eine Ge: 
Len find. tabe c ober d mit S, unb 
. madt bann bezüglich db — ch 
ober cb = db, fo erhalt man 
eine harmoniſche Punktreihe 
sACBD, in ber A und B, C 
und D gugeordnete Punfte 
find. 
Es entitehen nun die Aufgaben: 


29.Aufgabe. Gegeben bret 29. Aufgabe. Gegeben drei 
Punkte A, C, B einer Geras Strablen a, c, b eines Wins 
ben s fig. 21.; gefudt der felfdmeitels S Fig. 20.5 ge- 
bem C zugeordnete äußere | fudt ber bem c zugeordnete 
harmoniſche Punkt D. äußere harmoniſche Strahl d. 

Auflöſung. Bei der Aufgabe links beſchreibe man über AB 
als Durchmeſſer einen Halbkreis ASB, ziehe (S- C), und made danu 
/ BSD= / BSC, fo iſt der fo gefundene Punkt D der geſuchte 
nad Lehrfak 28. — Bei ver Aufgabe rechts wähle man einen belies 
bigen Punkt E bes Strahls c, und conftruire bas Parallelogramm 
ASBE, ziehe vie Diagonale (A— B) und parallel 3u iby durch S ven 
Strahl d, fo ijt dies ber verlangte nad Lehrfag 28. Oder aud 
man lege durch ben Strahlbüſchel Sach eine beliebige Transverſale 
s fig. 22. und verfahre wie bet Aufgabe linfs, ſchlage fiber der 
Strede AB einen Halbfreis, und giehe nach einem beliebigen Puntte S’ die 
Geraden (A-S), (C-S), (B-8), mache / DS'B = / CSB, fo ift 
nad Lehrſatz 28. Strahlbüſchel Sac’b’d’, und nad Lebrfag 13. auc 
Strahlbüſchel S,acbd harmonifd. Endlich fann entftehn dte 

30. Aufgabe. Gegeben drei! 380. Aufgabe. Gegeben drei 
Punkte A, B, D einer Geras: Strablen a, b, d eines Win— 
ben s Pig. 21, gefucdt ber kelſcheitels S Fig. 20., ge- 
bem Punkt D jugeordnete | fudt der dem Strahl d gu; 
innere harmoniſche: ee iunere barmoni- 

@. Cy ; 

Auflöſung. Bm Falle links befehreibe man wieder iber AB einen 
Halbkreis, ziehe nach einem beliebigen Punt S ver Peripherie veffelben 
die Geraben (A—S), (B-S), (D-S), und made / CSB = / DSB, 
fo ijt C der geſuchte Punkt nach Lehrſatz 28. — Gm Falle rechts 
ziehe man eine beliebige Parallele gum Strahl d, welde die Strah⸗ 
fen a und b in A und B fehneidet; dann balbire man AB in C, und 
giehe (C—-S), fo ift der geſuchte Strahl c nach Lehrjag 28.; oder man 
giehe durch ben Strahlbüſchel S,abd eine beliebige Transverfale s Fig. 22., 
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heſchreibe über AB als Durchmeffer einen Streis, ziehe nach einen 
beliebigen Bunfte S’ die AS, BS’, DS, made / CSB = / DSB, 
und ziehe S’'C und SC, fo ift nach Lehrſatz 28. Strahlbüſchel S’a’c’b’d’ 
und nak Lehrſatz 13. auch Strablbiifdel S,achd harmoniſch. 


§ 2. 


Conformitat. 


1. Erklärung. €8 follen im Folgenden bie eine Puntte 
rethe bilrenden Punfte, fowie die einen Strablbifdel 
bilbenden Strahlen: Clemente bezüglich ber Punftreibe 
und des Strahl bifdels genannt werden. 


Bir haben uns bisher nur mit Grunbdgebilben (ſ. § 1. Erklä⸗ 
mung 1.) von vier Elementen befchaftigt, es find baber jetzt bie Ver- 
biltniffe gu unterſuchen, wenn eine grdgere Anzahl ber Elemente in 
Betracht gezogen wird. Hierüber gilt zunächſt der 


2. Lehrſatz. Haben zwei, 2. Lehrſatz. Haben zwei, 
einem und demſelben Strahl- über einer und derſelben 
büſchel S,achd Fig. 23. ein- Punktreihe s,ACBD Fig. 24. 
geſchriebene Punktreihen beſchriebene Strahlbüſchel 
SACBD und s’,A’CBD’ bens | S,achd und Sja'cbd denfelben 
leben Punkt Q gemein, fo | Strahl q gemein, fo bildet 
bilbet derſelbe mit je dreten | derfelbe mit je dreien gleich— 
gleidnamiger Punkte der | namiger Strablen der bets 
beiben Punktreihen gleiche | den Strahlbüſchel gleiche 
Doppelverhaltniffe. | Sinus-Doppelverhaltniffe. 
Denn jieht man Fig. 23. durch Q (Q-B) || (S—D), fo ift nad 
§ 1. Lehrſatz 12. 

QA QD __ QH, Qa’ Qp’ __ aw 

CA°CD ~ GX? Ca’' CD ~~ Gx 

Qc QD. Qe, Qc Qn’. 

BC’ BD SC’? BC BD’ 8 

QA QD __ QU, QA’, Qn’ _ A 

BA’ BD” BA? BA’ BD” Be 
Alſo iſt 
v4 QD __ Qa’ QD’, QC QD __ QC’, QD’, . __ A’, W’ 
C(\"°CD ~ C’A’ °C’D’? BC ° BD” BC’ ’ B/D’? BA’ BD” B’A’ °B’D 
dieht man durch Q eine Parallele zu (S—B), fo hat man ebenfo 

QA QB _ Qa’, aw 

CA° CB” C’A’ * C’B" 
tegen Punkte Lins von Q, 3. B. E und E’, fo ziehe man durch fie gwet 
Baralfefen zu (S—C) oder (S—B) oder (S—D), fo erhalt man Doppelvere 
lilniffe, it denen B und E’ und and Q vorfommen und die nad § 1. 
thrfag 12. gleid) find. Kurz es (aft fic) auf bie bisherige Weife 

Beißenboru, Projection. 3 





“ 
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bie Gleichheit jeder zwei von denfelben Strahlen ves Büſchels S auf 
s und s’ gebildeten Doppelverhiltniffe beweifen. — Der Fall rechté 
Fig. 24. laͤßt fic) ftets auf den links bezeichneten zurückführen, indem 
man zwei fic) anf bem gemeinfamen Strable q oder q’ ſchneidende 
Transverfalen s, und s, gieht, die von ben Strahlen a, c, b, d, e; 
a’, cf, b’, d’, e beziiglih in den Buntten A,, C,, B,, D,, E,; 
A,, C,, B,, D,, E, gefcnitten werden, wodurch dann unter Be— 
riidfidtigung von § 1. Lebrfag 13 die Richtigkeit der Behauptung 
folgt, oder man beweift dtefelbe direct durd Anwendung eines Strabl- 
büſchels S, achdeq, in welchem zwei Strablen anf einander fentrecht 
ftebn, ähnlich wie § 1. ehrfag 11. 


Mit Hilfe von Lehrſatz 2 läßt fic and) ber folgende leicht be- 


weifen. 


3. Lehrſatz. Sind zwei 
Punktreihen einem und dem- 
ſelben Strahlbüſchel einge- 
ſchrieben, ſo bilden je zwei 
Elemente A und A’, die auf 
pemfelben Strahl a Lliegen, 
mit je drei anberen Elemen— 
ten Bund B’, CundC’, Dunbd 
D’, von benen auc je gwei 
auf demſelben Gtrable fid 
befinden, gleidhe Doppel- 
verhältniſſe. 


3. Lehrſatz. Sind zwei 
Strahlbüſchel über einer 
und derſelben Punktreihe 
beſchrieben, ſo bilden je zwei 
Elemente a und a, die durch 
denſelben Punkt A geben, 
mit je drei anderen Elemen— 
ten bund b,,cunde,, dunbd d, 
von benen aud je zwei Durd 
benfelben Punkt gehen, glet- 
he Sinus s Doppelverhalt- 
ntffe. 


Die Richtigkeit dieſer Behauptung ergiebt fich fogleid) aus § 1. Lehr⸗ 
fag 11. und aus bem eben bewieſenen Lehrſatz 2. Zugleich aber läßt 
fi) auch bas Umgekehrte darthun, nämlich: 


4. Lehrſatz. Jede zwei 
Punftreihben s ACBDEQ.... 
und s,A’CBDEQ...., welde 
bie Eigenſchaft haben, dak 
je zwei Elemente mit je drei 
anberen glethe Doppelver- 
Hhaltniffe bilben, und die 
Wufeinanberfolge ber Ele— 
mente in beiben Punftret- 
hen dieſelbe tft, Caffen fid 
tn eine folde age bringen, 
bag die Verbindungslinien 
je gweter entfprecdhenber 
Glemente fid in einem und 
pemfelben Punkte ſchneiden. 


4. Lehrſatz. Jede zwei 
Strahlbüſchel Sachdeq.... 
und Sa'c’b’d’e’q’...., welche die 
Eigenſchaft haben, daß je 
zwei Elemente mit je drei 
anderen gleiche Doppelver— 
hältniſſe der Sinus bilden 
und bie Aufeinanderfolge 
der Elemente in beiden 
Strahlbüſcheln dieſelbe iſt, 
laſſen ſich in eine ſolche Lage 
bringen, daß die Durch— 
ſchnittspunkte je zweier ent: 
ſprechender Elemente au 
einer und derſelben Gera. 
ben liegen. 
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Denn find 3. B. Q, Q’ zwei Punkte der gegebenen Punktreihen, welde 
vie Eigenſchaft haben, mit irgend bret anderen Punkten, A, C, B; 
A’, C’, B' gleiche Doppelverhaltniffe gu bilden, fo daß alfo 
Qa QB _ Qa’. QB 
CA’ CB” C’A’” CB’ 
ift, fo lege man beide PBunttreihen, unter einem beliebigen Winkel gee 
gen einander geneigt, mit ben Punkten Q und Q’ auf einander, und 
jiehe (A—A’) oder a, und (C—C’) ober c, die fic tm Bunfte 8 
Big. 23. treffen, fo tft leicht gu feben, daß aud) (B—B’) ober b durch 
S geben mug, ober dag (S—B) durch B’ gehen mug. Denn fenitte 
(S—B) die Tranéverfale se’ nicht in B’, fondern in einem anderen 
Puntte B”, fo wire nach dem obigen Lehrfag 2. 
: QA, QB __ QA’ QB" 
CA’ CB C’a’* C’B” 
Es foll aber aud nad ber Vorausfepung 
Qa. QB _ Qa’ QB 
CA’ CB” C’A’* CB’ 
fein. Es miifte alfo fein 
Gai QB! _ QA’ QP 
C/A‘ * CB” CAS * CB" 
G8 müßte alfo zwei Punfte B’ und B” geben, die mit drei anderen 
QY, A’, C’ daffelbe Doppelverhältniß bildeten, was unmöglich ift, denn 
offenbar müßte B” auf ber Stree Q’C’ oder Q’oo C’ liegen, je nach⸗ 
bem B auf QC ober QooC lige. Da aber der Voransfegung nad 
die Aufeinanderfolge der Elemente in den beiden Punttrethen s, ACBD.... 
mb s,A’C’BD".... diefelbe fein fol, fo mug aud B’, je nachdem B 
auf QC oder Qo liegt, fic) auf Q’C’ oder Q’oo C’ befinden. Es 
müßte alfo für zwei gugleitdh auf Q’C’ oder Q’oo C’ liegende Punfte 


BY, B” bas Doppelverhaltnif — oe und 24 wld gleich fein, 


CA‘* 
was nicht möglich ift, mie wir oben faben § 1. Lebrfag 20. 

5. Erklärung. Zwei Punft- 5. Erllirung Zwei 
teihen 8,ACBDE.... und Gtrabhtbafdel S,achde... und 
'A’'CBDE’...., die in eine | Sacb’de’...., die in eine folde 
foldhe Lage gebradt werden Lage gebradt werden finnen, 
finnen, bag die Berbine daß die Durchſchnittspunkte 
bungslinien a, c, b u. f. w. | A, C, B uw f. w. von je gwet 
von je zwei Punkten fic in | Strablen auf einer und dere 
einem und bemfelben Punkte felben Geraden s liegen, 
gſchneiden, 
eder auch oder auch 
Zwei Punktreihen sACBDE... Zwei Strahlbüſchel S,achde... 
und S——BD. ... von der | und Sa'cb’de’.... von der Be⸗ 
Veſchaffenheit, daß jede zwei fdaffenheit, dag jede zwei 
Punkte 3. B. A und A’ mit Strahlen z. B. a und a’ mit 

: 3* 
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jeden bret aibrigen, 3. B. bj unde’,dundd’ gleide Sinus: 
und b’, c jeden drei ibrigen | Doppelverhaltniffe bilder, 





3 B Bund BY, C und CD | fo dag alfo 
und D’ gleidhe Doppelver- sinac sinad __ sin a’c’ sin afd’ 
Haltniffe bilben, fo daß alfo sin be " sinbd ain b‘e’ * sin b’d’ 


AC AD A‘C’, AD! 

BC' BD BC’ " BD! 
ift, heifen conform. Jig. 23.*) 

Dak beide Definitionen Daffelbe befagen, erhellt ans Lehrfag 4. 

6. Erfldrung. Daß Punkt- 6. Erfldrung. Dak Strahl: 
rethe sACBDE.... conform | büſchel Sachde.... conform 
Punfktreihbe s,AVCBDEH’.... Strahlbüſchel S,a’cb'd’e’.... 
ift, wird im folgenden be- iſt, wird im Folgenben be- 
zeichnet werden durch | zeichnet werden burd 
s ACBDE... A 8,A‘CBDE"’.... |  S,achde.... 7 S'a’c’b’d’e’.... 

1 Erklärung. Aud ungleidhartige Gebilde, Punft- 
reihe sn ACBDE.... und Strahlbüſchel Sachde.... Gig. 23. 
pie in eine folde Lage gebradht werden können, dag der 
Strahl a durd ben Punt A, der Strabl b durch den 
Punkt Bu. ſ. w. geht, oder 

Ungleidartige Gebilbe von der Befdaffenheit, dag 
bas Doppelverhaltnig® der durch vier Elemente A, C, B, D 
ber Punktreihe gebildeten Abfdnitte gleich tft dem Dop— 
pelverbaltnig der Sinus ber durch vier Clemente a,c, b, d 
bes Strahlbüſchels gebildeten Winkel, heißen conform. Es 
wird bies burd 


s ACBDE....K S,acbde.... oder S,achde.... A s,ACBDE.... 


bezeichnet werden. 
8. Grflirung Bet gwet 
conformen Punftrethen 


ift, heißen conform. Fig. 24.*) 





8. Erklärung. Beit zwei 
conformen Strahlbüſcheln 





s ACBDE.... und sA’CBD'E’.... 
werden je zwei folde Punkte, 
wie A und A’, beren Bers 
binbungSlinte a, wenn den 
Punltreihen bie gehörige 
Rage ertheilt wird, burd 
einen und benfelben Punkt 
S Fig. 23. ber Ehene geht, 
entfpredjende Punkte ober Ele- 
mente genannt. 


9. Erklärung. 


S,achbde.... und S‘,a’c’b’d’e’.... 
werben fe zwei folde Strah— 
fen, wie a und a’, deren 
Durchſchnittspunkt A, wenn 
pen Strahlbüſcheln bie gehö— 
tige Lage erthetlt wird, auf 
einer unb derfelben Gera— 
ben s, Fig. 24. liegt, entfpre- 
chende Strablen oder Ele— 


mente genannt. 
Iſt eine Punftreihbe einem Strabhl- 


__ “) Sn Rildficht auf bie VBenennung „conform“ und bas Beiden F ſchließe 
id mid) an Paulus an. (Mt. vergl. Paulus: Grunblinien ber neneren ebenen Geo- 


metrie.) 
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bifdel conform, fo heift je ein Bunt A etnem Strobl a 
entipredjend, wenn bei gehöriger Lage der letztere durch den 


erfteren geht. ig. 23. 


Aus § 1. Lehrfag 20. ergiebt fich fogleich der 


10. Lehrſatz. Iſt eine 
PBunktrethe s ACBD.... und 
eine zweite Gerade s, und 
find auf derfelben irgend bret 
Punkte A’, C’, B’, gegeben, 
fo fann man, um auf der 
[egteren Geraben eine der 
Reihe sACBD.... conforme 
Punktreihe herzuſtellen, 
nach Belieben jeden Punkt 
ber s' als jedem der s ent— 
ſprechend annehmen; dann 
erhält man zu jedem vier— 
ten Punkt ber Reihe sACBD 
einen, aber aud nur einen 
entfpredhenden Bunt der 
Reibe s,A’C'B. Fig. 25. 


10. Lehrſatz. Sft ein Strahl. 
bitfdel S,acbd........ und 
ein gweiter Winkelſcheitel S, 
unbd find an dbemfelben drei 
Strablen a, c, b’ gegeben, 
jo fann man, um tn legtes 
rem Winkelfdeitel einen 
bem Büſchel Sacbd.... cons 
formen Strahlbüſchel herzu— 
ſtellen, nach Belieben jeden 
Strahl des S als jedem des 
S entſprechend annehmen, 
dann erhält man zu jedem 
vierten Strahl des Büſchels 
S,acbd einen, aber aud nur 
einen entfpredenden Strahl 
bes Büſchels S,a'cdb’. Fig. 26. 


Denn fest man 3. B. feft, A’ folle A, C’ folle C, B’ folle B ent. 
fprechen, und man fucht ben bem Punkte D entfpredenden, fo muß 
derfelbe, da D zwiſchen A und B fich befindet nach § 1. Erklärung 3., 
ebenfalls zwiſchen A’ und B’ fliegen, und ba D nicht mit C zuſammen 
auf einer ber Streden AB oder Aco B liegt, fo darf aud, weil 
nad Erklärung 5. und Lehrſatz 4. die Uufeinanderfolge in beiden 
Punttreihen biefelbe fein mug, D’ nicht mit C’ gugleich auf AB’ oder 
A’co B’ fich befinden; ba nun der Figur 28. nad C’ auf A’B’ Regt, 
muß D’ nach A’oo B’ fallen. Iſt nun wieder 
ac AD _y 


ue e BD — 
A’ A’D’ 
fo mug alfo aud Soi pp = k, 
AC’ 
alfo - A’D' BC’ =A 


BD’ ok 
fein. Nach $1. Lehrſatz 20. giebt es aber nur einen eingigen ſolchen 
Punkt, aber es giebt ftets einen. Setzt man feft, bag A’ dem B, B 
vem A, C’ dem C entfpreden folle, fo muß der bem D entfpredjend 
Punkt D’ wiederum auf A’oo B’ fallen. Es mug dann fein ) 
BC BD’ 


Ke py = * 
BC’ 
alfo B'D’ AC 


AD’ * 
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Ge findet fic) alfo anc) bet diefer Annahme ein, aber auch nur em 
pem D entfprechender Punkt (der natiirlid ein anderer ift, als der 
unter der vorigen Annahme gefundene). Setzt man feft, dag C’ dem 
A, B’ bem C, A’ dem B entfprechen folle, fo mug der unter diefer 
Annahme yu fuchende Punkt D’ anf der endlichen Strede C’A’ liegen, 
weil ber dem C entfprecyende B’ auf C’oo A’ fich befindet. Aus die- 
fer Beftimmung und ber Forberung, daß 


CB CD’ 


VP iKD = *& 

C’B’ 

alfo C’D’ _ A’B’ 
A'D’” &k 


fein mug, findet fic) nach § 1. Lehrſatz 20. ein eingiger Punkt; und 
fo bet jeder anbdern der ſechs möglichen Annahmen. Cin Gleiches 
findet bet Strahlbüſcheln ftatt. 

Aus der Erfldrung 5. unb dem Lehrfage 2. ergtebt fich folgen- 
des Gefeg, von weldhem im Folgenden fehr haufig Gebrauch gemaddt 
werden wird: 

11. Lehrſatz. Sind anf 
zwei conformen Bunftreihen 


11. Lehrſatz. Sind in gwei 
conformen Strahlbuüſcheln 


s QACDE.... und 8’,Q’A’CDE’ 
zwei Punfte B und B’ zwi— 
ſchen entfpredhenden Punk. 
ten C und D, C und D’ ges 
fegen und bilben fie mit 
pret anderen entfpredenden 
Punkten, 3 B. Q, A, C; Q’ 
A’, OC’ glethe Doppelvers 
baltniffe, fo daß alfo 


ift, fo find B und B’ ebens 


S,qacde.... und S’,q‘a‘c'd’e’.... 
zwei Strablen bund b’ zwi— 
fen entſprechenden Strah— 
len c und d, ec und d’ ge- 
legen, und bilben fie mit 
pret anberen entſprechenden 
Strablen, 3.B.q,a,c; qi a,c 
gleihe Sinus-Doppelver- — 
hältniſſe, fo daß alfo 


sin ca sin cb 


ift, fo find b und b’ eben- 





falls entfpredende Punkte | falls entfpredende Strah- 
ber gegebenen conformen | [en ber gegebenen confor- 
Punktreihen. Fig. 23. men Strahlbüſchel. Fig. 24. 


Denn legt man Fig. 23. die conformen Punktreihen mit einem Paar 
entfprecender Punkte, 3. B. Q und Q’ auf einanber, zieht (A—A), 
(C—C’, die ſich in S treffen und gieht dann (S—B), fo muf biefe 
@erade auc) durch B’ gehn, weil es fonft auf ber Tranéverfalen s’ 


einen zweiten Punkt B” gibe, fiir den * : = = a5 ; — wire, 
was nicht möglich ift nad § 1. Lehrſatz 20., da dieſe Gleichung fdon 
fix B’ ate foll. Es muß aber auch, wenn von dem fo beftimmten 
Punkte S nach irgend einem- anderen Punfte 3. B. D der PBunttreihe 


sQACDE eine Gerabe gezogen wird, diefelbe durd ben bem D ente 


§ 2. Conformrttit. 89 


ſprechenden Punft D’ ber Punftreihe s’,Q’A’CDE’ gebn. Denn 
ſchuitte ex die s’ z. B. in D', fo müßte auch 22 — OA De 
fein nach Lehrſatz 2., was wiederum, ba dieſe Gleichung der Vorause 
fegung nach ſchon für D’ gilt, nad § 1. Lehrſatz 20. unmöglich ift. 
Es find alfo beide Punktreiben sQACDE und s’,Q/A’CDE’ dem: 
felben Strahlbüſchel eingefchrieben, und B und B’ liegen auf demfel- 
ben Strahl, alfo find fie entfpredende Punfte. Auf gang analoge 
Weife überzeugt man fich von der Richtigheit bes Satzes rechts. Man 
fabt gewöhnlich bie Lehrſätze 10. und 11. gufammen, indem man fagt: 

12. Lehrſatz. Die Conformitat gweter Grundgebilde 
ift burd bret Elemente vollftindig beftimmt. 

Aus der Definition der Conformitdt folgt ſogleich, daß, wenn 
wei Doppelverhiltniffe einem und dbemfelben dritten gleich find, fte 
aud einanber gleich fein mitffen: 

13. Lehrſatz. Zwei Grundgebilde, dte einem und dem— 
felben britten conform find, find aud einanber conform. 

Bon befonderem Bntereffe find bet gwet conformen Punftreihen 
die unendlich entfernten Punkte. Diefelben brauchen nämlich nicht ent. 
ſprechende Punkte gu fein, obfdon fic) died gutragen fann. Nimmt 
man 3. B. in Fig. 25. an, es entſpreche A’ bem A, C’ dem C, B’ 
tem B, und es fet bie Strede AB in 8 gleiche Theile getheilt, C 
liege um 5 folder Theile von A, alfo um 3 folder Theile von B 
entfernt, bie Gtrede A’B’ fei in 9 gleiche Theile getheilt und C’ 
liege um 7 derfelben von A’, alfo um 2 derfelben von B’ entferut, 


fo ift sa *43 ae =>. Um nun ben bem Punkt oo ber Rethe 
s ACB entfprecenden Punkt Q’ der Reihe e’A’O'B’.... gu finden, 
haben wir ba == = 1 ift, nad § 1. Lehrſatz 2, die Gleichung: 

5.47 —7 AM. 

7.2 2 BQ? 


woraus folgt: 


G8 liegt alfo Q’ rechts von B’ und gwar um ff ber Strede A’B’ 
von B’ entfernt. Um den bem unendlich entfernten Bunkt der Reihe 
sA’C’B’.... entfprecenden Punft O ber Punktreibe 5 ACB.... ju 
finden, bat man ebenfo: . 


affo AO 10, 


G8 liegt alfo O links von A und gwar um 4¢ ber Strede AB von 
A entfernt. 
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Bei zwei conformen Strahlbüſcheln überzeugt man fic) leicht von 
ber Richtigkeit bes Satzes: : 

14. Lehrſatz. Bet zwei conformen Strahlbifdeln 
gtebt e6 ftetS ein, aber aud nur ein Paar entfpredender 
Strabhlen s, t; 8, t von ber Befdmaffenheit, daß fie einen 
redten Wintel einfdlieBen, dag alfo / st = 1R and 
{st =1R iſt. Fig. 26.a. 

Denn werden die Strablbiifdel S,acb und S’,a’c'b’ in eine ſolche 
Lage gebracht, bag (a°a’), (c‘c), (b*b) auf einer und derſelben 
Geraden fliegen, und ift f bie Gerade, auf der die Durchſchnittspunkte 
ber entfprechenden Strablen fliegen, und fallen q und q’ auf einanter, 
fo halbire man bie zwiſchen S und 8’ liegende Strede diefes gemein- 
famen Strahls in N und ziehe auf ibn in N eine Genfrechte, welde 
bie f in M trifft. Mit MS — MS’ als Halbmeffer befdreibe man 
einen Halbtreis, ber die s in S und T ſchneidet und ziehe (S—S) 
und (S—Z), (S-S) und (S’— Z), over s und t, 8’ und t’, fo find 
s und a’, t und t’ entfprechende Strablen, und / st = / s’t’ = IR. 


Zugleich fieht man, dag es fein anders Paar Strablen von diefer Be⸗ 





ſchaffenheit geben fann. 

15. Erfldrung. Die Punkte 
O und Q’ Fig. 25. zwei— 
er conformen Punftreiben 
S,ACB oO und s’,A’C’'B’Q’ o, 
welche bie Beſchaffenheit ha- 
ben, daß jeber dem unend— 
lich entfernten Punkte der 
anberen Reihe entfpridt, 
heifen die Gegenpuntte be- 
züglich ber Punktrethen 
s,ACBo O und s’,A’CBQ’o. 


15. Erklärung. Die Strah- 
[en 8, t; 9’, t Fig. 26.a. zwei⸗ 
er conformen Strablbif del 


S,acbts unb S’a’c’b't’s’, welde 


bie Befdhaffenheit haben, 
bag ſowohl /st, als / st 
= 1K, und dag s’ bem 8, ¢ 
bem t entfpridt, heißen bie 
entſprechenden Strablen der ent: 
fpredjenden rechten Winkel der 
Strablbifmel S,achta und 
S’,a'c’b't’s’. 


Es laſſen fich nun leicht folgende Sage bemeifen, die gwar ſchon 
in § 1. Lehrſatz 16 erwähnt find, bier aber des Zufammenbhangs 
wegen noch mals wiederholt werden follen. 


16. ebrfag. Die Ab— 
fd@nitte AO, BO, welde auf 
einer bon gwet conformen 
Punktreihen sACB.... und 
- gs A’CB’.... Fig. 25. von bes 
liebigen Puntten A, B und 
vem Gegenpuntte O dbiefer 
Punltrethe gebildet werden, 
find umgefebrt proportional 
ben von ben entſprechenden 
Punkten A’, B’ und dem Gee 
genpuntte Q’ auf der andes 


16. Lehrſatz. Die Tan- 
genten ber Winkel as, bs 
welde in einem von zwei 
conformen Strahlbüſcheln 
S,acb... und S’a’c’b..., Fig. 26.a. 
von beliebigen Gtrablen a, 
b und einem Strable s bes 
remten Winkels st diefes 
Strahlbüſchels gebildet wer— 
den, ſind umgekehrt pro— 
portional den Tangenten 
per Winkel, bie von denents 


8 2. Conformitit. 41 


ren Bunltrethe gebildeten | fpredhenden Strablen a’, b’ 
Abfenitten A’Q’, BQ’. ES | und dem dem 8 nidt ent- 


ijt alfo fpredhenden Strable t bes 
= __ BQ’ rechten Winkels st’ bes ans 
— A’Q” beren Strahlbüſchels gebil— 


det werden. Es iſt alſo 
tangas _ tang b’t’ 
tang ba __ tang a’t’ 
und ebenfo 
tangat _— tang bs’ 
tang bt tang as” 














Oder in etwas anderer Faſſung: 


17. Lehrſatz. Das Rect. 17. Lehrſatz. Das Pros 
ef, welches gebildet wird) dukt aus ben Gangenten ber 
aus ben Abftdnden irgend Winkel, die von irgend 
zweter entfpredhender Punfte | zwei entfpredhenden Strah— 
jweier conformer Punltrei« | len gweter conformer Strahl: 
hen von ihren Gegenpunts | biifdel und ben nicht ents 
ten, ift conftant, ober es iſt ſprechenden Strablen der 
AO - AQ’ =BO.- BQ’= CO | entfpredhenden redhten Wine 
-CQ?’=.... fel gebilbet merben, ift cons 

ftant, ober es ift fang a8 
- tang a't’ = tang bs - tang b’t’ 
== tang cs-tangc’t’ und ebenfo 
tang at - tang as’ = — bt 
- tang b’s’ = tang et · tang c’s’= 
Denn eS ift, wenn s ACBoO A s',A’C’BQ’co ijt: 
AO. Aw A’o | A’Q’ 
BO’ Bo = Bro * BQ’ 
ober, ba nad § 1. Lehrſatz ’ ———— A’o = B’oo iſt: 
__ BQ’ 
= KQ” 


Gbenfo bat man ferner 
AO__C’Q’, BO. CQ’, 
CO — XQ? CO BQ ***’ 
aus welden Gleichungen die Behauptung bes Lehrſatzes 17 links folgt: 
AO - A’Q’' = BO . Bq CO. C ... 
Bet Strahlbüſcheln iſt, wenn S,achts A S’/a’c’b’t’s’ iſt, 
sin at sin as  sina’t’ sin a's’ | 
sin bt sinbs  sinb’t’ sinb’s’? 
over, ba / st = / st’ = 1R ift, mit Beritdfichtigunug von § 1. Ere 
flarung 22. 








cosas sines sin a't’ cosa't’ , 


— Se — — 


cos ba © sin bs sin b’t’ ° cos b’t’? 


—— — — — ——-—- 
, 
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umd sinat cosat cos a’s’ sin a's’ | 
sin bt cosbt cos b’s” sin b’s’? 
tangas _tanga’ti’ .. 
ober 1: sacha EU 1; 
tang at , , tanga’s’, 
und tang bt 1 =1: oe? 
: tangas tang b’t’ | tangat _—tang b‘s’ | 
alfo ift tang bs _—tang a’t’? tang bt _— tang a‘s’? 
tangas _— tang c’t’ tangat _—s tang c‘s! 
ebenfo aud) tanges — tang at!” tangct — tang a‘s’? 
und tangbs _ tang c’t’ tang bt _ tang c's’ 
tangcs _ tang b’t!” tang ct tang b’s’* 


Aus den Gleichungen links folgt nun ſogleich 

tang as - tang a't’ = tang bs - tang b’t’ = tang cs - tang c’'t’ =... 
aus den Gleichungen rechts 

tang at - tang a’s == tang bt - tang b’s’ = tang ct · tang c's’ —.... 
womit aljo bie Sake 16. und 17. rechts bewiefen find. 

Es möge ſchließlich noc eine hierher gehörige Aufgabe behandelt 
werden, naͤmlich: 

18. Aufgabe. Gegeben| 18. Aufgabe. Gegeben 
zwei conforme Punktreihen zwei conforme Strahlbuſchel 
sQAC.... und sQ’AC...., ge⸗ S,qac.... und S’q’a’c’...., ges 
fudt ber bem Punkt B ber | fudt der bem Strahl b 
erfteren entfpredende Punkt des erfteren entfpredende 
B’ ber fegteren. Fig. 23. Strahl hb’ bes [ewteren. 

ig. 19. 

Auflöſung. Man lege die beiden Punttreiben s,QAC.... und 
s',Q’A’C’.... Fig. 23. mit entfpredenden Punften Q, Q’ (die alfo 
bier nicht vie Gegenpuntte find) anf eimander, giehe bie Geraden 
(A-A), (C— ©’), die ſich in S treffen, und dann (S— B), fo ſchnei⸗ 
bet biefelbe die s’ im gefuchten Punkte B’ nah § 1. Lehrſatz 11 und 
nad obigem Lehrſatz 11. Ebenſo lege man in Strablbiifdel S,qac...., 
und S’,q’a’c’...., Fig. 24. mit entfpredjenden Strablen q, q’ auf eins 
ander, und verbinde bie Durchſchnittspunkte (a- a’), (c°c’) durch eine 
@erade s, bie von b in B getroffen wird, und ziehe (S’- B), fo ift 
dieß ber bem Strahl b entfprecende b’ nach § 1. Lehrſatz 11 und 
nad bem obigen Lebrfag 11 in diefem Paragraphen. 

Es bleibt nun noch ibrig, die Verhaltniffe gu unterfucen, die 
aus ben verfdiedenen agen conformer Gebilbe entfteben. Es können 
nämlich zwei conforme Punftreihen fic in folder Lage befinden, daß 
bie Verbindungslinien a, b u. f. w. ber entfpredenden Bunfte A, A’, 
B, B’.... Fig. 23. fic in einem gemeinfamen Centrum S ſchneiden; 
biefe Lage foll vie centrale heißen; ober dieß ift nicht der Fall. 
Unter den unzähligen Möglichkeiten, die bann ftatt finden, ift wieder 
eine von Intereſſe, nämlich ber Fall, wo die beiden Punttreihen 
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sACBD und sA’CBD?’ auf einer und berfelben Geraden f liegen 
dig. 27.; oder mit anderen Worten, wo bie Strablen a, b,.... der 
dig. 23. in eine eingige Gerade f gufammenfallen. Diefe Lage foll 
al bie aziale begeichnet werden. Endlich fann die Lage weber cene 
tral, noch axial fein, wie Fig. 25. Desgleichen haben wir bei Strahl- 
büſcheln die Didglicdleit, dak Fig. 24. die Durchſchnittspunkte aller 
entfprechenden Strablen auf einer und berfelben Geraden liegen; diefe 
Lage foll bie ariale eigen, ober, dag dies nicht der Fall ift; und 
zwar ift bier wieder ein befonderer Fall von Gutereffe, wenn alle Durch⸗ 
ſchnittspunkte A, B,.... der Fig. 24. in einen und denfelben Bunlt S 
Sig. 28. zufammenfallen, oder mit anderen Worten, wenn die confor. 
men Strahlbüſchel ben Scheitel S gemein haben; diefe Lage foll die 
centrale beifen; ober endlich, e& finbdet keins von beiden ftatt, wie 
m ig. 26. Wan hat alfo die Falle: 


Zwei conforme Punltreis Zwei conforme Strabhlbi- 
hen s,ACBD... und s,A’C BD”... | fel S,achd.... und S)a’c’b'd..... 


können fic befinden in finnen fic befinben tn 
I. centraler Lage Zig. 23. I. axialer Lage Fig. 24. 
If. axialer Lage Fig. 27. Il. centraler Lage Fig. 28. 
TIE. webder centraler, noch axiae 1. weder axialer, noch cen: 
ler Lage Fig. 25. | traler Lage Fig. 26. 


Gs foll jedoch im Yolgenden die Bezetchnung feftgehalten werden: , 

19. Erklärung. Der Kürze wegen foll bie unter I. 
bezeichnete centrale Lage der Punktreihen und aziale 
age ber Strahlbüſchel mit bem gemeinfamen Namen 
ber ,,perfpectivifdjen” Lage belegt werden. Auch bie Lage 
ungleithartiger conformer Gebilde s,ACBD und S,achd 
foll „perſpectiviſch“ heißen, wenn jeder Strahl a, b, u. f. w. 
burd ben entfpredenden Bunt A, B, u. ſ. w. gebt. 
big. 23., 24. 

Der Fall IL, alfo dte axiale Lage ber Punltreiben 
und bie centrale age ber Strahlbüſchel foll mit dem 
Ramen der ,,conjectivifrden” Lage zuſammengefaßt wer- 
ben. Hig. 27., 28. 

Der Fall UI., alfo bie weber centrale now axiale 
Lage ber Punftrethen und Strahlbüſchel fell mit bem 
Namen der ,,projectivifdjen” Lage belegt werden. Aud 
foll mit „projectiviſch“ bie Lage ungleicdartiger confor- 
mer Gebilde bezeichnet werden, in der bie Strabhlen 
a, b, u. f. w. nicht burch die entfpredenden Punkte A, B, 
uf. w. geben. fig. 25., 26., 29. 
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§ 3. 
Perfpectivifhe Lage der Grundgebilde. Proportionalitat. 


1. Erklärung. Der Sdei- 
tel S des Strahlbüſchels 
S,achd ig. 23., beffen Strah- 
fen Verbindungslinien ent- 
fpredenbder Punkte der per- 
fpectivifd liegenden confor: 


1. Erklärung. Die Gerade 
s ber Bunftreibe s,ACBD 
Sig. 24., deren Punkte Ourd- 
fdnittspunfte entfpreden- 
ber Strablen der perfpecti- 
vifh liegenden conformen 


men Punktreihen sACBD | Gtrab(bifdhel S,achd und 
und s,A’/CBD’ find, beift | Sia'cb’d’ find, beift bie Pro- 


bas Projectionscentrnm, die 


jectionsare, bie Punfte A, C, 


Gtrablen a,c, b, d heigen | B, D beifen die Projections: 


bie Projectiondsftrablen. 


punfte. 


Zunächſt mug es uns darauf anfommen, ein Kriterium aufzuftel- 
fen, an welchem man erfennt, ob fich ein Baar conforme Gebilde in 
perfpectivifder Lage befinden oder nicht. Gin ſolches ift enthalten in 
folgendem 

2. Lehrſatz. Zwei confors 
me Bunftrethen sACBD und 
s,A'CBD’ fig. 23. befinden 
fich im perfpectivifder Lage: 

a. went die VSerbindungss 
linten breter Paare entfpre- 
chender Punlte, 4. B. a, c, b, 
burd etnen und benfelben 
Punkt S gehen. 

B. wenn fie mit etnem 
Paare entfpredender Bunt: 


2. Lehrſatz. Zwei confor- 
me Strahlbafdel Sachd und 
S’,a'c'b'd’ Fig. 24. befinden fid 
in perfpectivifder Lage: 

a. wenn die Durchſchnitts— 
punfte breter Paare entfpre- 
ender Strablen 3.B. A, C,B, 
auf einer und berfelben Gee 
raben s liegen. 

6. wenn fie mit einem 
Paare entfpredender Strah- 
te, 3. B. Q und Q auf ein-| len, 3. B. q und q’ auf ein: 
ander fallen. | ander fallen. 

Der Sak a ergiebt fic) ſogleich daraus, weil, wenn alfo Fig. 23. 
bret Projectionsftrahlen a, c, b ſich in S ſchneiden eine von S nad 
einem beliebigen Punfte 3. B. D der Punttrethe sACBD gezogene 
Gerabe, aud) burd ben entfpredenden Punt D’ der Reihe s’,A’C BD’ 
gehr mug, denn ſchnitte fie die s’ in einem anderen Bunfte D”, fo ware 
nad 8 1. Lehrfag 11. und § 2. Ertlärung 6. s. ACBD XX s8’,A’C'BD”. 
Dies ift aber nad § 2. Lehrfak 10. unmöglich, weil ſchon s,ACBD 
A 8, AOCBD fein foll. Ebenſo beweift ſich ber Sag a. rechts. 

Der Sak B folgt aus denfelben Griinden. Denn ſchneiden fid 
aundc in S, und man gieht von S nad dem Durchſchnittspunkte 
ber Geraden s und s’, in dem alfo Q und Q’ dereinigt find, und 
ebenfo nad einem beliebigen Puntte D der Rethe s,ACBD, fo muf 
dieſe Gerade auc) durch D’ gehn. Denn ginge fle durch D”, fo ware 
8 QACD F s,QA’CD’, nad § 2. Lehrſaß 2., und es foll dod 
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sQACD A 8,Q’A'CD’ fein. Es mug alfo SD durch D’ gebn. 
Ebenſo überzeugt man fic) von der Richtigheit bes Satzes B rechts. 

3. Aufgabe. Gegeben zwei 3. Aufgabe. Gegeben zwei 
unglethartige conforme Ge- ungletdhartige conforme Ges 
bilde: Bunftrethe s,ACBD..., | bilpe: Strahl baf del S,achd... 
A Strahlbüſchel S,achd....|/ und Punktreihe s ACBD.... 
G8 foll die erftere in ben | Es foll der erftere fo aber 
legteren fo hineingelegt | bie Cegtere gelegt werden, 
werden, daß fte fic in pers | daß fie fic in perfpectivi- 
tpectivifdber Sage befinbden. | fer Lage befinben. 

Uufldfung. Beide Anfgaben find offenbar bem Wefen nad 
identiſch, nur foll bas eine Mal der Strahlbüſchel, bas andere Metal 
vie Punftreihe als eine bejtimmte Stelle ber Chene einnehmend vor- 
audgefegt werden. Sm erften Falle giehe man durch S eine beliebige 
Gerade Fig. 30., made S(, oder SF, = AC; SA, oder SA, = AB, 
iithe beliebig (.,—M,); bie ben Strahl a in M, trifft, und (A,—®,) 
f, - M9, bie ibn in AW, trifft, fo verbalt fid SM, : 4M. 
=AC:BC, Dann ziehe man durch M, eine Parallele gum Strahl 
b, welche ben Strahl c in ©, ſchneidet und giehe A, C,, fo ift aud 
16,:8,€, =AC:BC. Num mache man A, C, = AC und ziehe 
tur ©, eine Parallele gum Strahl a, die ben Strahl c in C, 
ſchneidet und Lege burd C, eine Parallele gu (A, —B,), fo wird 
A.C, =AC und B,C, = BC. Denn es verbalt fid A,C,: B,C, 
=%,6,:8,6, = AC:BC; und ba A,C, =AC ft, mug B,C 
=BC fein. Der Strahl d mug dann durch einen folden Puntt 
D, gehn, bag B,D, =BD iſt, well $5 : 2° = bem Quotienten des 
CinussDoppelverhaltniffes ves Strahlbüſchels S,achd fein foll, und 
4C, = AC, B,C, =BC ift, alfo nach § 1. Lehrſatz 20. es nur 
men Punkt giebt, welder ber Aufgabe geniigt. Dagegen ift augens 
iheinlich, daß alles, was an dem einen burd den Bunkt S auf 
tm Strahl a hervorgebrachten Abſchnitte SW, ausgeführt wor 
den ift, aud) an bem anderen Abſchnitte SU, hatte vorgenommenen 
rerden können. Es hatte alfo. bie Punktreihe sACBD nicht blos 
im die Lage s,,A,C,B,D,, fondern auch in bie Rage s,,A,C, B,D, 
gehracht werden können. Es miiffen aber 5, und s, parallel fein, 
‘tn ſchnitten fie fic) in einem Punkte R 3. B. rechts von B, fo 
migte nach § 2. Lebrfag 2. Aiba, Aik — Ants , Sah 


B,C, °B,R B,C, °“B,R 
A, = A,C, = AC, B,C, = B,C, = BC ift, e8 mitfte 
1 __ A,B 


ig=sa fen. Es wire aber B,R == A,R—A,B,; BR 

l 8 

=A,R-+ A,B,, ober ba A,B, =A,B, = AB iſt, miipte fein: 
AR  __—sA,R 

| A,R— AB A,R-+ AB 

me Gleichung, die nur dann möglich ijt, wenn entweder AB = 0; 
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oder A, R= A,R =o angenommen wird. Da nun erftered nidt 
ber Fall ijt, mug legteres fein; bv. b. 8, mug i]s, fein. Derant 
folgt fogleih / SA,C, =/SA,C,, folglich, weil aud / ASC, | 
= /A,SC, ud A,C, =A,C, iit, A A,SC, SAAS, 
alfo SA, —BSA,. Bird ferner (S—T,)-e-s, gegogen und ridmirts 
verldngert, fo bag (S—T,) + 8, wird, fo wird aud) ST, =ST,, 
— Goll dagegen, bei ber Wufgabe rechts, die Punktreihe nicht von 
dem Orte, den fie einnimmt, fortbewegt werden, fo bat man juniddi 
einen Winkel ac in folcher Lage gu conftruiren, dag feine Schentel a, 
c bezüglich durch A, C gehn. Zu dem Zwecke lege man an tie 
Gerade a eine beliebige, diefelbe in A treffende Gerabde a Fig. dl. 
und Lege in einem beliebigen Punkt S’ derfelben an fie eine Gerare ¢, 
fo bag ac’=ac ift, und giehe durch C gu Cc eine Parallele ¢, weld 
die a in © ſchneidet, fo ift auc) ac— ac. Wird nun ein Kreis turd 
A, C, S gelegt, fo find alle Peripheriewinfel, deren Gcheitel auf ren 
Bogen ASC liegen und beren Schenkel burd A, C geben, gleid a. 
Gs mug alfo der Scheitel S ves yu conftruirenden Strahlbüſchels 
S,achd jebdenfalls irgendwo anf bem Bogen ASC liegen. Ebenfo cen: 
ftruire man iiber CB einen Streisbogen, ber den Winkel ch jum Pe— 
tipberiewinfel bat. Beide Kreisbigen fchneiden fic) auger in C mm 
nod in einem Punkte S,, welches ber gefuchte Punkt fiir den Sei 
tel S iſt. Denn wird an den Strahl b, noc) der Strahl d, utr 
einem Winkel b.d, = bd gefegt, fo mug nad § 1. Lehrſatz 20, d, 
burch D gehen. Sim BVorigen war angenommen, daß die Meittelpuntte 
M,, M, der Kreisbögen ASC, BSC oberhalb 8 fliegen. Allein ci 
giebt offenbar noch ein Baar, der Aufgabe geniigende Rreisbiger 
AS,C, BS,C, deren Mittelpunkte M,, M, unterhalb s fich befinder 
Nun ift der Radius AM, —=AM,. Denn gieht man AM, =—CM,, 
fo wird ber Gentriwinfel AM,C = 2-a,c,, alfo in dem gleich{dent 
ligen Dreief AMC / CAM, = / ACM, = 90 —a,c,; ebenſo 
ift “CAM, = / ACM, = 90—a,c, und ba a,c, =a,¢, ift 
fo iff /CAM, = /CAM,, / ACM, = / ACM,, alfo find ti 
Dreiede AMC und AM,C congruent und MM, balbirt die AC 
in E und ftebt auf ihr ſenkrecht, und s halbirt umgefebrt die M,M,; 
ebenfo wird M, M, von s halbirt und / BFM, = / BFR, it 
= 90°. Mun ift és, bie ben Sreifen um M, und DM, gemeinfame 
Sehne und nad einem befannten Cage ber Planimetrie fteht pie Cen— 
trale —— )(0- 8,) und halbirt CS, in Gy; ebenſo it 
(M,—%M,) | (G-S,) und halbirt CS, in G,. Run fchueiden 
fico (M,—M,) und (M,—M,) in einem Punkte He der s und es if 

CHG, = / CHG,; ferner ift /CG,H= / CG,H=™", 
CH = CH, alfo A CHG, A CHG,, aljfo CG, =CG, m 
CS,=CS, und / HCS, = / HOS,. Wird ferner (S,—S,) ge 
gogen, welche die s in R fcbneidet, fo ijt in ben Dreiecken bs u und 
CS,R Seite CR= CR, CS, =CS,, /S,CR= /S,CR, ale 
find fie congruent, folglich SR=S,k, und /S,RC= /8,RC 
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= 900. Ferner bemerkt man an Fig. 30. daß wenn die Punktreihe 
sACBD in bie Lage 8,,A,C,B,D, gebracht ift, die Buntte A,, C,, 
B,, D, von Tints nach rechts anf etnander folgen, oder ein von A, 
aud fic) bewegender Punkt mug, um von A, nad C,, B,, D, gu 
gelangen, fic) von Links nad) rechts bewegen; ebenfo mug in fig. 31. 
wenn Sin S, liegt, ber Strahl a, um nad c,, b,, d, fucceffive gu 
fommen, fic) drehen, wie ber Reiger einer Ubr. Bet ver Lage s,, 
fig. 30. aber folgen A,, C., B,, D, von rechts nach links auf ein 
ander und in fig. 31., bet ber Lage S, fiir S folgen a,, c,, b,, d 
in einer Richtnug auf einander, bie der bet S, ftatthabenden entges 
gengefegt ift. Wan bat aljo vie Lehrſätze: 


4, Lehrſatz. Cine Punft- 
reihe s, ACBD fann auf zwei— 
fade Weife in einen con- 
formen Strahlbüſchel fo 
bineingelegt werben, dag 
fie fi in perfpectivifder 
Cage befinden. Beide lagen 
s und s, find gu einanber 
parallel, unb ibre ſenkrech— 
ten Ubftinde vom Scheitel 
S pes Strahlbüſchels find 
gleich Lang, bie Ridtung 
rer Aufetnanderfolge der 
Puntte auf s, und s, entge- 
gengefest. 

5. Aufgabe. WGegeben 
zwei conforme Punktreihen 
S.ACBD und s’,A’CBD’; die— 
ſelben in perſpectiviſche 
Lage zu bringen. 


4. Lehrſatz. Ein Strahl—⸗ 
büſchel S,achd fann auf zwei— 
fade Weife ther eine con- 
forme Punktreihe fo gelegt 
werden, bag fie fic in pers 
fpectivifder Lage befinden. 
Beide Lagen, S, und, fte- 
ben von ber Ure s gleid 
weit fenfredht ab, bie Ges 
rabe S,S, wird von s hal— 
birt und bie Ridtung der 
Wufetnanbderfolge ber Strah- 
fen in S, und S, ift entge— 
gengefegt. 


5. Aufgabe Gegeber 
zwei conforme Strablbifdel 
S,acbd und S‘a’c’b’'d’; dbiefels 
ben in perfpectivifde Lage 
gu bringen. 


AuflIfung 1. Mean lege die Punftreihen s,ACBD und s’.A/C’'BD’ 


unter einem beliebigen Winkel mit einem Baar entfprechender Puntte 
Q und Q’ auf einanbder, fo mitffen bie Projectionsftrahlen (A—A’, 
(C—-C), (B-B’) u. f. w. fic in einem und demfelben Punkte ſchnei⸗ 
ben nah § 2. Erfldrung 5. Ym Falle rechts hat man die Strabl- 
bufdel fo gu legen, dag ein Baar entfpredende Strablen q und q’ 
auf einanderfallen, dann ſchneiden fid) a und a’, c und c’, b und bd’ 
auf einer unb derſelben Geraden. fig. 24. oder: 

Auflöſung 2. Man befehreibe Fig. 32. aber s,ACBD einen 
belicbigen Strahlbüſchel S,achd und trage s,A’C’BD’ nach Aufgabe 3. 
tn denfelben hinein, wodurch man zwei Lagen s,,A,C,B,D, und 
8,,A,C, B,D, erbalt. Um die Aufgabe rechts zu löſen, ziehe man 
vurd S,achd eine beliebige Transverfale s,ACBD und lege über die⸗ 
ſelbe nach Aufgabe 3. den Strabhlbiifdel S',a’e’b’d’, wodurd mart 
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zwei Lagen S,,a,c,b,d, und 8,,a,c,b.d, Fig. 33. erhalt. — Da 
eS bet Auflöſung 1. gang beliebig tft, welche Punkte und Strablen 
man auf einander fallen läßt, und unter welchem Winkel man s und s’ 
dig. 23. und in welcher Gntfernung man S von S’ Fig. 24. ane 
nimmt, ba ferner bei Auflöſung 2. wieder der Strabtbijepel S,achd 
dig. 32. und bie Gerade s,ACBD Fig. 33. beliebig tft, fo folgt: 


6. Lehrſatz. Zwei gleidhartige conforme Gebilde 
fonnen auf unzählig viele Weifen in perfpectivifde Lage 
gebradt werden. 


Wird eine Punftreihe s’.A’C’B’D’ nad Aufloſung 2. der Aufgabe 5. 
mit einer anderen ihr conformen Reihe s, ACBD in perſpectiviſche Lage 
gebracht, fo daß fie einmal bie Lage s,, dann s, erhält, fo fallen natirlid 
aud in ber gwel, fiir Unnabme eines und beffelben Strablbifdels S,achd 
miglichen Fallen zwei verſchiedene Baare entfpredender Punkte gue 
fammen. Bet der Lage 8, Fig. 32. (d. h. wenn 8’ nad 8, fällt) 
fait ein Punkt HE’ oder E, ber s’ ober 8) mit bem entfpredenbden 
Punkt E der s sufammen, während, wenn s' die Lage s, erbalt, der 
Punft H’ nah EH, yu liegen kommt. Dagegen fallt bann ein ande— 
rer Punt EY ober F, der s’ ober 8, mit bem entfpredhenden FE der 
8 zuſammen, wahrenb, wenn s’ in s, ſich befindet, ber dem EF ent- 
fprechende in F, liegt. Der Gegenpuntt ber Reibe 5, ACBD ijt in 
beiden Fallen ber Punft O, denn ein von S nach bem Punlt oo der 

s, gerichteter Strabl o, ber alfo mtts, parallel ift, ift, re 8, || 8, 
auch zugleich parallel s,, der Gegenpunft ber Reihe 5,,A c,B,D 
ift ber Punkt Q,, der der Reibe 8s,,A,C,B,D, der batt Q! 
denn ein durch S nach dem Bunkt oo ber 8 gezogener und alfo ber 
s paralleler Strahl q trifft die s, in Q,, bie 8, in Q,. Wird ein 
Strahlbüſchel S’, —8 nach elle pas 2. ber Aufgabe 5. mit einem 
anderen ihm conformen Büſchel S,achd in perſpectiviſche Lage ge- 
brat, fo bag ber Scheitel S’ einmal nab S,, dann nad S, fallt, 
fo fallen natürlich aud in ben zwei fiir Unnabme einer und berjelben 
Punttreife sACBD möglichen Fallen zwei verfdiedene Paare ente 
fprechender Strahlen zuſammen. Bei der Lage S, Big. 33. (d. h. 
wenn S’ nad S, fallt), fällt ein Strahl eo’ ober 9 bes S’ oder S, 
mit dem entiprechenden Strahl e des S gufammen, bei der Lage 8 
dagegen fällt ein anderer Strahl f’ oder f, mit bem entſprechendeã 
fdes S zuſammen. Die Schenkel der entfprechenden redten Winkel 
find in S,achd die Strabfen s, t, in S,, die Strahlen 8, und t,, in 
S, die Strablen s, und t,. Denn jgieht man in die Mitte von 
SS, eine Genfrechte, welde bie a Axe angenommene s in M ſchnei- 
det, und beſchreibt mit MS = einen Kreis, fo geht diefer auch 
bur) S,; denn in ben DOreieden Gs" und MGS, ift MG = MG 
und aan wait 2. ' — ‘5. und Rehriat 4. ift GS, 
; = US, ™ Lebrfag 4. alfo 
| A MGS, SAMGS., “ie “M8 = Schneidet nun der 
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Reis bie s in S und T, fo find s und t in 8; s, 
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und t, tn 


§,; 8, und t, in S, die entſprechenden Schenkel ber rechten Wintel. 


G8 läßt fid nun leit beweifen der 


7. Lehrſatz. Bwet cons 
forme Bunftreihen sACBD 
und s,A’C'BD’ laſſen fic 
bei Beibehaltung des eins 
mal (willtarlid ) gewählten 
Strahlbüſchels Sacbd (Auf. 
löſung 2. der Aufgabe 5.) 
auf zwei Arten in perfpecti- 
vifde Lage bringen, indem 
zwei verſchiedene Paare ents 
fpredbender Punkte E und E’ 
Abe E,), ober F und FY 
ober F,) auf einanbder fal- 
len, und gwar [tegen die 
Gegenpunfte in der Mitte 
zwiſchen diefen beiden Punk. 
ten; e8 ift alfo fowobl auf 
,ACBD EO = FO, als aud 
auf E,Q, 
‘aut 
8 'B ,D,, E,Q, = F,Q,. 
g. 3 


7. Lehrſatz. Zwei confor- 
me „Strahlbüſchet S,achd und 
Saſcſb'd' laſſen fic bet Bei— 
behaltung ber einmal (will- 
kürlich)jgewählten Punktreihe 
sACBD (AWufldfung 2. der 
Aufgabe 5.) auf zwei Ar— 
ten in perſpectiviſche Lage 
bringen, indem zwei ver— 
ſchiedene Paare entfpreden- 
ber Strablen e und e (ober 

e,) oder f und f’ (oder f, ) 
auf einanber fallen, und 
zwar fliegen bie Schenkel der 
ent{predenden redten YW in. 
fel in ber Mitte gwifden 
piefen heiden Gtrablen; es 
ift alfo ſowohl in S,achd 
es = fs und et= ft, al8 aud 
in 8,,a,c,b,d,, e,8, = f,8, 
und e,t, =f,t,, als aud in 

eso bod,, €,8, 3 fata und 
e,t, —f, t,. Hig. 


Denn gieht man in Fig. 32. durch S und O Sentredte auf bie nad 
Lehrſatz 4. parallefen Geraden s, und s,, fo ift, weil (S—O) i]s 


ls, ijt, NJO=T,S; 


=N 20; fetner ift /E, N, O=/ 
= /F, 'ON,, alfo AE, ON, GO 
ober EO = FO. us gleichen Drunden iſt auch 


N,O = TS; 


alfo nad kebrfag 4. N.6 
tN O = 90° und / E 

SA. én., folglid E,O = F “6b 

E S= E,S, nin 


FS=F.S, Q,S=Q,8. Ferner ift, ba (Q,- Q ) || 8 ijt, bas 
Biered E os und ebenfo F,Q.SO ein Paratlelogramm, alfo 
1 = FAQ ace Da ferner LS EAS, 1) = Q.%, 
£Q,SF, = 7 Q,8 F, ift ift AQ, SF, oA Q,SF,, alfo 
QF, — — —80 = E,Q,, alfo F,Q, — ,Q,- Ebenſo iſt 
AQ,SE, 2S /AQ.SE,, alfo Q.E, — QE, =80=Q,F,, 
aljo E,Q = FQ). — Qn Fig. 33. ift der Peripheriewinfel 


8 86 ober es== /8,EG, oder ba /\ GS, TXLAGS,© iit, 


= /S,26. Da nun bas Viered SSS, z rem Kreis um M 
cngehcieb on ift, fo ijt / S,26 = / FSS b. h. gleich ts, alfo Ly 


es = fg. 


Ferner ift “5S, SE over et=— (5S, OF = 7 a 


bh. =ft, alfo et = ft, Gerner iit _/ SS,S over e,8,=/7F 
Regen der Congruenz der Oreiede FS, S und FS,S ‘aber “ Z ES, — 


Beifenborn, Projection. 
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— / FS,G, d. h. =f,8,, alfoe,s, = f,8,. Ferner ift / SS,F oder 
e,t, = / TSS = 180° -88, T, weil das Viereck SSS,T dem 
Kreiſe eingefdrieben ijt, ober — 180°-—FS,Z, oder, da A\ FS, 
3 /\FS,£, = 180°—FS,f, d. h. =f, t,, alfo e,t, =f,t,. 
Da weiter A ES,SX/AES,G, fo ift /ES,© ober es, 
— / EB, & = /S88,5 = 7 88,6, b. §. = f,8,, alfo e,s, 
= f,8,; und da endlid AV ES,F SA ESF ift, fo ift 7 ES,T 
oder et, = / ES,T = /SS,T = / SSE, over da bas Biered 
GSS, T vem Rreife eingefdhrieben ift, — 180° — 88, T, d. h. = f,t,, 
alſo e,t, = f,t,. 

Da ferner nach Lehrfag 6. gwei gleidartige conforme Grundge— 
bilde auf unzählig viele Urten tn perfpectivifde Lage gebracdht werden 
können, fo liegt ein tieferes Eingehen auf diefe Verhältniſſe nahe; und 
in der That giebt Aufſchluß über die aus viefem Umftande entfprin- 
genden Begiehungen folgender 


8. Lehrſatz. Befinden fid 
zwei conforme Punftrethen 
sAOBEx und s',A’oo B’EH’Q’ 
in perfpectivifdher Wage und 
wird die eine S AOBE feft- 
gehalten, die anbere aber fo 
bewegt, daß fie, ohne umge— 
klappt zu werden, mit er— 
ſterer perſpectiviſch bleibt, 
und daß in ihrem Durch— 
ſchnittspunkte daſſelbe Paar 
entſprechender Punkte E 
und E’ veretnigt bleibt, fo 
befdreibt bas Projections: 
centrum S einen Kreis, defs 
fen Mittelpunkt der Gegen— 
punft O der feftgehaltenen 


8. Lehrſatz. Befinden fid 
zwei conforme Strahl lbi- 
fel Sabqe und Sa’b’q’e’ in 
perfpectivifder Lage und 
wird ber eine S,abge feftge- 
batten, der andere aber fo 
bewegt, bag er, ohne umge- 
flappt gu werden, mit erfte- 
rem  perfpectivifd bleibt 
und bag in ber Berbin- 
bungslinte ihrer Scheitel 
daſſelbe Paar entſprechen— 
ber Strahlen e und e ver— 
einigt bleibt, ſo bewegt ſich 
bie Projectiongsaze s ihrer 
anfangliden Lage parallel 


fort. ig. 35. 
Punttreihe s AOB ift. Fig. 34. 

Es feien O und Q’ die Gegenpuntte ber bezüglich auf ben Ge— 
raden s und s’ befindlichen conformen Bunftreiben, fo wird, menn 
man beide in perfpectivifder Lage an etnanber legt, indem man fie mit 
einem Paare entfpredender Punkte E und EH’ auf einanber fallen (apt 
(in ber Figur hat man fic) alfo in P zugleich den Punkt EH’ liegend 
vorzuſtellen), und die s’ 3. B. in bie Lage s, bringt, fo daß A’ nach 
A,, B’ nad B,, Q’ nad Q,, EF’ nad P, fallt, pas zugehörige Pro— 
jectiongcentrum S, gefunden, indem man burd Q, eine Barallele au 
s und durch O eine Parallele gus, zieht. Denn erftere geht burch 
ben unendlich entfernten Bunkt ber s und ben ihr entfpredenden Q., 
legtere burd) ben unendlid) entfernten Punkt der 8, und den ihr eut 
ſprechenden Q,; es find alſo o, und q, Projectionsſtrahlen und ihr 
Durchſchnittspunkt S, bas Projectionscentrum. Bringt man a’ in die 
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fage 8., fo bag alſo A’ nad A, B’ nah B,, Q’ nad Q, fallt, 
wibrend nad wie vor HK’ mit E jufammenfallt, fo bat man, um 
bad jebige Projectionscentrum S, gu finden, wieder nur durch O eine 
Porallele gu sq, durch Q, eine Parallele gus gu legen. Im erfte 
ren Falle entfteht ein Parallelogramm E’OS,Q,, in weldem S,O 
=HQ, iff, im gweiten Falle ein Parallelogramm E’OS,Q., in 
welchem S,O = EQ, iſt. Nun ift aber FQ, — EQ, — EQ, 
ajo aud S,O=8,0; es ift alfo S, ebenfoweit von O entfernt, 
alg Si, und ein Gleiches läßt fich unter den oben gemachten Voraus⸗ 
fegungen von jedem anderen Brojectionscentrum der beiden Punktrei⸗ 
hen beweifen. Es liegen alfo S, und S, auf der Peripherie eines 
um den Gegenpunkt O ber feftgebaltenen Bunktrethe mit vem Radius 
OS, = O8, beſchriebenen Kreiſes. — Es feien ferner zwei conforme 
Strahlbüſchel S,abqe Sig. 35. und S’,a’b’q’e’ dadurch in perfpectivi- 
fhe Lage gebracht, bak man fie mit einem Paare entfpredender Strab- 
len e und e’ aufeinander gelegt bat, und gwar möge S’ nad S, fale 
len. Es ſchneiden fic) dann die entfprecenden Strablen auf einer 
Geraden oder Ure 8,. Mit welchem Strablenpaare man aud dle 
conformen Strahlbüſchel S,abge und 8’,a’b’q’e’ auf einander legen 
mag, ftet8 mug e8 ein Baar entſprechender Strablen geben, die pae 
tallel mit einanbder find. Denn ijt s, die Are, auf der fic a und 
a, (oder a’), b und b, (oder b’) fchneiden, fo find die durch S und 
8, gu 8, parallel gezogenen Strablen entfprecjend, denn fie ſchneiden 
ih im unendlich entfernten Punkte der Axe s,. 8 fein alfo bier 
q und q, die parallelen Strablen. Wird jet ber Scheitel S’ an 
tinen anderen Ort S8, verlegt, jedoch fo, bak auch jegt noch e unde’ 
auf einander fallen, fo fommt, weil dabei der Winkel e’q’ nicht vers 
anbert wird, ber Strahl q’ in die Lage q,, alfo, ba e’qg, —e'g, iſt, 
wird er parallel q, und folglich aud) parallel gq. Da nun nad 
Lehrſatz 2.6. Strahlbifdel S.,a,b.q,e' perſpectiviſch mit S,abge iſt, 
müſſen ſich die entfprechenden Strahlen auf einer und berfelben Gee 
taten, ober Are, fchneiden. Nun ſchneiden fic) aber q und q, nur 
im Unendlicyen, da fie parallel find. Es muß alfo die fragliche Axe 
8,, ebenfallé parallel gu q und q, und alfo auch gus, fein. 

Die Betradtung ver Fig. 34. zeigte, daß das Viered EOS, Q,, 
tin Parallelogramm ift, e8 entfteht die Frage, ob nicht unter Um⸗ 
itinben dieſes Parallelogramm in eine Raute oder auc) in ein Qua⸗ 
trat fibergehn fdnne. Es müßte dann_alfo Fig. 36. HO = EQ’ 
fein, d. &. e8 müßten ein Baar entfpredjender Punkte E und E’ gleid 
neit bon ben Gegenpunften abftehn. Es fragt fid, ob dies möglich 
it, Hierüber giebt § 2. Lehrſatz 17. Aufſchluß, in welchem gezeigt 
mar, dak das Rechte aus den Abſtänden gweier entfprechenden Punfte 
ten ben Gegenpuntten einen conftanten Ynhalt hat. Bezeichnen wir 
Nefen mit k2, fo ift alfo OA-Q’A’ = OE- QV —....=k?. 
Rehmen wir nun in ver Reihe 5, RAOco einen Punt an, der unt 
te Strede k von O entfernt ift, 3. B. G@, und fuchen den entfpres 
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chenden Bunkt ber Reihe sH’A’oc Q’, fo muß diefer erftens, wenn G 
swifden oo und E liegt, fich gwifden Q’ und EH’ befinden, zweitens 
muß OG-Q’G’=k? und ba OG = k ift, anh QG =k fein. 
Nimmt man, was offenbar auc) miglich ift, einen zweiten Punkt H 
in ber Gntfernung k ven O nach ber anderen Geite bin an, alfo 
zwiſchen O und oo, fo muß der entfpredende Punkt H’ zwiſchen co und Q’ 
liegen und da OK- QH’ =k? und OH =k iſt, mug anh Q'H’ 
<= Kk fein. Es giebt alfo ſtets zwei, aber aud) nur zwei Punkte G, 
H, welche biefe Gigenfdaft haben. Werden nun die Punktreihen mit 
einem bdiefer entfprechenden Bunftpaare auf einander gelegt, fo ijt alfo 
Gig. 38. bas Viered GOSQ’ eine Raute, und wenn man die Puntt- 
reibe s’-| 8 legt, ein SQuabrat. Etwas Aehnliches findet auch bet 
ben Strahlbüſcheln ftatt. Nach § 2. Lehrſatz 17. hat bas Produkt 
ber Langenten der Winkel, die von irgend zwei entfprechenden Strah- 
len und ben nicht entfprechenden Strablen der rechten Winkel gebildet 
werden, einen conftanten Werth k2. Es ift alfo tang as. tang a't’ 
=tanges.tange’t’—=..=k?. Wählt man nun in einem Strahlbüſchel 
S,esat einen Strahl g fo, daß tang gs =k ijt Fig. 37., und liegt 
biefer Strahl g 3. B. im dem Flachenraum des (nad § 1. Erklaͤ— 
rung 22.) fpigen Winkels as oder at, fo mug auch der entfprechenbe 
Strahl p’ innerhalb a's’over at’ liegen. Zugleich muß fein tang gs. tang g’t’ 
= k?, folglich ba tang gs =k ijt, g’t = gs, alfo tang as. tang at’ 
== tang es. tang et == k? = tang? gs = tang? p’t’. Es folgt zu⸗ 
gleich, ba st — st’ = 90° ift, gt — g's, alfo, da tang gt = cotang gs 


= - ijt, tang gt. tang g’s’ = or alfo tang at. tang a’s’ = tang et 


. tang e's’ = _ = tang? gt = tang? p’s’. Wird aber g auf der 
anberen Geite von 8 angenommen, fo bag e8 nach h in den Flächen⸗ 
raum bes Winkels es oder et fallt, ber Urt alfo, daß tang ha = k iſt, fo 
muß aud h’ in e’s’ ober e’t’ fallen und tang h’t’ = k, alfo h’t’ = ha fein. 
Ulfo ijt tang as. tang at’ — tang es. tang e’t’ = k? = tang? hs 
= tang? h’'t’, und, wie man fogleich fieht, auc) tang at. tang a's’ 


== tang et. tang e's’ = 5 = tang? ht = tang? h’s. Dag es näm⸗ 


lich innerhalb bes Winkels SST und SS’T nur ein eingiges Paar 
entfpredenbder Strablen g und pg’ geben fann, fiir bie gs = g’t’ und 
alſo aud) gt = g's’ ift, erhellt fogleih. Denn wire nod ein Strahl 
G, da, don der Befcaffenbeit, dak g,s — git’ ware, unb ware g,s 
< gs, fo wire gt <p't. €8 wire alfo in dem Strablbifdel S 
bie Aufeinanderfolge ber Strablen die: s, g,, g, t, im Strahlbüſchel 
‘ aber; 8’, 2’, gi, t, was dem Begriffe der Conformitat wider: 
fpricdt, ba fid) bann g, und g’, nicht auf derfelben Geraden ſchneiden 
können, wie s und s’, t und t, g und g. Gbenfo wenig fann es 
einen Strahl g, geben, der Art, daß g.s> gs und zugleich gs 
— gat' wire. Desgleiden giebt es in bem Nebenwinkel des Winkels 
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EST nur einen eingigen Strahl h von ber geforderten Befchaffenbeit. 


Man hat alfo den 


9, Lehrſatz. In gwei con: 


formen Punktreihen s HAO« 
und s,H’A’oo Q’ giebt e8 ftets 
zwei, aber aud nur zwei 
Paare entfpredhender Punfte 
G und G, H und H’, die 
glethmeit von den Gegen— 
punften abftehn, fo daß OG 
= Q'G’ = OH = QF’ ift. 





9. Lehrſatz. Yn zwei con- 
formen Strablbifdeln S,esat 
unb Se’s’a't’ giebt es ftets 
zwei, aber aud nur zwei 
Paare entſprechender Strabh- 
fen g und g, hunbd h’, die 
gleihweit bon den nidt ent. 
fpredenben Strablen ber 
entfpremenbden rechten Wins 
fel abftebn, fo dag gs=— eg’ 
= hs = ht’ und gt = g's’ 
= ht =h’s’ ift. 


Von befonderem Yntereffe ift es nocd, gu erforfden, welche Um⸗ 
ftinbe eintreten, wenn die conformen Gebilbe ber Urt in perfpectivt- 
ſche Lage gebradt werden, bag G und G’ oder H und H’, g und g 


over h und h’ gufammenfallen. 

10. Lehrſatz. Werden 
zwei conforme Punktreihen 
(GEAOco und s,G’E’A’o Q’ 
der Art in perſpectiviſche 
Lage gebracht, daß man ein 
Paar derjenigen entſpre— 
chenden Punkte z. B. G@ und 
G@ z;ufammenfallen läßt, die 
bon ben Gegenpunkten O 
und Q’ gletchweitt abftehn, 
und breht man dann, indem 
man die Gerabe s fefthalt, 
bie anbere s’ um ben feften 
Durchſchnitts punkt G ober 
G’, fo bewegt fic bas Pro- 
jectionscentrum S auf der 
Beripherie eines Sretfes, 
ber ben Gegenpunkt O ber 
feften Geraden s zum Mite 








Hieritber gilt folgender 


10. Lehrſatz. Werden zwei 
conforme Strahlbüſchel S,sgth 
und S's’p’th’ ber Art in per— 
fpectivifdhe Lage gebradt, 
daß man etn Paar berjenis« 
gen entfpredenden Strah— 
fen 3. B. g und zuſam— 
menfallen läßt, bie mit ben 
nicht entſprechenden Strah— 
fen ber entſprechenden rech— 
ten Winkel st und s't’ gleiche 
Winkel bilden, und lagt 
man dann, indem man den 
Strahlbüſchel S fefthalt, 
ben anberen S’ auf ber Vers 
binbungSlinte ber Scheitel 
g ober go’ fortrifden, fo be- 
wegt fic die Brojections- 
are parallel biefer Berbin- 


telbunft und OG = OH jum dungslinie der Scheitel g 


Hhalbmeffer hat. Fig. 38. 


i oder go’. fig. 39. 


Der Sats links ergiebt fich unmittelbar aus Lehrſatz 8. denn es 
ift jekt nad) ber Borausfegung G’Q’ = GO, und da and) OS = G'Q’ 


iit, ift OS = GO 


nad der Annahme gs = g’t’, alfo / 


= HO. — Was den Sag rechts betvifft, fo ift 


SSC = / SS'C, alfo A SCS’ 


gleichſchenklig, alſo SC—=S’C. Qn den Dreieden SBS’ und S’AS 
ift fener SS’ = S'S, / SSB ober g’t’ = / S'SA ober gs, / SSB 
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oder 90° + gs = / SS’A oder 90° + g’t’, alfo /A\ SBS’ &8 S’AS, 
alfo SA = SB, folglich ba SC =—S'C war, aud SA—SC =SB 
—S’'C oder AC=BC. G8 ijt alfo aud) das Dreieck ACB gleich- 
ſchenklig und / BAC= / ABC. Mun ift ~ ACB= / SCS, 


ajo 7“ ABC = 90° —A4% — / ssc = 90°95; folgtig 


(B—A) || (S—S8’), und hieraus fo wie aus Lehrjag 8. folgt ber Sag 
rechts. 


§ 3. 


Bis jegt haben wir zwei Gebilde betradtet, es find nun die 
Verhaltniffe zu unterſuchen, die eintreten, wenn mehrere zugleich auftreten. 
Zunächſt überzeugt man fic) fogleid) von der Richtigheit ber Regel: 

11. Lehrſatz. iegen zwei Gebilde gugleth mit einem 
Dritten perfpectivifd, fo folgt barans nod nidt, dak 
fie auc gegen einanber perfpectivifd (tegen. 


Denn, find 3. B.s8,,A,C,B,D,, s,,A,C,B,D,, 8,,A,C,B,D, 
bret conforme Punktreihen, von denen die beiden erjten mit ber drit⸗ 
ten fic in perſpectiviſcher Lage befinden, fo fann dabei fehr wohl ber 
Gall eintreten, daß die erfte und dritte Punktreihe mit ben entfprechens 
ben Bunften A, und A,, die zweite und dritte aber mit einem anbe- 
ren Paare, 3. B. mit C, und C, auf einander fallen. Ob num aud 
bie erfte und gweite mit einem Baar entfpredender Punkte auf eine 
ander fallen, bleibt aber zweifelhaft, denn e8 fann ſowohl bas eine 
alg das andere jtatt finden. Während fich alfo im Allgemeinen nichts 
beftimmen läßt, fann man für bie befonbderen Galle, bag alle drei 
Punktreihen fic) in einem und demfelben Punkte fcbneiden, und daß 
bret Strahlbüſchel denfelben Strahl gemein haben, den Sag aufſtellen: 


12. Lehrſatz. Liegen von 
bret conformen Bunftreiben 
bie erfte und gweite mit ber 
britten perfpectivifd unb 
fdnetben fic alle drei in 
einem und demfelben Bunk. 
te, fo liegen auc die erfte 
und gweite gegen einander 
perfpectivifd® und dite brei 
Projecttonscentra fallen ent- 
weber jgufammen ober [ies 


12. Lehrſatz. Liegen von 
bret conformen Strahlbü— 
ſcheln ber erfte und gweite 
mit bem britten perfpecti-« 
oifd und fliegen thre Schei— 
tel alle bret auf einer und 
berfelben Geraben, fo [Lies 
gen aud ber erfte und gweite 
gegen einanbder perfpecti-« 
viſch und bie bret Projecs 
tionsaxen fallen entwebder 


gen auf einer unb berfelben | 


jufammen ober fdneiben 
Gerabden. Fig. 40. und 41. 


_ fice in einem und demfelben 
Punkte. Fig. 40. und 42. 

Gs feien bie drei Punktreihen 5,,A,C,B,D,, 8,,A,C,B,D.,, 
8,,A,C,B,D, etnander conform und die erfte liege mit ber britten 
perfpectivifd, jo bag fic) die Projectionsftrahlen in S, ſchneiden, die 
gweite liege aud) mit ber bdritten perfpectivifc), fo bak die Projections. 
ſtrahlen fid) in S, ſchneiden, und alle drei mögen fich in einem und 
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bemfelben Punkte ſchneiden. Da nun 6,,A,C,B,D, A und pers 
fpectivife) mit s,,A,C,B,D, fo müſſen in ihrem Durchſchnittspunkte 
zwei entfprechende Punfte, fie mögen E, und E, heißen, auf eins 
ander fallen. Es liegt aber and s,,A,C,B,D,  perfpectivifd mit 
s,A,0,B,D, nad der Vorauéfegung, e8 miiffen alfo and in ihrem 
Durchſchnittspunkte zwei entfprehende Punkte vereinigt fein. Der 
tem gemeinfamen Durchſchnittspunkte E, der Reihe s,,4,C,B,D, 
entfpredende Punkt ber Reihe s,,4,C,B,D, beige nun E,, fo tft 
alfo nad § 2. Lehrſatz 2. 











B,C, °B,E, B,C, BE 


1 2-2 
G8 find alfo nad § 2. Lehrfag 11. HE, und E, entfprechende Puntte 
ber Reihen 8,,A,C,B,D, und s,,A,C,B,D,, und ba fle gufam- 
menfallen, fo liegen dieſe Sunttreihen nad Lehrſatz 2.6. perfpectivifd 
und ihre Projectionsjtrablen ſchneiden fid) alſo in einem und demfel- 
ben Punfte S,. Nun ift Strablbifdel S,,agc,b,d, A Strablbit- 
{gel S,,a,c,b,d, nad § 2. Erklärung 5., da fid) a, und a,, c, 
und c,, u. ſ. w. auf ber Geraden s, ſchneiden, unb die Büſchel alfo 
perfpectivifch legen fiir s, al8 Ure. Werden nun S, und S, dburd 
eine Gerade verbunbden, fo find in derfelben nad) § 2. Lehrſatz 2. und 
Grflarung 8. entfprecbende Strahlen diefer conformen Strahlbüſchel, 
fie mégen r, und r, heißen, vereinigt. Es fdneidet alfo (S,—S,), 
ba auf ibr ber Strahl r. ‘liegt, die Punftreihen — A,C,B,D, und 
8, A,C,B,D, in den entfprecenden Punkten R, und R,; es ſchneidet 
aber auch (S—S,), da auf ihr der Strahl r, liegt, die conformen Puntte 
reihen "a, und ee a dett ieee pe R, Ne we eo ift 
alfo 8,A,R, iD, A 8,A,R,0,B,D, A 5,A,R,C0, a 
folgtidy aud) 8 ,,A,R,C,B,D, A s,.A,8,C,B,D, nach § 2. Rehr 
fag 13.5 und nad § 2. Lehrſatz 11. find R, und R,  entfprechende 
Puntte diefer Punktreihen, folglich ba dieſe perfpectivifd lieqen, RR, 
cin Projectionsftrahl, ber alfo durch S, gebt, alfo mug (S,—S,) 
bur) S, geben, oder S, mit S, und S, anf einer und verfelben 
Geraden Tiegen. Nur das fdnnte nod ftatt finden, daß alle drei 
Projectionscentra zufammenfielen ig. 41. — Sind ferner Fig. 40. 
bret Strahlbifdel S,,a,c,b,d,; 5,,a,c,b,d,; S,,agcbyd, cone 
form und liegen bie betden erfteren mit bem letzteren perfpectivifd, 
erfterer fiir die Ure s,, leyterer fiir bie Axe s,, und liegen S,, S,, 
8, auf einer und derjelben Geraden, oder fallen bret ihrer Strahlen 
T,, T4,¥r, auf einander, fo find r, und r,, r, und r, ent{predend 
nad § 2. Lehrſatz 2., alfo aud, da 
sina,c, sina,r,  sinagc, sina,r, SiN AgCy | SIN Agr, 
sinb,c, ‘sinb,r, sinb,c, ‘sinb,r,  sinbgc, ‘sin ber, 


if, r, und r, nach § 2. Lehrſatz 11. entſprechend, alfo Strahlbüſchel 
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S_a.c.b,d, perfpectivifh mit Strablbiifdel S,,a,c,b.d,. Run ift 
Buatirelbe | A.C,B,D, 0 Punttrethe s,,A,0,B,D,, ba fie dem 
Strahlbüſchei S, einbefehrieben find. Schneiden fic) dieſe nun in bem 
Puntte E, (over E,), fo find hier gwei entfpredende Puntte HE, 
und E, vereinigt, Oa nun E, ein Punkt der Projectionsaze 8, ber 
Strablbiifdel S, und S, ift, muß auc der dem Strable e, des er- 
fteren entfpredende Strahl e, bes legteren durch KE, gehn; da ferner 
E, ein Punkt der Projectionsaze s, der Strahlbifdel S, und 5, 
ift, muß dieſer Strahl e, aud) dem Strahl e, entiprechen. Es ift alfo 
Strahlbüſchel S,,a,c,b,d,e, A S,,a,csb,d,e, A Sard_¢ybad,e, 
alfo aud nad § 2. Lehrfaß 13. S,,a,¢,b,d,e, A 52,a,c,b,d,0, 
und nad) § 2. Lehrſatz 11. find e,, e, entſprechende Strablen diefer 
beiden Strahlbüſchel; ba diefe nun perfpectivifd find, mug ber Durch— 
ſchnittspunkt ver Strahlen e, und e, zugleich ein Punkt ihrer Axe 
a, fein; alfo geht auch diefe durch den Punt HE, ober E,, und e8 
allt aud E, nad E,, Ey, es ſchneiden fic) daber alle bret Pro- 
jectionsazen in einem und bemfelben Punfte; ober alle bret Pro- 
jectionsazen fallen gufammen, tie in Fig. 42. Man wird übrigens 
leicht bemerfen, bag ber Gag rechts die Umfebrung von dem links 
ftehenden ijt. Es läßt ſich gugleich diefer Lehrſatz mock) anders aus⸗ 
fprecen. Sind nämlich gwet Dreiecke A,A,A, und B,B.B, in 
folder Lage gegeben, bag bie Geraden A,B, oder s,; A.B, ober 
s,;A,A, over s, ſich in einem und demſelben Punkte ſchneiden 
Fig. 40., fo fann man annehmen, e8 feien in biefem gemeinfcaftli- 
den Durchſchnittspunkt bie entfpredenden Punkte von conformen 
Punktreihen auf s,, 84, 8, vereinigt, eS lagen alfo in ihm Punkte 
E,, E,, E,, ferner fein A,, A,, A, entfpredende Punkte und 
ebenfo B,, 3, B,. Man kann nun auf einer der Geraden, 3. B. 
auf s, einen beliebigen Punkt, 3. B. C, annehmen, und die entfpre- 
chenden C,, C,, auf 8,, 8, beftimmen, fo dag alfo s,,A,C,B,E, 
* 8,A,C,B,E, A 8,,A,C,B,E,. Ebenſo fann man die einem 
beliebigen anderen Punkte D, entfpredenden D,, D, beftimmen, fo 
bag s,,A,C,B,D,E, A s,,A,C,B,D,E, A 8,,A,C,B,D,E, ijt. 
Man hat dann bret conforme und perfpectivifd liegende Punktreihen 
und fann ben obigen Gag links anwenden. — Gind im anderen 
Galle zwei Oreiede A, A,A,, B, BB, Fig. 40 in folcher Lage ge- 
geben, bag bie Durchſchnittspunkte 8, S,, S, der Seiten A.A, 
und B,B,, A,A, und B,B,, A,A, und ‘BB, auf einer und bers 
felben Geraden liegen, ſo fann man 8,, S,, S, al8 Sebeitel cone 
former Strahlbüſchel anſehn und in ihrer Gerbindungslinie drei ent- 
ſprechende, anf einanber fallende Strablen r,, r,, rz atnehmen; man 
fann dann gu beliebigen Strahlen c,,d, die entſprechenden c,,d,,c,,d, 
beftimmen, fo dag Strahlbüſchel S,,a,r,c,b,d, A §,,a,r,c,b,d, 
AW 84, 8grgcybgd, iſt und daß fie zugleich alle perfpectivifd liegen, 
worauf man den obigen Sag rechts antwenden fann. Man bat alfo 
bent 
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13. Lehrſatz. Convergiren | 13. Lehrſatz. tegen die 
bie bret Geraben 8,, 8,, 8,,; drei Durchſchnittspunkte §,, 
welde die Eden A, und B,, S,,8, ber Seitenpaare AA 
A, und B,, A, undB,, gweier und B,B,, A,A, und B,B,, 
DreiedeA A, A,undB, BB, A,A, undB,B, gweier Dret- 
verbinden in einem und dem- ede A, AA, und B,B,B, auf 
felben Punkte E, (oder E, ‘einer und derfelben Geras 
over E,), fo fliegen die Durch- ben r, (ober r, oder r,), fo 
fonittspuntte 8,,5,, 5, bee! convergiren bie Geraden g,, 
jliglid der Seitenpaare = s., s, welche bezüglich die 
A,A, und B,B,, A,A, und| Bunfte A, und B,, A, und 
B,B,, A,A, und B,B, auf| B,, A, und B, verbinbden, 
einer und derſelben Gera-|in. einem und demfelben 
ben r, (ober r, ober r,). | Punfte E, (oder E, oder E,). 
fig. 40. Sig. 40. 

Auch hier fieht man fogleidh, dak der Gag rechts die Umfehrung 
bed links ſtehenden ift. 

Beſonders wichtig find auch bier wieder bie Verhältniſſe, die fid 
jeigen, wenn harmoniſche Gebilde dadurch in perfpectivifdbe Lage ge. 
bradt werden, bag man fie, nach Lehrſatz 2. 6. mit einem Paar ent- 
fpredender Glemente auf einander legt. Es feien Fig. 43 die Puntt- 
reihen 8,,A,C,B,D, und 8,,A,C,B,D, barmonifd, und folglid, 
ba nad) § 1. Erklärung 23 ber Ouotient des Doppelverhialtniffes bet 
beiben — 1 ift, conform. Gie feien ferner babdurd in perfpectivifce 
Lage gebracht, bag man fie mit einem Paar entfprechender Punkte, 
z. B. mit A, und A, auf einanbder gelegt bat. Es convergiren 
demnach die Projectionsftrablen (C,—C,) over c,, B, B,) obet 
b,, D,—D,) over d, in bemfelben Punkte S,. Da aber, wenn 





Git ol teal ee 
B,C, © B,D, 
A.D, <A,C 
ift, aud B.D, ‘ip. =] 


2:™ 2 

ift, fo ift aud) Bunttrethe s,,A,D,B,C, A s,,A,C,B,D, und de 
fie mit einent Baar entfpredender Puntte A, und A, auf einander fallen, 
liegen fie perfpectivifd, und es ſchneiden fic) alfo auch bie Gerabden 
(C,-D,) ober c,, (B,—B,), welches jegt b. beifen mag, (D,—B,) 
ober d, als Projectionéjtrablen in einem und demfelben Puntte 8.. 
Ebenſo überzeugt man ſich ſogleich, daß zwei harmoniſche Strahlbüſchel 
8,8,c,b,d, und S, azcabed,, indem man fie mit einem Paare 
mtfpredender Strablen b, und b, jufammenfallen läßt, auf boppelte 
Beife in perfpectivifche Lage gebracht werden können, indem fid a, 
und a, c, unb cg, d, und d, auf s,; a, und a,, c, und d,, d, 
md ec, auf 8, fdueiden. Es entfteht alfo der 


14. Lehrſatz. Zwei hare 14. Lehrſatz. Bwet bars 
monifde Punktreihen s,,| monifhe Strahlbüſchel B,, 
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A,C,B,D, und s,,A,C,B,D,|a,c,b,d, und 8,,a,c,b,d, 
können, wenn fie in ihrer | finnen, wenn fie in ibrer 
Lage, mit einem Paare ent- | Cage, mit einem Paare ent- 
fpredhenbder Punkte auf eins | fprehender Strahlen auf 
anber fallend, feftgebalten einander fallend, feftgebal= 
werden, als perfpectivifd ten werden, als perfpecti-«- 
fix zwei verſchiedeneStrahl- vifdh fir zwei verfdhiedene 
büſchel S, und S, angefehen , Punftrethen s, unb s, ans 
werben. ig. 43. gefehen werden. gig. 43. 


Man fann dtefen Gag noch anders ausſprechen. Nämlich: 
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15. Erfldrung. Man vers 
fteht unter einem vollftindigen 
Bierfeit den Inbegriff be- 
liebiger vier Oeraberce,,d,, 
Cy, dy, die als begrengt ans 
genommen werden. Diefe 
Geraden heißen bie Seiten 
bes Bterfeits, ihre feds 
Durchſchnittspunkte C,, S,, 
C,,D, vie Eden des. 
felben. Es Hat bret Paar 
gegeniitberliegender Ecken: 
C, und D,, 8, und §,, C, 
und D,; bie bret Verbin— 
bungélinien fedes Paares 
Gegeneden, alfo die Gera- 
den s,, b, (oder b,), 8, hei— 
Ben bite Diagonalen des Biers 
feits. fig. 43. 


3° Sa, 


15. Erklärung. Man ver- 
ftebt unter einem vollftdubdigen 
Viereck den Yubegriff belte- 
biger vier Punfte C,, D,, 
C,,D,. Diefe Punkte heißen 
die Eden bes Viereds, ihre 
fehs Verbindungslinien c,, 
81, do, 8, C1, d, dte Seiten. 
Es hat bret Paar gegen- 
iiberliegenber Seiten: c, und 
d,, 8, und s,, c, und d,; bie 
vrei Durchſchnittspunkte je- 
bes Paares Gegenfeiten, 
alfo bie Punkte S,,B, (oder 
B,), S, beifen bie Durch— 
ſchnittspunkte der gegenitberlie- 
genden Seiten des Vierecks. 
dig. 44. i 


Man kann bemnacd den Sak 14 auch fo ansfprechen: 


16. Lehrſatz. Bringt man 
zwei harmoniſche Punktrei— 
ben 6,A,C,B,D, und s,, 
A,C,B,D,, indem man fie 
mit entfpredenden Punkten 
auf einanber legt, auf dop— 
pelte Weiſe in perfpecti- 
viſche Lage, fo erhalt man 
etn vollſtändiges Gierfeit 
c,d,c,d,. fig. 43. 


16. Lehrſatz. Bringt man 
zwei harmonifde Strabhl- 
büſchel S,,a,c,b,d, und S,, 
a,c,b,d,, inbem man fte mit 
entfpredenden Strahlen auf 
einanbder legt, auf doppelte 
Weife in perfpectivif de 
Lage, foerhalt man ein voll. 
ftinbdiges Viered C,D,C,D,. 


Fig. 44. 


Auch ber umgelehrte Saw läßt fich leicht beweifen, nämlich: 


17. Lehrſatz. Bm voll. 
ſtändigen Vierſeit find die 


17. Lehrſatz. Ym voll. 


ftinbdigen BWiered find die 


Punkte, in weldhen die Dias | Strablen, weldhe die Durch— 
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gonalen einanber ſchneiden, 
u ben gugebdrigen Eden jue 
geordnete harmoniſche Punt. 
te Es ift alfo Punftreibe 
s,A,C,B,D,, s,,A,C,B.D,, 
b,.8,B,5.B, barm onif cd. 
dig. 43. 
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ſchnitts punkte gegendberlies 
gender Seitenpaare verbin— 
den, zu den letzteren zuge— 
ordnete harmoniſche Strah— 
len. Es ijt alſo Strahlbü— 
fhelS,,a,c,b,d,,8,,a,c,b,d,, 
B,8,b,8,b, barmonifd. gig. 
44, 


Denn im Strahlbüſchel S,,a,c,b,d, ift nad § 1. Lehrſatz 11 und 
§ 2. Lehrſatz 2. 





A,C, gai — A,C, ° AsDy 
B,C, B,D, B,C, ° B,D, 
ebenfo ift im Strahlbüſchel S,,a,c,b,d, 
AyDy AC, _ AsCy , AgDy 
B,D, B,C, B,C, ° B,D, 
A,C, _A,D A.D, .A,C 
Es ijt alfo: 2-8» St} ae : ht, 
f B,C, B,D, B,D, B,C, 
A,C, ; — at) 
* 68 
A,C A,D 
folglich B,C, B,D, 
oder zo hed rg oe 


; B,D, 
alfo s,A,C,B,D, harmoniſch. Ebenſo ijt aud) s,,A,C,B,D, 
harmoniſch. Umi fich endlich gu überzeugen, dag anh b,S,BLS.B, 
harmoniſch fel, braucht man nur 3. B. von D, nad B, eine Gerade 
ju jieben, dann ijt D, bas Brojectionscentrum der Punktreihen 
8, A,C,B,D, und b,,B,S8,B,8,, und da erftere harmoniſch ift, 
mug e8 auc) legtere fein. Ebenſo ift im vollftindigen Biered nad 
$1. Lehrſatz 11. und, da fowohl Strahlbüſchel S,,a,c,b,d, als 
8,.4,c,b,d, fiber der Punktreihe s,,A,C,B,D, ſtehn: 
sina,c, sina,d, — sina,c, sin ad, 
sinb,c, ‘sinb,d,  sinb,e, * sinb,d,” 
fiber der Punftreihe s,,A,C,B,D, ſtehn: 
sina,d, sina,c, sin a,c, sin agd, 
sinb,d, ‘sinb,c,  sinb,c, ‘sin b,d,’ 
woraus ebenfo wie oben folgt 
gin a,c, sina,d, _ 1 
sinb,c, ‘sinb,d, D 

Es ift alfo Strahlbüſchel S,,2,c,b,d, harmoniſch, ebenfo S,,a,c,b,d,. 
Der Strablbifdel B,,bs,b,s, liegt aber mit 8,,a,c,b,d, fiir bee 
Gerade D,C, oder d, perfpectivifd, alfo ift auch er harmoniſch. 

Wegen ber Wichtigheit des merfiwiirdigen Gages 17. mag nod 
ber elementare Beweis deſſelben Hier feinen Plag finden, d. h. ein 
Veweis, der die im BVorigen entwidelten Begriffe der ,Geometrie der 








aber auch, da fie 
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Rage” ober ,,neueren Geometrie” nidt vorausfegt und ſich mer an 
pie gewöhnliche Geometrie anſchließt. Es fei ein vollftindiges ir: 
feit gegeben Fig. 45. deffer Seiten, natitrlich beltebig verlangert ge 
badt, AB, AD, CB, CD, HG, HJ fein. Man giehe durch C bie 
@erade KL || BD, fo verbalt fid 

AG: AC = DB: LK. 
oder AG:CG=DB:LK—DB. (a. 
Ferner verhalt fic in den ähnlichen Dreieden FLC und FDB 


FC:LC = FB:DB 


FC -D 
alfo ift LC = 4 


in den ähnlichen Dreieden ECK und EDB verhäaält fid 
EC: KC = ED: BD 
woraus folgt Ko= 


ED 


C C 
folglch LK =LC+KC=(= +5)DB 


E 
und daher nad (a: 








FC EC 
: _ 1, CF CD 
oder AG:CG=1: ᷓ - 7 
— 1, CE CB 
oder auch AG: 0G=1:5:—-F 


AH: AC =FE:MN 
alfo AH:CH=FE:FE—MN. _ (6. 
Wegen ber Aehnlidfeit ber Dreiecke DNC und DFE; BMC mb 
BEF aber ift 

DC:NC = DE: FE 


alfo NC= ec 
und BC: MC = BF: FE 
alfo MC — Be : FE 





mithin MN=NC+MC=(22 + 2) FE 
und es verbalt fic daher nad (6. 

AH: CH = FE: FE— (> + 3) FE 
ober AH:CH=1:1—-(F 48 
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oder AH: A-21:. 2-23 
oder auch AH: A-1:. — = - 


ne man jest dieſe letzte Gleichung (b mit (a, fo erhalt man 
fogleich : 


AG: CG = AH: CH =1:2 —P 21: = —&. 
Es ift alfo —— 
AG AH 
ober 33: *1, 


alſo tft bie Diagonale AH in A, G, C, H harmoniſch getheilt, und 
zugleich hat man den Erponenten des Verhältniſſes, namlid 1 : 


~ a oder 1 ae oe ober aud) BF x ED : CF x ED—CD 
x BF ober DE x FB: CE x FB— CB xX DE erhalten, deffen 
geometrifde Bedeutung ſogleich ing Ange fallt. Boge man ferner 
JA und JC, fo wiirde ebenfo wie der Lehrfag 13. § 1. fich geigen 


faffen, dag der bet J entftehende Strahlbüſchel harmonifd ift. 
Wns 8 1. Lehrfag 27. folgt ferner: 


18. Lebrfag Sind in 
einem vollftindigen Vier feit 
c,d.cid, gwet Diagonalens, 
und s, parallel, fo werben 
bie auf ihnen bon zwei Sets 
ten c, und d, oder c, undd, 
abgefdnittenen Stide C.D, 
und C.D, von der britten 
Diagonale b, odet b, bals 
birt, und umgefebrt: 
Werden in einem vollſtän— 
bigen Bierfeit bie auf givet 
Diagonalen s, und s, von 
jwei Seiten c, und d, ober 
c, und d, abgefdnittentn 
Stücke c,b, und C.D, von 
ber britten Dtagonale b, 
oder b, halbirt, fo find bie 
etfteren Oiagonalen s, und 
s, parallel. Fig. 46. 


18, Lehrſatz. Stebhen tn 
einem vollftdndigen Biered 
C,D,C,D, zwei Verbin— 
bungSliniena,,b, der Durch⸗ 
ſchnittspunkt S, und S,, 8, 
und B, (oder B,) ber Gegen— 
feiten auf einanbder fenfredt, 
fo balbiren fie bezüglich den 
Winkel, ben die Verbin— 
bungslinien C,C, und DD, 
ber Gegeneden mit einander 
bilden, und feitnen Neben— 
wintel; und umgefebrt: 
Wird ver Winkel, den dte 
Verbindungslinten CC, 
und D,D, ver Gegeneden in 
einem vollftanbdigen Viered 
mit einanber bilben, und 
fein Nebenwinkel von zwei 
Verbindungslinien a,,b, der 
Durchſchnittspunkte er Ges 
genfetten halbirt, fo fteber 
fegtere auf einanbder fent- 
remt. Rig. 47. ) 
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Mit Hilfe ves bisher Entwidelten laſſen fid) nun auch leicht 


folgende Aufgaben löſen. 


19. Aufgabe. Gegeben drei 
Punkte einer harmoniſchen 
Punktreihe, mit Hülfe des 
Lineals allein den vierten 
Punkt zu finden. 

a) wenn er ber äußere fein 
ſoll. 

6) wenn er der innere ſein 
ſoll. Fig. 43. 

Auflöſung der Aufgabe a. 


geordneter geſucht wird, ziehe man 
und nehme auf zwei pnd Puntte 8,, 8, an, siche ( 


(S;—D,), (8,~C,), (, 


19. Anfgabe. Gegeben brei 
Strableneines harmonifden 
Strahlbifmels, mit Hilfe 
bes Lineals allein ben vier- 
ten Strahl gu finden. 

a) wenn er ber äußere fein 
ſoll. 

6) wenn er ber innere fein 
ſoll. Fig. 44. 

Durch ben Punkt B,, deſſen zu— 
eine beliebige Gerade b, eit b.) 
C,), 


D,); bie erſte und 'vierie dieſer Geraden 


— ſich in C., bie zweite und dritte in D,; man ziehe nun 
(D,~—C,) ober s,, fo ſchneidet diefelbe bie s, Fig. 43. im verfangten 
Puntte A,.— Um zu drei Strablen c,, a,, dy, eines Strahl biijcdels 
S, Sig. 44, den dem mittleren Strahl a, gugeordneten harmonifden 
zu finden, nehme man anf a, einen beliebigen Punkt S, an und ziehe 
pie beliebigen Graben c,, d,, die die Strahlen c,, d, —— 
C,, D,, C,,D, ſchneiden, giehe bie Geraden (C, 5) TE Nie 

oder 8,, 8,, dle fic) in B, (oder B,) treffen, 4 ift (S- 1) me 
(S—B,) der gefuchte Strahl b,- 

Uuflsfung ber Aufgabe 8. Gegeben die Punfte A,, C,, D, 
ber Geraden s, Fig. 43., gefucht der innere, dem A, sugeorbneten 
Punt B,. Man ziehe burd) A, (oder A.) eine beliebige Gerade s, 
nehme auf ra a ae — C,, D, an, alehe (C, =C,), 
C,—-D,) » Org ober ¢,, dy Ca, d , bie fic in 
iy 8, oes, vi ( S.) Pe b, (oder b,); fo jchneidet dieſe 
bie s, tin geſuchten Dues B.. — Gegeben die Strahlen b,,c,,4,, 
bes Strahlbüſchels S, Fig. 4A. geſucht der bem b, gugeordnete in- 
nere Strahl a,. Man nehme auf b, einen Beliebigen Punkt B, 
(oder B,) an und ziehe bon ifm ans ʒwei beliebige Grabe s P ae, 
die die au d,, peatigtic inC,,D,,D,, C, fdneiven, gtehe (C,-D,), 
(D,—C,), die fidh in S, treffen und siehe (S,—8,), fo ijt dies ber 
verlangte Strahl a 


Man fieht ſogleich, daß ſich die Wufldfungen ber Aufgaben: links a 
und rechts B, links B und rechts a, entſprechen. 


20. AMufgabe. Gegebeneine | 20. Aufgabe. Gegeben ber 
Gerade s, undauf ihr drei Scheitel S, eines Strabhl- 
Punkte Ci, B,, D,, von de- bufdmels und an ibm drei 


nen B, bie Strede C, D, bal 
birt, und augerhalb ber 8, 
ein Puntt C,; mittelft bes 


Strahlen c,, b,, d,, von de— 
net b, den Winkel c,d, hal- 
birt, und eine nidt durch S, 
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Lineals allein burd® C, eine| gehende Gerabe c,; mittelft 

Parallele s, gus, gu giehen.| des Lineals allein denjent- 

sig. 46. gen Punkt S, ber c, gu fin- 
ben, ber fo befdaffen ift, 
daß ber bon (S,—S,) und b, 
gebibete Winkel — 90° ift. 
Sig. 47. 

Wufldfung ver Aufgabe links. Man ziehe (C,—C,), (D,—D,); 
auf (C,-C,) nebme man einen beliebigen Punkt S, an, giehe 8 7D) 
ud (S,—B,); legtere ſchneidet die ey in'S,, dann giehe man 
(C,-S,), welde die (S,—D,) in D, trifft; fo ift nad) Lehrſatz 18. 
(C,—D,) die gefuchte Gerade 8,. — Um die Aufgabe rechts gu löſen, 
beftimme man bie Durchſchnittspunkte C,, D2, von c, undd, mit c,. 
Durd erfteren lege man eine beliebige Gerade s, und fizire ihre Durdhe 
ſchnittspunkte D, und B, mit d, und b,; von B, ziehe man s, 
nad (d,*c,) oder D,; fie ſchneidet die c,-in Cy. Man giehe nun 
(D,-C,), fo trifft fie mit ber c, im gefuchten Bunkt S, gufammen 
utd (S,-S,) ober a, fteht nak Lebrfag 18. _! b,. 

Die Betrachtung der perfpectivifden Lage führt uns nod auf 
cine Befonderbeit der Bunftreiben. Es fann nämlich fommen, dag in 
einem Strahlbüſchel S,abed zwei parallele Sransverfalen f, und f, 
Sig. 23. gegogen werden, die fic) alfo in einem unendlich entfernten 
Puntte ſchneiden. Es ift alfo dann nach § 2. Lebrfak 2. Punktreihe 


[,M,6,B, © Af, A 6.8, 0, alfo Sr, Mie Me , He 


HG, , AG. MC, 
ber nach § 1. Lehrſatz 9. B.C, +. B.C,’ , oder {.. — 8.e,' 


i 
Ebenſo findet fic) auch, weil die Punftreibe f,,W,E,D, 0 A f,,A,€,D, 
x iſt, ae — a etc. Kurz, mat fiebt, daß alle entfpredenden 
2°32 2°2 

Streden AC, und UW, C,, B,C, und B{C,, €, DH, und €,D, u. f. w. 
tin und baffelbe Verhältniß zu einander haben, und zugleich, daß bas 
tine Folge davon ift, daß bie unendlic) entfernten Punkte beider Punkt⸗ 
tethen entfprechend waren. Es fann aber diefelbe Eigenſchaft der Reihen 
aud dann eintreten, wenn bas Projectionscentrum S Fig. 23a. in das 
Unendliche rückt. Dann werden die Projecttonsftrahlen parallel und man 
fann fich einen unendlich entfernten mit ben übrigen parallelen Strahl 
benfen, ber durch bie unendlich entfernten Bunfte von ſ, und f, gebt; 
es tft alfo auc) bann nad § 2. Erklärung 8. der unendlich entfernte 
Punkt der Punktreihe ſ, A, C,B,.... und f,,A,C,B,.... entſprechend 

WC, _ Be, d,¢, _ B,D; _ 
und man erhalt auch bier iC, ~ 8.0, 5,6, 8,5, 7" ſ. w., 
wobon man fic) aud) mit Hülfe ber Aehnlichkeit der Dreiede A, SA,, 
BSB, etc., leicht überzeugt. Zugleich fieht man, daß, wenn in zwei 
conformen Punktreihen f,,A,€,B, .-.[4A%,6,B, --.. die entſpre⸗ 
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chenden Abſchnitte daffelbe Verhaltnig haben, die — entfernten 








Punkte entſprechend ſein müſſen. Denn aus 5! e= 3, ee folgt 5 — me 
Bele oper Bb 2 G2 Ge fy alfo nag § 2 


Lehrſatz 11. bie unendlich entfernten untte entfprechend. Conſtruirt 
man fiber bderfelben Punktreihe s.QAC.... Fig. 24. ein Paar mit 
ben entfpredenden Strahlen der rechten Winkel zuſammenfallende 
Strahlbüſchel, ſo müſſen offenbar jede zwei entſprechende Strablen 
a und a,c und c’ u. ſ. w. zuſammenfallen. Läßt man bei perſpec— 
tiviſch liegenden Strahlbüſcheln S,, S, Fig. 23b. die Projectionsaxe 
in das Unendliche rücken, ſo werden jebe zwei entſprechende Strablen 
parallel, alfo a, || a,,b, |b, etc, alfo “a,b, = A abi, Z Cad, 

= / id, etc. Stehen in ‘Ss, zwei Strabien lene, auf einanber 
ſenkrecht fo ftehen auch die ent{predenden Strahlen f.,t, auf einan- 
ber fenfrecht; und entfpreden umgefebrt in zwei conformen Strahl: 
büſcheln jeden zwei auf einanber — Strahlen f,,t,;u,,v, etc., 
wieder zwei auf einander ſenkrechte fo, t,3 u,, v, ete., fo miſſen, wie 
ſogleich zu ſehen iſt, die von zwei entfpredenden Strablen gebildeten 
Winkel gleich fein. Gagt man alfo: 


21. Erklärung. Zwei cone 21. Erklärung. Bwetcon- 
forme Bunftrethen . forme Strabhlbifdel 
{, 4, SB, ...., [,.A,€,B,-..., | G,,0,¢,6, ..-., G,,0,0,8, - 64 
in benen das Verhältniß je | in benen je zwei entfpre- 
zweier entſprechender Stref= | dbende Strablen gleidhe Wins 
fen iiberall baffelbe in be-| fel bilben, in benen alfo 


nen alfo das Verhältniß Lac, = aqca, 
4, _ B,¢, _ ©, =... etc., Z b,c, = £b,¢,, 
%,¢, — 8,6, ~ €,5, Z 6,0, = 7 C404 - . ete. 


conftant ift, betBen propor= | ift, heißen gletd. Sig. 23b. 
tional Fig. 23a. 


fo bat man nach dem Vorigen bie Sage. 


22. Lehrſatz. Sind in zwei 22. Lehrſatz. Sind in gwei 
conformen Punktreihen conformen Strahlbüſcheln 
f,A,C,B,...., f,,W,€,B,--.-| G,,a,c,6, ....,G,,0,¢,b,.... 
bie unendlich entfernten| jeden zwei fenfredt auf ein— 
Punkte entfpredhend, fo find | ander ftehenden Strablen 
bie Punktreihen propor | des einen, wieder zwei ſenk— 
tional. remt auf einander ftebenbe 

Strablen bes anbdern ent- 
ſprechend, fofind bie Strabl- 
buſchel gleich. 
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23. Lehrſatz. In gweti 23. Lehrſatz. Fu zwei gleis 
proportionalen Punktreihen hen Strahlbüſcheln entſpre— 
find bie unendlich entfern- | hen jeden zwei ſenkrecht auf 
ten Punkte entfpredend. , etnanber ftebenden Strablen 

; bes einen gwei fenfredt auf 
; etnanbder ftehenbe bes an- 
i Deren. 


24. Lehrſatz. Werden in 24. Lehrſatz. Werden über 
cinem Strahlbüſchel zwei einer Punktreihe zwei 
parallele Gerade gezogen, Strahlbüſchel fo conftruirt, 
jo entſtehen auf ihnen zwei dag die entſprechenden 
propottionale Punktreihen. Strahlen der rechten Winkel 

zuſammenfallen, ſo ſind die 
Bäſchel gleich und fallen 
ganz zuſammen. 


25. Lehrſatz. Werden durch 25. Lehrſatz. Werden von 
einen Parallelſtrahlbüſchel zwei PunktenS S,„Gerade, 
w,abed.... beliebige Srans- | je eine parallel zu einer des 
derſalen ſi, ſagelegt, foent- | anberen gezogen, 
teben auf ihnen proportio- a, haz, B, Ilo ete., 
nale Punftreiben. Fig. 23a. fo entftchen an G, und 6, 

grew Strahlbüſchel. Fig. 


§ 4. 


Ronjectivifde Lage ber Grundgebilbe. Sunvolution”). 


G8 feten jest gwei conforme Punftreihen auf einer und berfelben 
Geraden gelegen und zwei conforme Strahlbüſchel mit thren Scheiteln 
an einanber gelegt. Es drängt fich hier bie Frage anf: 

„Ob und unter welchen Umſtänden bet diefer Lage entfprecende 

Glemente ber beiden Grundgebilde auf einander fallen ?“ 

Offenbar nämlich ift, wenigftens bem Anſcheine nach, die Möglichkeit 
ba, bag von den Punkten und Strahlen der in ben Geraden f, Fig. 27. 
md bem Scheitel S Fig. 28. vereinigten Punftreifen s,AACBD und 
sA'CBD’ und Strahlbüſchel S,achd und S'a’c’b’d’ ein Baar ents 
iptechende Punkte 3. B. E und E’, und Strablen, 3. B. e und e’ gue 
fammenfallen. Vermöge § 2. Lehrſatz 10. wiffen wir jedoch ſchon tm 
Yoraus, daß, wenn entfprecende Elemente gufammenfallen, ihre Anzahl 
nicht mehr als zwei betragen kann; benn fielen drei Paar entfprecden- 
ber Elemente, 3. B. A und A’, C unb C’, B und B’ Fig. 27, over 
aund a’, c und c’, b und b’ Fig. 28. auf einander, fo gäbe es nad 


*) Die Benrennung: ,,conjectivifd” ift im Folgenden nur ber Kürze wegen gee 
worden. 


Beißenborn, Projection. 5 
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bem genanten Gage fiir jedes weitere Element D oder d nur ein ent 
fprechenbes D’ oder d’, und dies müßte mit D oder d zuſammenfallen. 
Wir haben alfo den 


1. Lehrſatz. Jn zwei conjecttoifd gelegenen Orund- 
gebilden finnen höchſtens zwei Paar entfpredender Ele: 
mente gufammenfallen; fallen drei ober mehr Paare 
zufammen, fo fallen aud alle ibrigen gufammen, und 
nie Grundgebilde find nidt nur conform, foubern con- 
qruent. 


Es find nun zwei Falle gu unterfdeiden, ob ndmlich die auf der- 
felben Geraden vereinigten conformen Bunftreihen, um von defen gue 
nächſt gu fprecen, dieſelbe (Rictung ber) Aufeinanderfolge der 
entfprecdenden Punfte befigen, ober nicht. Schon aus Fig. 32. gebt 
hervor, daß wenn zwei Punktreihen s,ACBD und s’,A’C’BD’ auf die 

‘ beiden nad § 3. Lehrfag 7. möglichen Weifen in perfpectivifde Lage 
gebracht werden, bie beiden Lagen's, und s,, welche die 8’ einnehmen 
fann, fic) dadurch unterfdeiden, dag bei erfterer die Punkte A,,C,,B,,D, 
von links nach rechts, auf s, aber A, C,, Bz, D, von redts nad 
links verlaufen. Daffelbe fann natürlich auch jtattfinden, wenn zwei 
Punttreiben auf derfelben Geraden vereinigt find. 


a) Es feien die conformen vereinigten Punktreihen s,A,C,B,G, 
und s,A,C, BG, von gleiher (Ricdtung in der) Aufein- 
anberfolge der entfpredenden Punkte Fig. 48a. Um die Figur 
nicht gu ſehr mit Buchftaben zu überladen, follen die beiden Punftret- 
hen nicht wirklich als in derfelben Geraden, fondern nur als in zwei 
ſehr nabe an einanber liegenden Geraden liegend, dargeftellt werden. 
Man hat ſich aber vorzuſtellenu, daß s, und s, gufammenfallen, und 
bag alfo ber Punkt C, 3. B. auf derfelben Geraden liege, wie C,, 
und gwar an der Stelle der s,, die man erhalt, wenn man von C, 
eine Senfrechte auf s, fallt, ebenfo By u. f. w. Es wird alfo von 
ben vereinigten Geraden 8, und s, alS von nur einer eingigen ge- 
fprochen werden. O, und Q, feien die Gegenpuntte, und G,, H,; 
G,, H, bdie entfpredenden, gleidweit von O, und Q, entfernten 
Punkte § 3. Lehrfag 9. Es koͤnnen num bret verfdiedene Falle ftatt- 
haben rückſichtlich der Lage, welche die vereinigten Punktreihen gu eins 
anber haben können. Entweder nämlich ift 

a) bie Strede O,Q, > 0,G, + Q,G,, bd. h. 0,Q, > 20,G, 
ober O,Q, > 2Q.G.,, Sig. 48a. ober: 

b) 0,Q, = 0G, + Q,G,, >. h. G, und G, fallen in ber Mitte 
von O,Q, jujammen; Fig. 48b. oder: 

c) 0,Q, < 0O,G, + Q,G,, db. §. 0O,Q, <20,G, ober 

0,Q, <2Q,G,. ig. 48c. 

In allen bret Fallen fieht man fogleid, daß ein Paar ents 
fpredender Punkte nur gwifden O, und Q, zuſammenfallen fann, 
denn dem Punkte O, entſpricht der Punt oo ber Reihe A,CLB, ...., 
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jedem Punkt rechts von O,, 3. B. bem H, cin Punk lints von Q., 

z. B. H,, dem Punkt oo der Reihe A, C,B . ber Punkt Q., 

bem Punft C, der Punkt C, rechts bon Q, u. f. w. G8 fet mun 

im §alle a) M, und M, ein entfprechendes und gufammenfallendes 

Punttpaar, welches alſo ij O, und Q, und gwar, wie man fid 

ſogleich überzeugt, gwifden O, und G, ober gwifden Q, und G, 

liegen mug, fo mug nad § 2. Lehrſatz 17. und § 3. Rehrjag 9. fein: 
O,M, -Q,M, = 0G, -9,G4, = 0G;. 

ober (0,G, + M,G,)(Q,G, —M,G,) =0,G? 

ober 

0,6, + (M,G, —M,G,)0,G, —M,G, -M,G,=0,G; 


ober G,G,-0,G, —M,G, -M,G@, =0 
ober G,G,-0,4G, —(G,G, + M,G,) M,G, =0 
alfo M,.G2+G,G,-M,G, =G,G,-0,G, 


folglich M,G,= — +Va,a, -0,G4,+ (8. 
Da der Ausdruck unter dem Wurzelzeichen jedenfalls größer iſt als: 


2%)", ofp = a, @, 0,4, + (CaS) > OSs 
ift, ein negativer Werth fir M,G, aber feinen Sinn bat, fo ift das 
+ Reichen gu nehmen, und es ‘it alfo 


G,G G,G,\? 
MG, — — ot V aa, : 0,G, 4 (S:S2) ° 
Ghenfo findet man auf ber anderen Seite 


N,G, = 9% 4 Va,a,-a,4, + GS)’ 
Dr mm Q,G,—=0,G, it, fo ft MG, =N,G,. 


Man fieht daher, oar man fiir M, ober M, — Werthe er⸗ 
hit, wenn O,Q, > 20G,, daß es alfo dann zwei Punttpaare M,, 

F UN, giebt, bie ber ty cae geniigen, Fig. 48a, und bag 
dieſe beiden Punkte M, (ober M,) und N, (ober N,) gleichweit von 
der Mitte — G,G, over O 8 heey alfo auch gleichweit von 
Q, umd O bag es, wernt O Q, = G, ift, Fig. 48b., nue 
em ſolches gunttpaae giebt, und war G en G,, daß endlich, wenn 
0,20, <20,G, ift, Fig. 48c, es teins gtebt. ‘Dem im Fale b) 
nit GG, =, alfo aud M G, =N,G, =0, alfo fallen dann 
beide Bunttpaare nach G, ober d.,i 2, im Falle 9 aber, Fig 48 c., migten 
entſprechende Punttpaare, wenn “fie zufammenfallen follen, entweber 
zwiſchen Q, und G, oder gwifden O, und G, legen und man bitte, 
wenn wir wieder ein folches Baar entſprechender Punkte, die auf der 
Strede Q.G, zuſammenfallen, mit M, ober M, ——— 
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O,M, -Q,M, =0,G/ 

ober: (0,G, + M,G,)(Q,G, —M,@,)= 0,4? 
ober : 

0,G? + (M,G, —M,G,) 0,G, —M,G, : M,G, — 0,G? 
ober: —G,G,-0,G, —M,G, -M,G, =0 
ober: G,G,-0,G, +M,G,-M,G, =90, 
eine Gleidhung, die unmöglich gu erfüllen ift, ba die Summe zweier 
pofitiven Produlte nie —O fein fann. 

B) Dte vereinigten Punktreihen haben entgegengefegte Richtung, 
Fig. 49. Man fieht hier, daß entfprechende Punkte nicht auf der 
Strede O,Q, gufammenfallen können. Denn dem Punkt Q, der s, 
entfprict ber Punkt oo ber s,, dem Links von Q, gelegenen C. das 
rechts von oo (auf s,) gelegene C,, dem B, das B, u. ſ. w., und 
mat fieht, bag wenn man einen Punkt C,, B,, W,, auf der s, links 
von Q. annimmt, fein entfpredender auf ber (mit s, vereinigten) s, 
linfs von O, liegt. Es mug nun auf der s. jedenfalls einen Puntt 
W,, vont der Beſchaffenheit geben, daß fein entfprecender W, auf s, in 
denjelben Punt fallt, den Q, beim Zufammenlegen der Geraden s, 
und s, einnimmt. Fallen nun entfprecende Buntte gufammen, fo kann 
e6 nur auf der Strede WW, gefdeben, ba, wenn auf s, ein Buntt 
von Q, nad W, geriidt ift und fein entfpredjender von oo auf s, 
nad W, gekommen ift, fie nur gwifden W. md W, jufammenge 
fallen fein fdnnen. Es können alfo die entfpredenden Punkte nur 
auferbalb ber Strede Q,Q. auf einander fallen. W., und W, 
aber können wieber eine doppelte Lage haben, denn es mug nad § 2. 
Lehrfag 17. und § 3. Lehrſatz 9. 

O,W,:Q,:W, = 0,G,-Q,G, = 0,G? =Q,G? . 
fein. Iſt alfoQ,W, < Q,G,, fo mug O,W, > 0,G, fein, alfo 
liegen in biefem alle W, und Wy auf ber den Puntt Q, einfdlie- 
fenden Strede G,G,, Fig. 49a; ift Q.W, > Q.G,, fo mug 
O,W, <0,G, fein, dann aber können M, und M,, dig. 49b., 
wiederum nur auf der Strede G,G, der W,W, liegen. Es fin- 
nen alfo zwet Punkte nur gufammenfallen außerhalb ber Strede O,Q, 
und innerhalb ber Stree G,G,, ebenfo auf der anderen Geite aufer: 
halb O,Q, und innerhalb 1H, H.. Wir haben nun auch bier die 


Gleichung O,M, -Q,M,=0,G/ 

oder: (O + M,G,)(Q,G, —M,G,) = 0,G;? 

ober: (M,G,—M,G,)0,G, —M,G, -M,G, =0 

over: (M,G, —M,G,)0,G, —(G,G, —M,G,)M,G, =0 
ober: (G,G, — 2M,G,) 0,G, —(G,G, —M,G,)M,G, =—0, 
ober: | 

G,G,-0,G, —G,G,-M,G@, —20,@, -M,@,+ M,G; = 0 
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over: M,G2 —(G,G, + 20,G,)M,G, =—G,G, -0,G,, 
eine Gleicung, bie nie unndgt ift, ba bie linfe Seite fics fchreiben 
apt M,G, (M,G, ec + 20,G,)). Nun ift nad der Vor⸗ 
audfegung M, G, =<G,G — alfo um fo mehr <G,G, + 20,G,, 
folglich der Factor M, 'G, — (G,G, + 20 iG.) negativ, att 
erhaͤlt demnach 
(224 0,4,)'—G,G,-0,6, 

MG, = ("534 0,G JtVE& “1-24 0,G,) —G,G,-0,G, 
durch welche gleichfalls bas eben — beſtätigt * da 
(“2 40,4,) ( G.G. 0,4, + 0,42 

9 ae | Se 2 1“"2 i414 i 1 


| > G,G,-0,G,. 
Da ber Anusdrud unter bem Wurzelzeichen 


= (""2)'4 0,4, alfo > (S82) iff 


fo fe V@2y+ O,G,2 = S202 4 9, 
Ribme man bas — Reichen, fo erhielte man 
M,G, =G,G, + 0,G, +2, 
es wire alfo M,G, > G ,Gq, was nicht mBgfid ift, es ift alfo bas 


— Zeichen zu nebmen; baf man dann ftets einen pofitiven Werth ex⸗ 
hilt, ergiebt fich fogleid) baraus, daß 


Vee + 0,G )— G,G,-0,G,< Cabs alg 0,G, iſt, 
md man bat alfo: 
M,G,=(“:22+4 0,4 JVEe “410.4 y =G. G30. Gs: 
Chenfo ift anf ber anderen Seite 

H,H H,H 3 a 
N == * +0,H,) —~/ @2+0.8,) —H,H, ; O,H,, 
md ba H,H, =G,G,,0,H, =0,G, iſt, 
fo ift affo N,H, =M,G,; alfo ftehen, da 0. 4, =Q,G, ift, 
N, und M, gleich weit vont ber Deitte von O Q, _ 

Ebenſo find bet Strahlbüſcheln S 7 git —— easy 
bie fo gelegt find, bag ibre Sieitel S — —— gi zwei 
Bille gn unterfdjetden, ob ndmlid) in beiben bie entfpredenden Strah⸗ 
len in beiden Strahlbüſcheln nach derfelben Richtung bin, 3. B. von 
lints nach rechts verlaufen, ober ob die Strahlen des einen Büſchels, 
welche den von Links nach rechts verlaufenden Strablen bes anbdern. 
entipredjen, bon rechts nach links verlaufer. 


a) Die entfpredenden Strahlen folgen in gleider Ridhtung 
auf einander. Man hat hlebet augenſcheinlich wieder bret Möglichkei⸗ 
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ten in’s Ange gu faffer, nämlich, ob die Winkel gg, und g,t, fo 
groß find, dag, wenn fie an s, und t, nad verfdiedenen Seiten bin 
angetragen werden, zwiſchen g, und g, noc ein Winkel gg, bleibt, 
Fig. 50a., oder ob g, und g, auf einander fallen, Fig. 50b., ober 
ob s,g, und tg, in einander übergreifen, Fig. 50c., oder ob 

a) s,t, >2-s8,g, oder > 2-t,g,, Fig. 50a. 

b) 8,t, =2-8,2, =2-t.g., Big. 5Ob. 

c) 8,t, <2-8,g, ober <2-t,g,, tig. 00c. 
ift. Die auf einander fallenden Strablen heißen m,, m,; fie miiffen, 
wie man fid mit Hilfe ber Aufeinanderfolge entfprechender Strahlen 
fibergeugt, gwifden g, unb t,, ober zwiſchen g, und s, liegen, wenn 
8,t,, wie es ftets miglid ift als fpiger Winkel vorausgefegt wird. 
Sun ift, wenn wir guerft unterfudjen, ob zwiſchen g. und t, wirflicd 
Strahlen auf einander fallen, nah § 2. Lehrſatz 17, und nad § 38. 
Lehrſatz 9. 

tang 8,m, - tang t.m, — tang? 8,¢,, 
wenn g, die Eigenſchaft hat, dag fein entfpredender Strahl g, mit 
t, einen Winkel t,¢, —s,¢g, bildet. Nun ift in allen drei Fallen 
a}, 6), c), tgm, =8,t, —s,m,, alfo 
tang 8,m, - tang (s,t, —s,m,) = tang? s,g,, 


— bs athe ts Nas 
Over: tang 8,m, — engin = tang? 5,91. 
ober: 
) tang? s,m, — (1 — tang? s,g,) tang 8,t, - tang s,m, 
= — tang? 8,8). 


Die Falle a), b) fonnen, da 8,t, < 90° ift, nur eintreten, wenn 
8,8, < 45° ift, ber Fall c) aber fann ſowohl dann ftatthaben, wenn 
8,8, < 45°, al8 auch, wenn s,g, > 46° ift. Dak es im legteren 
Halle, alfo wenn a,g¢, > 45° ift, keine zwei entfprechenden, auf eins 
anber fallende Strablen geben fann, erbellt fogleidh aus der letzten Glei- 
ung, bent eS iſt dann tang2s,g, > 1 und ba man der Gleichung 
bie Form geben fam: 

tang* s,m, + (tang? s,g, — 1) tangs, t, -tangs,m, 

—= — tang’ s,g, 
und tang?s,m, pofitiv fein mug, fo müßte eine Gumme pofitiver 
Zahlen ein negatives Refultat geben, was unmöglich ift. Es mug 
alſo 8,g, <.45° fein. Um num die Gleichung weiter zu unterfuchen, 
milffen wir fie etwas umformen. Gm Falle a), Fig. 50a, ift 


8:t, — 818, + t,8,- 


Da aber 8:g, = tg, ift, 
fo ift $681 = 88% 
alſo sita = 8,81 + 8183. 


Ferner iſt 84M, = 51:82 + §,m,. 
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Werden dieje Werthe a,¢g, + 8,8, fie s,t, und e.g, + ¢g,m, fir 
s,m, in die Gleichung +) eingefegt, und tang (8,¢, + 8,4), 
tang (8,g¢. +g,m,) nad befannten Regeln entwidelt, fo erhalt man, 
nachdem man den actor (1 -+ tang? s,g,) ausgefdieden bat, die 
Gleichung: 
tangꝰ s,g, tang s83 tang?ꝰ g.m, + tang? 8831 - tangs,g, 
- tang g.m, 
— tang*s,g, - tang g,m, — tang? g,m, — tang’ 8,2, 
+ tang 5,g, - tang s,g, 
+ tangs,g, - tang gam, — tangs,g, : tangg,m, = 0. 
G8 ift ferner 8,2, = 8,2, — 8182. Wird diefer Werth eingefest, 
fo erhalt man nad) Ausfonderung bes Factors (1 -++ tang? s,g,) dte 
Gleidhung: 
(tang 8,g, - tang g,g, — (1 — tang? s,g, )) tang? g.m, 
— (1 — tang? 5,g,) + tang g,g, - tang g,m, + tang s,g, 
- tang 81g, = 0. 
Da nun nad der Vorausfegung s,g, < 45° ift, fo ift 
2. 
tang 2-8;8, = erry, 
indem auch ber Winkel 2-s8,g, dann ein fpiger ift und alfo die bis. 
herige Bezeichnung (vgl. § 1. Extlarung 22.) beibehalten werden fant. 
| __ 2: tang 8,g, 
Es iſt alſo 1 — tang? B42; ere | 
Wird diefer Werth in die legte Gleichung eingefegt, fo nimmt fie bie 
yorm an: 
(tang 2 - 8,g, - tang g,8, — 2) tang? gm, — 2tang g,g, 
‘tang g,m, + tang 2-6,g, - tang g,g, = 0. 
ober: —(1 + 1— tang 2 -8,¢, - tang g,g,) tang? g,m, 
— 2tang · tang gam, — — tang 2-5, g, - tang £183. 
‘ — __ tang 2+8,¢ -+- tang g,g 
Run ift 1— tang 2-s,g, - tang g.g, ae Ge EE) 
ww, DE 2-918, T HONE S1Bs 
= tang 8,6, : 
folglid) (tang s,t, + tang2-s,g, + tang g,g.) tang? gam, 
-+ 2. tang g,g2 - tang 8,t, - tang gam, = tang 2-8,8; 
-tang 2,2, ° tang 8,t,, 
eine Gleichung, die fteté gu erfüllen möglich iſt. Es giebt alfo im 
Galle a) ftets ein Paar Strahlen von der verlangten Eigenſchaft. — 
3m Falle c), Fig. 50c., hingegen iſt, 
B,M, = 8,8, + 8,My, 8yt, = 848, + toB, = 9181 + 88a 
Werden diefe Werthe in die Gleichung +) eingefest, fo ergiebt ſich 
nad Ansfondernng bes Factors (1 -+ tang? 8181) bie Gleichung: 
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tang? 8,¢g, - tang 8,g, - tang? g,m, — tang? g,m, — tang s,¢, 
-tang g,m, + tang’ sg, : tang g,m, + tangs,g, - tang g,m, 
— tang? 8,g, - tang 8,g, - tang g,m, + tangs,g, - tangs,g, 
— tang? s,g, = 0. 
erner ift 8,25 — 8,8; — g182. Wird diefes eingeſetzt, fo erbatt 
a a Ubfdeidung bes Factors (t+ tang? 8,g,) die Gleichung 
(tang 6,g, - tang g,8. + (1 — tang? s,¢,)) tang? g,m, 
+ (1— tang? 5,g,) tang g,g, - tang g,m, + tang s,g, 
‘tang g,g, = 0. 
Da nun nad ber Vorausfegung s,g¢,< 45°, alfo 1 — tang? 8,2, 
poſitiv ift, fo enthalt bie Linke Seite nur pofitive Poften, und ba auch 
tang g,m, poſitiv fein mu, fo fieht man, bag die Gleichung gu er: 
fallen unmöglich ift. Es fonnen alfo im Falle c) Fig. 50c, weder 
wenn 8,8, > 45°, noch wenn s,g, < 45° ift, gwei entſprechende 
Strahlen auf einander fallen. Aus der Gleichung +) folgt nun um 
ben Winkel s,m, Fig. 50a wirklich gu berechnen: 





| 1—tang*s,g ? Il— tang? s,¢ 2 
(tangs, m, — 2 “4: . tang »,t, } =( —— -tang 8, t9) 
— tang’ 8,2, 
ba 8,8, <45% alſo Me 88: _ mB 818s iſt: 
ober, 1814 / @ " — —— 
tang 8,¢ — — — — — 
tang s,m, — —— (tang st, + Vtang? 8,t,— tang?.2- 8,8,)- 


Es ift leicht gu fehen, daß hier das pofitive Borzeichen vor der Qua: 
bratwurgel gu nehmen ift, denn, da s,m, > 8,g, nach der Annahme 
ift, mug aud tangs,m, > tangs,g,, alfo der Factor, mit bem 
tang s,g, multiplicirt ijt, > 1 fein. Es mug alfo: 
tang 8,t, * Vtang? 6,t, — tang? 2. 8:2, > tang 2-8,2, 
fein. Für bas untere Zeichen würde hieraus folgen: See 
tang s,t, — tang 2-s,g, > Vtang? 8,t, —tang*2-s,¢, 
ober Vtang st, — tang 2-6,g, > Vtang #,t, + tang 2- 8121 
was unmöglich ift; e8 ift alfo bas obere Zeichen gu nehmen, und in 
ver That ift 
Vtang? 5,t, — tang? 2-s,¢, > tang 2+ 8,2, — tang 8,t,, 
benn die rechte Seite ift negativ. Man hat alfo: 
tang s,¢, — ee — 
— (tang 8,t, + Vtang? 8,t, — tang?2-8,¢,). 
Ebenſo ergiebt ſich: 
tu tev — — — — — — 
— (tang?t,s, 4Vtange t,8, — tang?2- t.g.). 
Es ift alfo, ba tg, =s,¢, ift 
8,m, =t,n,. 


tang 5,m,= 


tang t,n, 
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Es giebt alfo tm Falle a) zwei entſprechende Strahlenpaare 
m,, 1,3 Dy, Bo, die auf einanber fallen. 

Im Falle 6b) Fig. 50d. wo s,g¢, — tg, —4s,t, tft, folgt 
aus der Figur, bak g, und g. die einzigen Strahlen find, die anf 
einander fallen, was auch bie Gleidung +) beſtätigt, die dann fibers 
geht in 


tang? s,m, — (1 — tang? 6,g;,) =e ‘tang s,m, 

+ tang? 8,g, =90 
ober: (tang s,m, — tangs,g,)? = 0. 
alfo tang 8,m, = tangs,£;- 


Es fallt alfo auger g, und g, fein Strablenpaar gufammen. 

B) Die entfprechenden Strablen der Strahlbüſchel folgen in ents 
gegengefegter Ridtung Fig. Sla. Dann gtebt es zwei Orte, 
an denen möglicher Weife entſprechende Strahlen gufammenfallen kön⸗ 
nen. Es Fann dies geſchehen in bem Flächenraum, der ſowohl zwiſchen 
8, und s,, alé aud) zwiſchen g, und g, liegt ober in bem, der fowobl 
zwiſchen t, und t, al8 auch zwiſchen h, und h, (vergl. § 3- Lehr 
fag 9) liegt. Wir ſuchen zunächſt bas erftere Strablenpaar m,, m, 
yi beftimmen. Auch bier mug fein nach § 2 Lebrfag 17. 

tang 5,m, -tangt,m, — tang? 5,g,. 
Run ift t,m, — 8,t, + 58,m,. Wird diefer Werth eingefegt, fo ers 
giebt fich 
tang? s,m, + (1 4 tang?s,g,) tang s,t, - tang s,m, —tang? 5,8, 
cine Gleichung, die jedenfalls befriedigt werden kann. Es ergiebt fic 
baber : 
tang 6,m, = i - tang 8,t, 


+]/ (een - tang s,t,) + tang? 8,¢,. 
Es ift hier bas pofitive Vorzeichen gu nehmen, weil fonft tang s,m, 
hegatio wiirbe. Dau hat alfo 
tangs,m, = oa Sa ‘tang s,t, 


fi-tang?sig, ....,\%,,. 2... 
—— tang 5,t2) + tang? 5,2, 


und ebenfo erhält man: 


1 -++ tan 


tang tn, = —— - tang t,s, 


2 3 
+ (2+ tne" taBs - tang t,8,) + tang? t,g,. 
Do mm tg, =8,g, ift, fo fieht man, baf tn, s,m, fein muß. 
Sind ſchließlich die vereinigten Punktreihen proportional, und zwar 
Made in gleider Rictung verlaufend, Fig. 48d., (es find in dieſer 
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Sigur, ba nicht fo viele Puntte vorfommen, die Punktreihen als wirk⸗ 
lich auf einer und derfelben Geraden Liegend, bargeftellt, und nur die 
Hille unterfdieden, bie, wenigitens auf den erften Unblid, einen Unter- 
fied im Refultat möglicher Weife bedingen könnten, ob ndmlich 1) die 
Stree A,B, theilweife mit der Strede A,B, gufammenfallt, oder 
ob fie 2) gan} außerhalb A,B,, ober 3) gat; innerhalb A,B, liegt); 
fo (apt fic) immer ein Bunt M ber Art finden, dak ſich verhalt 


A,M_ A,M A,M A, — A,o 
ou = Bn BM : Ba = B ——, Man erhäͤlt namlicd 











" Boo” 
bet Punktreihen, die in gleicher idin verlaufen, in allen Fällen 








B,M= — — — 35 verlaufen fie entgegengeſetzt, Sig. 49c. fo ergiebt 
fic) ftets B,LM = * aa ; alfo fedenfalls ein geometrifd con. 


ſtruirbarer Werth, — Liegen ferner zwei gleiche Strahlbüſchel con⸗ 
jectiviſch und verlaufen ſie einſtimmig Fig. 50d; ſo iſt ſogleich Mar, 
daß fte entweder mit keinem Paare entfprecender Strablen zuſammen⸗ 
fallen können, ober daß fie mit allen gufammenfallen milffen. Ver— 
laufen fie entgegengefegt Jig. 51b, fo ift Mar, bag fie ftets mit zwei 
entſprechenden Strahlen zuſammenfallen müſſen. Denn man braucht 
nur ben von zwei entſprechenden Strahlen gebildeten Winkel, z. B. 
Z aa’ 3u balbiren, um den einen fic felbft entfpredenden Strabl 
m zu erhalten; ber gu ihm ſenkrechte n mug ber andere fein. 


Faſſen wir bas Bisherige gufammen, fo erhalten wir den 
2. Lehrſatz. Sind zwei 2. Lehrſatz. Sind die 


conforme SPBunftreiben anf 
verfelben Geraden vereinigt 


und geſchieht 


a) bie Aufeinanderfolge 
entfpredmender Buntte in 
gleicher Ridtung, und ijt die 
endlide bon den Gegenpunk— 
ten eingefdloffene Strede 


a) 0,Q,>2-0,G, (§ 3. 
Sehrjag 9 9) Fig. 48a, fo fal 
Cen gwet Baar peda ae 
Puntte M,, Mi; N zu⸗ 
ſammen, namlid M, at at 
N, auf N,. Die Buntte, wo 
biefes geſchieht, liegen auf 
ber von O, und Q, begrenz— 
tert enbliden Strede O,Q,, 
und find gleidhweit bon O, 


Gcheitel zweier conformer 
Strahlbüſchel in demſelben 
Punkte vereinigt und ver— 
laufen 

a) bie entſprechenden 
Strablen in gleicher Dre- 
hungsridtung und ift der 
pon ben nicht entfpredenden 
Strablen ber ent{predhenden 
redhten Winkel eingefalof- 
fene Winkel 

a) 8,t,>2-8,g8, (§3 Lehr: 
fag 9) Big. 50a, jo fallen 
zwei Paar entfpredender 
Strahlen m,,m,; n,,n, zu— 
ſammen, nämlich m, auf m,; 
n, aufn, Die Strablen, 
wo dieſes gefdieht, liegen 
auf bem bon s, und t, ein- 
gefdloffenen piben Wins 
fel 8,t,, und find gleidh weit 
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und Q,, desgleiden gleid- 
weit von ber Mitte von 
O,Q, entfernt. 

b) O,Q, =20,G, dig. 48b. 
Dann fallen nur zwei ent- 
fpredenbde Bunfte, und gwar 
bie Punfte G,,G, (83 Lehr- 
fag 9) zuſammen. €8 giebt 
alfo nur ein Paar entfpre- 
denderundzufammenfallen- 
rer Punfte. Oer Punt, wo 
fie gufammenfallen, ift die 
Mitte der endliden Strede 


0,Q.,. 

c) 0O,Q,<20,G, Fig. 48c. 
Dann giebt es tein Paar 
ent{predenbder und auf ein- 
ander fallender Bunfte. 

B) Berlaufen bie Puntte 
ber Punktreihen in entgegen- 
geſetzter Ridtung, fo giebt 
es ftets amet Paare entſpre— 
chender und zuſammenfal— 
lender Punkte M, und M,; 
N, und N, Fig. 49a und 49b. 
Die Punkte, wo fie gufam- 
menfallen, fiegen auferhalb 
ber enbdliden Strede O,Q,, 
gleichweit von O, und Q,, 
unb gleidweit bon ber Mitte 
von O,Q, entfernt. 

vy) Gind dle conjectivifd 
fiegenbden Punktreihen pro- 
portional, fo giebt es ftets, 
jie mögen in gleicher ober 
entgegengefegter Ridtung 
verlanfen, zwei ſich felbft 
entfpredende Punkte, die 
jufammenfallen. Der eine 
ift ber anendlidh entfernte, 
ber anbere ein in enbdlicer 
Entfernung liegender Punkt. 
gig. 48d, 49c. 


bon 8, und t,, vesgleiden 
gleidhweit von ber Mitte von 
8,t, entfernt. 

b) 8,t, =2-8,2, Fig. 5Ob. 
Dann fallen nur zwei ents 
fpredhenbe Strahlen, und 
gwar bie Strablen g,, ge 
(§ 3 Lehrſatz 9) gufammen. 
Es giebt alfo nur ein Baar 
entfpredenbder und gufame 
menfallender Strahlen. Der 
Strahl, wo fie zuſammen— 
fallen, ift die Mitte des 
fpigen Winkels s,t,. 

c) 8,t, <2-8,g2, Fig. 50c. 
Dann giebt es fein Paar ent. 
‘ferechender und auf einans 
ber fallender Strabhlen. 

B) BVerlaufen die Strabh- 
fen ber Strahlbüſchel in 
entgegengefegter Drehungs— 
ridtung, fo giebt es ftets 
zwei Paare entfpredhender 
und zuſammenfallender 
Strahlen, m, und m,; n, und 
n,- Fig. dla. Die Strahlen, 
wo fie gufammenfallen, lies 
gen außerhalb des fpigen 
Winkels s,t,, glethweit von 
8, undt,, und gletdhweit von 
ber Mitte bon s,t, entfernt. 

vy) Sind bie confectivifd 
liegenden Strahlbüſchel 
gleich, fo giebt e8, wenn fie 
in gleider Richtung verlau- 
fen, entweder fein Baar ents 
fprehender Strahlen, die 
zufammenfallen, oder fie 
fallen alle zuſammen; bere 
faufen fie entgegengefest, 
fo giebt e8 ftets gwet, Paar 
entfprehender Strablen m 
und n, die gufammenfallen. 
Dtefe beiben Strablen m 
undn ftehen rechtwinklig auf 
einanber. Fig. 50d, S1b. 
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3. Erklärung. Die ent- 8. Erklärung. Die ents 
{predhenden und gufammens | fpredenden und zuſammen— 
fallenden Punfte M, und M,, fallendben Strahlen m, und 
N, und N, ig. 48a, 49. m,, n, und n, Fig. 50a, 5Sla. 
heißen Hauptpunkte. heißen Soupt rahlen. 

Von befonberem Ynterefje ift der Fall, wenn man die conformen 
Punktreihen mit ben Gegenpunften O,, Q,; die conformen Strahl 
büſchel mit ben Strablen ber entfprechenden Winkel auf einander fallen 
läßt, unb gwar fo, daß s, undt,, t, unds, gufammenfallen. Fig. 52. 53. 
Wegen ber grofen Widhtigkett dtefes Falles hat man ihn mit einem 
befonderen Namen belegt. 


4. @rflirung. Sind zwei 4, @rfldrung. Sind zwei 


conforme Bunftrethen conforme Strahlbuſchel 
8,A,G,B,0H,0,, 519,818, h, byt, 
8,,A,G,B,Q,H,0 2/928 8,h,b,t, 


auf einer Geraben s der Art 
vereinigt, daß ihre Gegen— 
punkte O, und Q, zuſam—⸗ 
menfallen, fo fagt man: dte 
Punktreihen (tegen involuto- 
rif; ober fte bilden eine 
suvolution ober man fpridt 
bon ben vbereinigten Puntt- 
reithen wie von etner einzi— 
gen und fagt: „die Punkt— 
reihe 8.B,E,D,A,0,.... ift 
involutorifd” ober „bildet 
ae Involution“. Fig. 52a, 


mitibren Scheiteln in einem 
Punkte S ber Art vereinigt, 
bag bie nidt entfpredenben 
Strablen ber entfpredenbden 
redten Winkel, 8s, mit t,, 
t, mit s, gufammenfallen, 
fo fagt man: Die Strahl: 
bitfdel liegen involutorifd; 
ober: fie bilben eine Invo— 
lution ober man fpridt von 
ben vereinigten Strahlbü— 
fheln wie von einem etn gt- 
gen und fagt: „der Strabl- 
bifdel S,,b,g,d,a,8, ift in- 
volutorifdh” oder ,bildet 
eine Involution“. Fig. 53a, 
53 b. 


5. Erfldrung. Der Punkt,| 5. Erklärung. Die Strah: 
in welchem O, nnd Q, jus | len, in welden 5, und t,, t, 
fammenfallen, heißt der | und s, gufammenfallen, bet: 
Gentralpunft der Involution. fen die Mormalftrablen der 

Involution. 

Es verſteht ſich von ſelbſt, daß auch hier noch das 8 2. Lehr⸗ 
fag 17 aufgeſtellte Geſetz gilt. Iſt O, oder Q, ber Centralpunkt 
ver Involution, C,, C, ein Paar entſprechender Punkte, fo iſt 
0,C, -Q,0, ober 0,6, -0,C, ober QC, -Q,C, fonftant. 
Ebenſo ift, wenn s,, t, ober.t,, s, die Normalſtrahlen, und c,, cg 
eit Baar entfpredhender Strablen find, tang s,c, - tang tac, ober 
tang 8,¢,-tangs,c, ober tangt,c, -tang tc, conftant, und ebenfo 
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tang t,c, - = S.C, ober tangt,c, - tang t,c, ober tang sc, 


-tang 8,C,. an bat alfo ben 


6. Lehrfag. Das Prodult 
per Abftande irgend gweiter 
entfpredenden Punkte C,, 
C,; D,, D,; E,, E, etc. einer 
Gnvolution bon bem Gen: 
tralpunftte O, (oder Q,) bat 
filets benfelben Werth. Es 
ift alfo 


6. Lehrfak. Das Prodult 
ber Tangenten ber Winkel, 
bie bon irgend zwei entfpres 
chenden Strahlen c,, cq; d,, 
d,; €,, @, etc. einer Guvolus 
tion unbdeinem der Normals 
ftrablen gebilbet werden, 
hat ſtets denfelben Werth. 
Es ift alfo 

tang 8,C,- 
= tang s,d, - 
= tang s,e, ° 

tang t,c, - 
— tang t,d, - 
= tangt,e, - 
= etc. 


Lapt man die Big. 48a., 48b., 48c. in bie Fig. 52a,; 
dig. 49a., 49b. in Fig. 52b.; Fig. 50a, 50b., 50c. in Fig. 53a; 
dig. 51. in Fig. 53d. übergehen, fo erhalt man ſogleich den 


7. Lehrſatz. In gleider 
Ridtung (oder einftimmig) 
verlaufenbde involutorifde 
Bunttreiben haben nie einen 
Hauptpuntt. Ftg. 52a. Yu 
entgegengefegter Ridtung 
(ober entgegengefegt) vers 
lanfenbe involutorifde 
Punftreiben haben ftets 
zwei Hauptpuntte, und zwar 
find dies bie Punkte G, oder 
G,, H, ober H, (§ 3. Lehr— 
fag 9). Ste ftehen gleidwmeit 
vom Gentralpunft ab und 
das Quadrat ber Entfer— 
nung eines jeden von ihnen 
vom Centralpunkt 

0,G? = 0,G? 
bildet ben conftanten Werth 
bed im Lehrſatz 6. erwähn— 
ten Prodults. Fig. 52b. 


7. Mebrfag. Yu gleider 
Orehungsridtung (oder etna 
fttmmig) verlaufenbde invo— 
lutoriſche Strahlbüſchel ha— 
ben nie einen Hauptſtrahl. 
Fig. 534. Yu entgegenge— 
ſetzten Drehungsſinn — 
eutgegengeſetzt) verlaufende 
involutoriſche Strahlbüſchel 
haben ftets zwei Hauptſtrah— 
pat oe gwar find bies bie 

trablen g, oder g,, h, oder 
h, (§ 3. ebrfag 9). Sle ftee 
ben gleidhweit bon ben Nore 
maljtrablenab und das Qua⸗ 
drat der Tangente des von 
jedem von ihnen mit einem 
der Normalſtrahlen gebilde— 
ten Winkels, 

tang? 881 = tang? 5,81 
= tang? 5,h, = tang? s,h,; 

tang? t,g, = tang? tg, 
= tang? t,h, = tang? t,h, 
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bildet ben conftanten Werth 
bes in Lehrſatz 6. erwähnten 
Prodults. Fig. 53b. 


Es ergiebt fich dies unmittelbar aus der Figur, fowte durch Red- 
nung, denn in O, oder Q, fSnnen im erften Falle feine entfprechens 
ben Punkte vereinigt fein, weil die bier gufammenfallenden Puntte O,, 
Q,, fic nicht entfprecen, und wenn augerdent zwei entfprechende Punkte 
M,, Mg dbennod in O, oder Q, lagen, die Gleichung gelten mifte: 

O,M,- Q,M, =0,G7= Q,G. 
Da aber M, und M, mit O, ober Q, jgufammenfallen, alfo O,M, 
= Q,M, =0 ift, fo mifte fein O,G, = Q,G, =0, was gegen 
bie Vorausfegung. ift. Ware aber im der That 6,4, = Q,G, =0, 
fo wiirde jedem Puntte A, der Reihe 5,,A,G,B,Q., der zwiſchen 
G, und oo liegt, ein Bunft A, ber Reihe 8,,A,G,B, oo entfprechen, 
ber zwiſchen G, und O,, alfo in O, lige; ebenfo würde jedem Punkte 
B, der legtgenannten Reife, ber nicht mit O, gufammenfallt, ein 
Punkt B,, der mit Q, gufammenfiele, entfpreden, ein Fall, der wegen 
feiner Unbeftimmtbeit gang auger Acht gelaffen werden mug. Denn wire 
die Punktreihe s,,00 G,A,O, gegeben, und follte in einer gweiten 
Q,, welches mit O, gufammenfiele, vem Punkt oo und zugleich aud 
bem Punkt G,, ber Punkt oo ver zweiten Rethe aber dem O, der 
erften entſprechen, und der dent A, entfpredenbe der Reihe 8,,Q.Q co 
gefucht werden, fo könnte derfelbe überall zwiſchen Q, und oo liegen 
und fein Ort bliebe völlig unbeftimmt. iegen aber M, und M, 
nidt in O, oder Q,, fo mug fein O,M, - Q,M, oder O,M? 
=0,G;3, e6 müßte alfo O, M, —O,G, fein, ober es müßten in 
G, entfprechende Punfte gufammenfaller ; alſo müßte G, aud in G, 
fiegen, was gegen die Vorausfegung tft, nad welder ole Punktreihen 
0,G, © H, und © G,Q,H, einftimmig verlaufen follen. Auf 
diefelbe Welfe überzeugt man fic) von dem analogen fir Strahlbüſchel 
aufgeftellten Satze*). — Bei entgegengefegtem BVerlaufe ber entfpre- 


*) Paulus in feinem vortrefflichen Werke: „Grundlinien ber neueren Geometric. 
Stuttgart 1858” erflart bie Hauptpuntte in einftimmig verlaufenbden involutorifden 
Punttreiben fie imaginär, aus folgenden Gritnben: „Um die Hauptpuntte M,, 
(ober M,) in conjectivifden Punttreiben, Fig. 48a., 52a,, gu finden, fat man, 
wenn man O,M, burd a, O,M, burd a’, 0,Q, burd q, 0,G? durch p be 
zeichnet, bie Gleidungen a -+ a’ —=4q, und aa’ —p, aus benen folgt: 








— — 
= 42/4 p. 


In diefer Gleichung wird nun, um die Sauptpuntte ber genannten Involution zu 
finden, q=0 gefest, woburd) man erhilta—=+V—p. Bei genauer Erwägung 
aber bemerft man, baf, wenn O, und Q, anf einanber fallen, gwar q==o wird 
unb bie erſte Gieichung übergeht in a+ a’ 0, daß aber, ba bie entfpredenbden 
Punkte ber Vorausſetzung zwiſchen O, unb Q, gufammenfallen follen, gu ſchließen 
ift a==a'= 0; es mififte alfo aa’ = p =o fein, ober es mußten G, und G, mit O, 
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chenden Strahlen, Fig. 52b., hat man die Gleichung O, M2 = O,G,2, 
woraus folgt, dag in G, entfprecende Buntte G, und G, vereinigt 
find, ebenfo in H,. Ebenſo überzeugt man fic von ber Richtigheit 
des obigen Sages bei Strahlbüſcheln. Es läßt fich nun auch leicht 
folgender Gag von Strahlbüſcheln beweifen, der feinen entfprecenden 
an Bunftreiben hat. 


8. Lehrſatz. Ju jedem involutorifden Strahlbüſchel 
fteht ein Paar entfprehender Strahlen s,,8, (oder t,, t.) 
auf etnanber fenfredt. 

Bet entgegengefegbt wverlaufenden Strahlbüfcheln 
giebt es fein anbderes Paar entfpredhender Strahlen, ote 
auf einander fenfredt ftehen. 

PVeieinftimmig verlaufenden involutorifden Strahl. 
büſcheln fteht entweder blog ein Paar, ober es ftehen 
i entfpredenbder Strahlen auf etnander ſenk— 
redt. | 

Das erftere ergiebt fic) unmittelbar aus ber Definition, Erklä⸗ 
tung 6., bes involutorifden Strahlbüſchels, der gu Folge fiets ein 
Paar Strablen s, und t, oder, ba s, auf t, fallt, s, und s, (oder 
t, und t,) auf etnander fenfrecht fteben. Sit ferner, Fig. S3b., a, 
em Strahl bes Büſchels, der innerhalb bes Flachenraumes desjeniges 
rechten Winkels s,s, liegt, welder den Strahl g, einſchließt, fo folgt 
wegen ber Aufeinanderfolge ver Strablen, die in beiden zu Cinem ver- 
einigten Strahlbüſcheln diefelbe fein mug, dag fein entfpredender a,, 
innerhalb deffelben Winkelraumes liegen mu, e8 mug alfo a,a, ein 
fpiger Winkel fein; ebenfo mug derjenige, Strahl b,, der bem Strahl 
b, entfpricht, welcher innerhalb bes ben Strahl h, einſchließenden 
Hlachenraumes liegt, in bemfelben Winkelraum fich befinden, eS mus 
affo auch b,b. fpig fein. Es fann daher bet entgegengefegter Auf⸗ 
einanbderfolge fein Paar entfprechender Strahlen auger s, unds, einen 
rechten Winkel bilden. Anders ift eS bet einftimmigem Verlaufe, 
Sig. 53a. Goll 3. B. a,a, ein rechter Winkel fein, fo geht die 
Gleichung: tang 8,8, ‘tang ta, = tang’ sig. 
ober tang 8,8, - tang s,a, = tang’ s,¢,, 

(weil bann s,a, — 90° —s,a, ift) fiber in 


- tang s,a, -cotang s,a, — tang’ s,¢,. 


— — — — — — — — 


und Q, vereinigt fein, ein Fall, deſſen Unbrauchbarkeit oben dargethan worden iß. 
Würde man trotz der gemachten Vorausſetzung annehmen, daß, wenn O, und Q, 
sufantmenfallen, bie entſprechenden Punfte nicht mehr zwiſchen O, und Q, gu ſuchen 
jein, fo wire ſtatt ber Gleidhung a + a’ =o gu ſetzen, a—a =o, wad eine Glei⸗ 
Guug liefert, bie, mit aa’ = p in Berbindung gebradt, bas Refultat a =V p giebt, ober 
O,M, =0,G,, 

welches aus ben oben angegebenen Gritnden unmiglid ift. Man barf alfo nicht 
ſchließen, bag in bem in Rede fiebenden Falle bie Hauptpuntte tmaginic feien. 
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Es Yann bies aber, da tangs,a, -cotangs,a, = 1 ijt, mur dann 
— wenn tang s, g1, alſo aud) tang? 8,g, =1 ift, ober, wens 
8,8, == 45° iſt. Daun ift aber and fiir “jebes anbere Baar ent 
ſprechender Strablen, 3. B. b, und b,, tangs,b, - tangs,b, =1, 


alſo tangs,b, = — cotang 8,b,, folglich b,b, = 90°, ut 


l für jedes Paar entfprechender Strablen. Es bilbdet daher tann 
edes Paar entfprecdender Strahlen einen rechten Wintel. 


9, Erklärung. Bilden in etuem etnftimmig ver: 
faufenben involutoriſchen Strahlbüſchel alle Paare ent: 
ſprechender Strahleu redte Winkel, fo foll vies eine 
rechtwinklige Snvolution genannt werden. 


Ba die Anzahl der Puntte, bie eine Punttreibe, und die Anzahl 
ber Strablen, die einen Strahlbüſchel bilder, unendlich ift, fo muy 
man fic vorftellen, daß in jedem Puntte der Punttreibe ſowohl irgend 
ein Punkt der Reihe 8A, G,B,H,, als irgend ein Punkt der Reihe 
BoA G,B,H,, und in febemt Strable bes Strahlbüſchels ſowohl irgend 

ein Strahl bes Büſchels S,a,g,b,h, als irgend ein Strahl des 
Baicela S,828.6,h, sufammenfallen. Sm Allgemeinen find diefe 


pifammenfallenden fine entſprechenden, denn es giebt nur bet ber ent: | 


—— etzten Involution nur zwei Hauptpunkte, wohl aber gilt der 
merhoiirdige Sag: 
10. Lebrfag. Fallen in eis 
rer involutorifden Punkt— 


10. Lehrfatz. Fallen in eis 
nem involutorifden Strahl: 





reife zwei Punktez. %.C,,D, 
ber vereinitgten conformen 
Punktreihen aneinem Punkte 
zufammen, ſo fallen auch 
bie entfprechenden Punkte 

„D, an einem und dem— 
felben Punkte zuſammen. 
Sig. 52a., 52b. 


Denn find C, 
nad § 2. Lehrfatz ‘LT. 


büſchel zwei Strablen 3. B. 
c,,d, der vereinigten con— 
formen Strahlbüſchel in ei- 
nem Strahl gnfammen, fe 
fallen aud die entfpreden- 
ben Strablen c,, d, auf et: 


nem unb demfelben ‘Strahl 


jufammen. Fig. 53a, 53b. 


und C,, D, und D, entſprechende Punkte, fo iſt 


0,C, -Q,C, = 0,D,-Q,D, 
oder, ba Q, mit 0, sufammenfaltt: 
0,C,-0,C, =0,D, -0,D,,. 


re nun D 
— 


mit G, ——— iſt alfo 0, D 57° 
O,b,; e6 fatlt dann aud C, nah D,. Gbenfo ijt bei 


C,, fo fofgt 


tang 8,c, - tang t,c, = tang s,d, - tang td, 


ober, Da t, nad s, fallt, 


tang 8,c, - tangs,c, = tang s,d, · tang s,d, 


~ 
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walt alfo d, nad c,, und ift aber tang s,d, = tangs,c,, fo 
folgt: tangs,c, = tangs,d,, folglid) s,c, = 8,d,, es fallt alfo 


c, nad d,. 


Umgekehrt fann man den Sag ausſprechen: 


11. Lehrſatz. Haben dite 
eine Punftreibe s bilbenden 
PuntteC,,E,,N,,D,,F iM, 
eine folde Lage, dap je gwei 
von ibnen, 3. B. C,,D, wed 
felfeitig als entfpredende 
angefeben werden finnen, 
unb mit je zwei Paaren ber 
ibrigen Punfte, 3. 9. E,, F,; 


Ny, M,; E,,N,; E,,M,; F,, 
N,; F,,M, uf. w, conforme 


Ouaternionen bilden, aber 
jo, baff ftets baffelbe Punkt— 
paar entfpredend bleibt, fo 


11. Lehrſatz. Haben dte 
einen Strahlbüſchel S bil- 
benden Strablen c,, e,, n,, 
d,, f,, m,, eine ſolche Lage, 
daß je zwei von thnen, 3. B. 
c,, d, wedfelfeitig als ent- 
{predenbe angefehen were 
ben finnen, und mit je zwei 
Paaren ber librigen Strah- 
len, 3. B.e,,f,3n,,m,3e,,D,; 
€,, M,; 14, 0,; 1,, M, U. }. w., 
conforme Ouaternionen bil- 
ben, aber fo, daß ftets das— 
felbe Strahlenpaar entfpre- 


ijt bie Punktrethe involue | hend bleibt, ſoiſt der Strahl— 
torifd. Fig. 54a. 54b. oe involutoriſch. Fig. 
5a, 55b 


Gs fei 3. B. die Punttreihe 

,C,E,N,D, 7 3D,F,M,C, 

aC, E,N,F, A 3D,F,M,E, 

und aC, E,N,M, 4 3D,F,M,N, 

und sC,E,D,M, 4 8D,F,C,N, 

und fo entftehe durch jede beliebige Gombination ein anharmoniſches 
Verhältniß, deffen Ouotient dem eines ander anharmonifden Verhalt- 
niſſes gleich ift, welches gefunden wird, indem man ben Punkt C, mit 
D,, D, mit C,; E, mit F,, F, mit E,; N, mit M,, M, mit N,; 
vertanfdt. Da bie Doppelverhaltniffe gleich find, fo tann man ſich tn 
dieſem Galle vorftellen, eS feten auf der Geraden s zwei conforme 
Punktreigen s,,C,E,N,D,F,M, und s,,C,E,.N, DFM, vereinigt, 
und der bem C, entfpredjende Punkt G, liege in D,, der bem D, 
entſprecheude in C,; ber bem N, entfprechende N, in M,, M, in 
N, u.f.w. Es mug dann mit dem Puntt oo der Reihe 5,C, E,N, 
.... ein Puntt Q,, Fig. 52, ber Reihe s,,C, HAN, ...., und 
alfo, ba jedem Paar auf einander fallender Punkte D,, C, ein Paar 
ebenfalls auf einanber fallender D,, C, entfpridyt, der dem Punkt oo 
per Reihe s,,C, EN, entfpredende Punkt O, der erfteren Bethe 
mit Q, gufammenfallen. Man hat alfo dann gwei conforme mit den 
Gegenpuntten auf einander gelegte Punttreihen, alfo eine Ynvolution 
nad Erklärung 4. Ebenſo tiberzeugt mam fid) von dem Sage rechts, 


indem man fic auc) bier vorftellen fann, es feien conforme Strabhl- 
Beißenborn, Projection. 6 


und zugleich 


82. § 4. Conjectivifde Lage ber Grunbdgebilbe. Involution. 


büſchel mit ihren Scheiteln auf einanbder gelegt, und jedem Paar auf em 


ander fallender Strablen d,, c, entſpreche ein ebenfalls auf einander 
fallendes Paar d,, c,. Da es mun in conformen Strahlbiifdetn je: 
derzeit Strablen giebt, s,, t,; 84, t., Fig. 53, der Art, bag fowob 


s,t,, alg st, ein rechter Winkel ift, § 2. Lehrſatz 14, fo folgt, daß 
s, mit t,, und t, mit s, jufammenfallen mug. Kürzer fann mar 


ben vorigen Gag fo ausdriiden: 
12. Lehrſatz. Wenn eine; 12. Lebrfag Wenn ein 
Punttreihe | Strahlbiaf del 
sC,E,N,D,F,M,.... S,c,e,n,d,f,m,.... 


bie Eigenſchaft hat, daß man | bie Cigenfdaft hat, bag man . 


von je feds ihrer Punkte, | von je ſechs ſeiner Strabhlen, 
C,,E,,N,,D,,F,,M, je gwet c,, e,, n,, d,, fi, m, fe gwei 

tr Yay Myr 243 
und baB man, Wenn man in| dag man, wenn man tn irs 
irgend einer Ouaternion jes | genbd einer Ouaternion ber 
ben Punkt mit feinem ents! Sinus jeden Strahl mit fei- 
ſprechenden vertaufdt, eine | tem entfpredenbden ver: 
conforme Siuaternton ere tauſcht, etne conforme Qua— 
halt, fo ijt die Punftrethe | ternion erhalt, fo ift der 
involutorifd. Fig. 644., 54b. | Strahlbifdel involutorifd. 


Fig. ba, 86. 


Oefter wird diefer Gag aud) als Definition ber Gnvolution auf— 
geftellt, indem man fagt: „Sechs Punkte ftehen in Guvolution, wenn 
jie bie Befchaffenhett haben, bag man je zwei als entfpredend anfeben 
fann und, wenn man in irgend einer Ouaternion u. f. w.“, wobei je: 
bod) der Zuſammenhang mit dem BVorhergegangenen verloren gebt. 


13. Erklärung. Die ent{predenden Elemente eines 
indolutorifden Gebilbes werden im Folgenden dura 
denſelben Budftaben bezeichnet werden, deren einem ein 
Uccent beigefiigt tft, fo bag A, A’ entfpredhenbde Punfte; 
a, a, entſprechende Strablen bezeichnen. 

Aus dem Vorigen folgt unmittelbar der 
14. Lehrſatz. Gind gwet' -14. Lehrfatz. Sind zwei 
Bunktpaare einer Punt. | Strahlenpaare eines Strah- 
rethe gegeben, fo gtebt e8 lenbüſchels gegeben, fo giebt 





» M, al8'c,,d,; e,,f,3 m,,m, als ent— 
entfpredend anfeben tann, | fpredhend anfeben fann, unt. 


zu jedem fünften beliebig | 


angenommenen Punkt nur 
einen eingigen fedften von 
ber Befdaffenheit, bag er 
bem fiinften entfpridt, und 
alle fechs in Involution ſte— 
het; ober: 


e8 gu jebem fünften beliebig 
angenommenen Strahl nur 
einen einzigen fedften von 
ber Befdmaffenheit, daß er 
bem fanften entfpridt, und 
alle feds in Involution fte- 
hen; oder: 


§ 4. Conjectivifde Lage ber Grundgebilbe, Involution. 83 


Die Juvolution einer Die Involution eines 
Punttrethe ift durch gwet Strahlbüſchels ift durch 3 wet 
Paare entfpremender Punfte | Paare entfpredender Strah- 
villig beſtimmt. Cen völlig beftimmt. 


Sind 3. B. gegeben, Fig. 56a., S6b., die Paare entfpredender 
Punfte A, A’; B, B’; und foll gum Punkt C der entfprechende C’ gee 
fudt werden, fo mug nach Erklärung 4. und Lehrſatz 9., Punktreihe 
sABCA’ A 8,A’BC’A fein. Da nun C zwiſchen B und A’ liegt, 
gig. 56a., muß C’ zwiſchen B’ und A fich bejinden, und es ift alfo 
nad) § 2. Lehrfag 10. der Punkt C’ vollig beftimmt. Gang analog 
ift ber Beweis für ben Strahlbüſchel, Fig. 57a., STb. 

Gine befondere Gigenfdaft haben die Hauptpuntte und Haupt. 
ftrablen, in denen alfo ein Baar entfprecender Elemente vereinigt ift. 
Det Definition gufolge mug, wenn G und H (oder G’ und H’) bie 
Hanptpuntte einer involutorifchen Bunttreihe, Fig. 56b., und 3. B.A 
ud A’ ein Baar entfprechender Punkte find, 

Punttreihe s AHA’G VA 8,A’H’AG’ 


ober Punftreibe s AHA’G A s,AAHAG 
* AH AG A'H A'G 
A’H 'A’'G AH * AG 
— AH\? AG\! 
oli va) = (a) 
AH 


— AF fein 
AH” § A‘’G : 


G8 ijt alfo die Punktreihe AHA’G harmoniſch. Ebenſo findet 
fid, bof aud) BHB’G, CHC'G u. f. w. harmoniſch iſt. Bon Strahl 
bifheln, Fig. HTb., überzeugt man fic auf gleide Weife. Man 
fieht alfo: 

1b. Lehrſatz. Die Haupt- 15. Lehrſatz. Die Haupt- 
puntte G, H einer (in ents | ftrablen g, h eines (tn ent- 
gegengeſetzter Richtung ver- gegengefegter Ridtung ver- 
laufenden) involutorifden | laufenden) involutorifden 
Bunftreihe bilben mit jedem | Strahlbajdhels bilden mit 
Paar ent{predender Puntte | jedem Paar entf{precender 
A, A’; B, B’; C, C; u. ſ. w. Strablen a, a’; b, b's c, c; 
cineharmonifde Punftrethe. | u. f. w. einen harmoniſchen 
Sig. 56b. Strahlbafdel. Fig. STb. 


Da fede involutorifde Punktreihe als Vereinigung zweier confor- 
men Reihen, und jeder involutoriſche Strahlbüſchel als Vereinigung 
weier conformen Büſchel angefehen werden fann, fo folgt aus § 1. 
Lehrſatz 13. unmittelbar ber 

16. Rebrfag. Jeder 16. Lehrfag. Fede Punkt— 
Strahlbüſchel, beffen Strah- | rethe, deren Punkte auf den 
len burch die Buntte einer | Strablen eines involutori- 

6* 


ober 
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involutortfden Punktreihe 
geben, tft felbft involutoriſch. 


15. ober ber 

17. Lehrſatz. Wird die 
Strede zwiſchen zwei Punt. 
ten G und H einer Geraden 
purd dret andere Punktpaare 
A, A’; B, B’; C, C’ harmo— 
nifd getheilt, fo bilden die 
Punkte AB’CC’BA’ eine In— 
volution entgegengefegten 
Verlaufs, mit Gund H als 
Hauptpuntten. Fig. 56b. 


harmoniſch, fo ift alfo 
GAGA’ _ GB. 


Snvolution. 


ſchen Strahlbüſchels liegen, 
iſt ſelbſt involutoriſch. 

Mit Hülfe dieſes Satzes laſſen ſich nun mehrere andere Ciger: 
ſchaften der involutoriſchen Gebilde beweiſen, z. B. die Umkehrung von 


17. 


kels durch drei andere Strah- 
fenpaare a,a’; b, b’; cc’ har⸗ 


Lehrfag. 
Flächenraum zwiſchen zwei 
Strablen g und h eines Bin- 


Wird der 


montfd getheilt, fo bilden 
bie Strablen ab’ce’ba’ eine Sn: 
entgegengefegten 


Berlaufs mit g und h alt 
Gig. STb. 
8 fet alfo Fig. 56b. Punktreibe s, GAHA’, s,GBHB’, s,GCHC 


GB 
faa’ = apt pe (=) a: 


GA GB _ GA’, GB’ 
HA ‘HB ~ BA’* BB’ a) 





ober: 


folglich nach 8 1. Lehrſatz 14. auch: 


HG HB _ HG _ HB’ 


— — 


AG * AB ~ AG‘ AB’ 


folglich Ee tes 


AB * A’B’ 


volutton 

Hauptftrablen. 
GA GA’ GC 

HA’ HC 

GA GC __ Ga’. 
HA ° HC ~ BHA’ 
HG HC __ HG 
AG’ AC” A’G 
HC | HC’ 
AC * AC’ y)- 


Da aber bie Theilung eine harmoniſche iſt, 


GA’ GA GB. 


Ga’ GB _GA, GB 

fia’ * HB pa: BE %) 
HG HB 4G HB’ 

alfo and a Tñn AG * AB’? 

HB HB’ 
folglich an ag 
Es ift alfo nad y) und y) 

AB e HC — AB e 
HB’ “ HC’ A’B’* A’C”? 
B 
alfo —— 


4 


oder: 


GB 
fa’ Ha pp ap (= )s wy: 





fo tft auch 


Ga’ GA _ GC 
HA HC 
GA’ GC GA 
HA’ ' HC — Ha 
HG HC _ HG 
A'G' AC” AG 
HC AC’ 
AC * AC’ 


HB HC A'B. 
HB’ ° HC’ AB’* 


A'B | 


AB’ A'C’ ~~ AB 


oder: 


A‘C, 
AC’? 


AB, AC A’B A'C 
A'B’ A’C” —AB’* AC’ 


8). 


GC’ 
‘ae (=I) 


GC’ 


: ic’ B) 


HC’ 


wy. ° A’C’!’ 


GC’ 


GC’ 
‘Ge P) 


HC’ 


AC’ 


A’C 
AC’ 


Es bilden alfo die drei Punktpaare A, A’; B, B’; C, C eine 
Involution nad Lehrfag 12.; G und H aber find vermage der gege 
benen harmoniſchen Gleichungen Punkte, in denen zwei entfpredende 








! 
| 
{ 
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jufammenfallen, fie find alfo bie Gauptpunfte nad Erklärung 3 und 
zwar fann es nach Lehrſatz 7. fein gweites Baar Hauptpuntte geben. 
Der Sak recht folgt, wenn man fich durch ben Strabhlbiifdel eine 
Zransverfale gezogen denkt, mit Rückſicht auf § 1. Lehrfag 13. und 
unter Zuziehung bes obigen Lehrfakes 16. von felbft aus dem Lehre 
jage tints. Zugleich bemerft man, daß, wenn nod beliebige andere Paare 
von Punkten, D, D’; E, E’; F, F’ etc. gegeben find, deren jedes mit 
ren Hauptpunften G, H, eine harmoniſche Punftrethe GDHD', GEHE’, 
GFHE”’ etc. bilvet, auch D, D’; E, E’; F, FY entfprechende Puntte 
berfelben Involntion bilden, ber die bisherigen dret Punktpaare A, A’ 
B, BY, C, C’ angebhiren. Denn man fann ebenfo, wie oben gezeigt 
wurde, eine ber Gleichung d) analoge entwideln, in ber an der Stelle 
von C, C’, die Puntte D, D’, oder E, E’, oder F, F’ etc. fteben, 
oder in ber außerdem noch aud B, B’ (oder A, A’), oder beide (B, B’ 
und A, A’) je burd ein neues Paar Punkte erfegt find. Es find 
alſo D, D3 EB, EB; F, F’; Bunfte derfelben Snvolution, zu der A, A; 
B, B’; ©, C’ gehören, ba nach Lehrfag 14. eine Involution durd 
zwei Paar entfprechender Punkte beftimmt ift; unb umgefebrt find A, A’; 
B, B’; C, C’ entfpredende Punkte der Involntion, bie burd D, D’; 
E, E'; F, FY etc. gebilbet wird. Man erhält alfo, wenn man be- 
liebig viele Punftpaare A, A’; B, BY C, C; D, D’; E, EH’; F, FY etc. 
conftruirt, beren jebes mit den Punkten G, H eine harmoniſche Puntt- 
reihe bildet, immer Punkte derfelben Gnvolution; oder mit anderen 
Worten: die Guvolution ift burch die zwei Hauptpunfte G, H beftimmt. 
Es ftimmt dies auch mit bem Lehrſatze 14. überein, ba in jedem Haupt- 
punfte gwet entfpredende Punkte der Guvolution zufammenfallen, und 
alfo, wenn die Hauptpuntte gegeben find, zwei Baar entfprechender 
Punkte gegeben find. Gang daffelbe gilt ebenfo von Strahlbüſcheln, 
fo bag man mit Ritdficht auf Lehrfag 14. fagen fann: 

18. Lehrſatz. Die Invo— 18. Lehrſatz. Die Invo— 
{ution einer Punktreihe ijt | lution eines Strahlbüſchels 
völlig beftimmt ift völlig beftimmt 


a) durch zwei Baar entſpre— 
chender Punkte 
6) durch die Hauptpunkte. 


a) durch zwei Paar entſpre— 
chender Strahlen 
6) durch die Hauptſtrahlen. 


Ein dem Lehrſatz 17. ähnliches Geſetz iſt nun folgender 


19. Lehrſatz. Werden bie 
Strecken zwiſchen zwei Punkt— 
paaren A, A’; B, B’ einer Ge— 
raben s burd gwet andere 
Puntte G, H harmonifd ge- 
theilt, fo bilben alle feds 
eine’ Snvolution mit den 
Hauptpunttenh G, H. Fig. 
56b. 


19. Lehrſatz. Werden bie 
Flächenräume gwifdhen zwei 
Strahlenpaaren a, a; b, b’ 
eines Scheitels S burch zwei 
anbere Strablen g, h bars 
monifd getheilt, jo bilben 
alle ſechs eine Involution 
mit ben Hauptitrablen g, h. 
Gig. STb. 


86 § 4. Conjectivifde Lage ber Grunbdgebilbe. Gnvolution. 


BH 
wu P) 
GB’ 





— HB" 


AG AB BG 

Es fei alfo —. a = an a) 76 = 

ber: os OS. oe 

—— HA ~ BA’? HB 
= GH—HA _HA’--GH, HB—GH _ 
oe HA ~— HAY? ~ HB 

GH GH GH 

ober: 7 a cae a ua eT 

2 2 

ae: gata 86 GE 

alfo: ga + av = nat ae 
HA’ B+ HB’ 
oder: Beer: Pa iis ib 


HA-HA’ ~ HB-HB’* 
Nad a) und 6) aber ift 





HA+HA’ _GA+GA’', HB+HR' __ 
HA GA ? HB T 
alfo - GA+ GA’ — GB + GB’ 
GA-HA’ GB - HB’ 
AA’ BB 
myers Ga-ay = Gp-up” 7) 
Aus a) und P) folgt weiter: 
HA HA’ HB 
Ga ™ Ga”? GB 
ober: HG—GA ___ HG+GA', HG+ GB _ 
: GA -— Ga? GB — 
HG HG HG 
oder: GA l= oy t 1; 5341* 
2 1 1 2 
— ae GA Gx? iG 
— 1 1 1 1 
folglich: a w= wo 
— GA’—GA __ GB—GR' 


GA-GA’ GB-GB’’ 
Nad a) und 8) tft aber 
GA’'—GA__ HA’—- HA, GB—GB’ 


“Gh A eR 

HA’— HA HB — HB’ 

eae “Ga7 HA — Gi HB 
AA’ BB’ 


ober: Gens = GE 


Wird dies mit y) vergliden, fo folgt: 

GA HA’ HA Ga’ 
GB HB’ HB’ GB” 
AG AH AG. A 


oder: — 
BG ‘ BH BG‘ BH 


8). 


GH — HB’ 
HB’ 

GH 

a 


Hp + Bp’ 


GB-+ GB’ 
GB 


HR’ 

GB’ 

HG — GB’ ' 
GB’ 


__ HB—BB’ 


HB 
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Es bilven alfo bie fechs Punkte eine Involution, bet welder G und 
H Hauptpuntte find. Der Gag rechts folgt ſogleich aus dem links 
ftehenden vermöge bes Lebrfages 16. 

Für die Sonftruction involutorifder, fonft aber ganz beliebiger 
Gebilde find folgende Gage von Bedeutung: 


20. Lehrfat. Jede Trans— 20. Lehrfag. Die von jez 
verfale in ber Ehene eines | bem beliebigen Punkte in der 
vollftindigen Biterfeits (§3.| Ebene etnes vollftindigen 
Erklärung 15.) trifft deffen | Biereds (§ 3. Erfldrung 15.) 
bret Paar gegenitberliegens | nad ben dret Paar gegen— 
ber Seiten in dret Punkt- überliegenden Eden gezoge— 
paaren, bie etne involuto- | nen drei Strablenpaare bil 
riſhe PBunktrethe bilben. | den etnen tnvolutorifmen 
big. 58a, 58b*). Strahlbüſchel. Fig. 59a, 59b*). 


G8 fet nämlich aca'c’ bas vollftindige Vierfeit. Denn es ent- 
ftehn zwei Strahlbüſchel B,abed und D,c’ba’d’, beren Strablen fic) zu 
je gweien auf ber Gerabden b’ febneiden, fie find alfo perfpectivifd und 
folglid conform; fie theilen daher auch bie Gerade 8 conform, fo daß 


s, ABCW’ A 5,C'BW'R’ 
oe 3 13 AW’ CBS. Cy’ 
iſt, folglich iſt CB ° eH’ — TS : rei ? 
ober —: ey * 7—: — 


Es ſtehen alſo bie Punktpaare A, W’; B, BV’; C, &nach Lehrſatz 12 
im Involution und dieſe iſt, fe nach ber Lage ber Transverfale 5 eins 
ftimmig ig. 58a. ober entgegengefegt verlanfend, Big. 58b. Iſt 
ferner ACA’C’ ein vollftindiges Biere Fig. 59., und A, A’; B, B; 
C, C’ bie ——— Eden, und zieht man von einem belies 
bigen Bunft S nach ibnen die Geraden a, a’ u. f. w., fo ift, wenn 
man fih AA’, die e eigen mag, gezogen denft, Bunktreihe b,CUA’B’ 
und e BAAC fiir ben Strablbiifdel A,aned perfpectivifd; alfo ift 
— b, CAAB F Punktreihe c, BAAC' und daher auch Strahl⸗ 
üſche 


S,caa’b’ A S,baa’e, 




















g sin b’a sin b’a’ sinc’a sinc’a’ 
8 ift alfo — — — — ar ae 
sinca sinca sin ba sin ba 
ober sin b’a sin ba’ sin ba’ — sin ba 
sinca ° since’  sinc’a’’ sinc’a’ 


Ge ftehen alfo nad) Lehrſatz 12 die Strablenpaare a, a’ b, bc, c 
in Involution und bdiefe hat einftimmigen Fig. 59a. oder entgegen- 
gefegten Fig. 59 b. Verlauf, je nach ber Lage des Punktes S. 





*) S, Witzſchel's , Srundlinien ber neneren Geometrie.“ § 100. 
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21.Aufgabe. Gegeben zwei 21. Aufgabe. Gegeben zwei 
Paar entfprehenbder Punlte | Paar entfprehender Strah— 
A, Ws ©, GW und ein finfter | len a,a;¢,c und ein fanfter 
Punkt B; gefudt ber dem | Strahl bj geſucht ver dem 
fegteren entfpredende ins | Tegteren entfpredenbe in— 
volutorifdhe B. Fig. 58. volutorifhe b. Fig. 59. 


Auflöſung ber Aufgabe links. Man giehe durch VB’ eine belies 
bige Gerade b’; pur A, UW’ gwei beliebige Gerade a, a, welde die b 
begiigli in A, C fdneiden, ziehe CA, EC, oder c’, c, welche die a’ 
und a begiiglih in D, B fchneiden, und giehe (B— D) oder b, fo 
ſchneidet dieſe die im Punkte B nach vem vorigen Lehrſatze. — 
Auflöſung der Uufgabe rechts. Man nehme anf b’ einen beliebigen 
Punkt B’ an, und auf a den beliebigen Punkt A, auf a’ den Bunt 
A’, ziehe (B’— A), (B- A, die begiiglich den Strahl ¢ in C’, ven 
Strahl c in C ſchneiden, ziehe AC, A’C’, fo fchneiden fich dieſe in 
einem folden Punkt B, bag SB ber verlangte Strahl b ift, nad 
bem vorigen Lebrfage 

22. Aufgabe. Gegeben gwei | 22. Aufgabe. Gegeben gwei 
Paar entfpredender Punkte | Paar entfpredhender Strab: 
A, W; C, Gs gefuct ber Gen- | len a, a'; c, C3 gefucht rie 
tralpunft O einer involutos | Normalftrablen s, t, eines 
riſchen Punktreihe. Fig. 58., |involutorifhen Strahlbü— 
60. ſchels. Fig. Gl. % 

Erfte Auflöſung der Aufgabe links. Wir haben Hier offen: 
bar nur eine Specialität ber vorigen Aufgabe, nämlich den Fall, we 
ftatt bes Punktes B’ der unendlich entfernte gegeben ift, deffen ents 
fprechenbder gefucht werden ſoll. Man lege alfo eine Gerade b par: 
allel zu s Sig. 58. (in welder man fic jegt b || s vorftellen mage), 
giehe durch A, A’ die beliebigen Geraden a, a’, welde bie b in B, D 
treffen, giehe BE, DC ober c, c’ und verbinde ben Durchſchnittspunkt 
A ber a und c’ mit bem Durchſchnittspunkt C ber a’ und c, durch 
bie Gerade b’, fo ſchneidet diefe die s im verlangten Punk O nad 
Erklärung 5 und Lehrfag 20. Gine gweite Aufldfung verfelben 
Aufgabe ift folgende, Fig. 60. Man beſchreibe zwei Rreife, deren 
einer durd A und W’, ber andere durch C und C’ geht und die 
fi in G, und G, fdneiden. Zwei foldhe Kvreife find, welche Lage 
auc bie —— Punkte haben mögen, ſtets leicht zu finden. Dann 
ziehe man G,„Ge, welche die s im geſuchten Punkte O ſchneidet. Denn 
es iſt nach einem bekannten Satze der Kreislehre 

OA - OW = OG,-OG, und OC- OC’ = OG, - OG, 


alſo OY. OW = 06-08 
%0  , KO 

ober G=1 GH 

ober a0 22 ee a, 
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es ift alfo O nach Erklärung 5. der Centralpunft. — Die Aufgabe 
rechts läßt fic) nicht auf die vorige zurückführen, denn bier find nur 
vier Strablen befannt und man fennt feinen der Normalftrahlen, 
(wabrend in ber Aufgabe linfs ber im Unendlicden liegende Bunkt 
befannt war), denn fonft ware auch dev rechtwinflig auf ibm ſtehende 
andere Jtormalftrahl befannt. Es (aft aber ber Beweis bes Gakes 
§ 2. 14, vermuthen, dak die Aufldfung hier mit Hilfe ded Kreiſes 
erfolgen miiffe. Unb in der That, man befdretbe einen beliebigen 
burd S gehenben Kreis, den die Strablen a, c, a’, c, bezüglich in 
A, ©, A’, G fehneiven, ziehe bie Sehnen AW’ GC’, die fic in einem 
Punkte X inners oder auferhalb bes Kreifes treffen Fig. 612., 61b. 
und jiehe dann von X nach bem Mittelpunkt M bes Rreifes eine 
Gerade, welche die Peripherie des Kreifes in zwei Punkten ©, T 
ſchneidet; dann entftehn zwei Strahlbüſchel Whfrt und C,y’f'r't’, dte 
fir SF als Projectionsaze perſpectiviſch liegen und alfo conform find. 
Es ijt alfo Ubfet A Gy fret. Bieht man nun SS, AS, TS, GS, 
US, OS, fo ift Winkel Hf — sc, weil Hf in bem bem reife einge- 
ſchriebenen Vierek ACTS — 180° — CTS — 180° — ASS = cos 
(nad § 1. Erklärung 22.) ift; ferner ift (mit Beviidfidtigung derfel- 
ben Erklärung) ſſy = sa, by —ca’, ht —ct, ſt — st, rt a't als 
Peripheriewinkel fiber demfelben Bogen. Es ift alfo Strahlbüſchel 
A, yſxt = Strahlbüſchel S,csa’t. Ebenſo ift per Strahlbüſchel C,h'f'r’'t 
= S,asct, ba bf =sa, o'r = ae, bt’ =—at, fr sc, ft —st, 
rt’ = ct ift. Es ift alfo Strahlbüſchel S,caa’t A S,asc’'t, oder 

















sin¢cs sin ct sin as sin at 
sina’s vin aat since sinc’t 
sincs  sinct _—sinc’t in cs 
ober sin a's ° sinagt  sinat ° sinas- 


Es ift alfo aud) Strahlbüſchel S,csa’t A S,c'tas, oder es find a’ und 
a, ¢ und c, s und t entfprechende Strablen eines involutorifder 
Strahlbüſchels S,acta’c’s, und ba s und t fenkrecht anf einanber ſtehn, 
weil GZ ein Durchmeſſer ift, find fie bie Mormalftrablen. 


23. Aufgabe. Gegeben zwei | 23. Aufgabe. Gegeben zwei 
Paar ent{predhender Punkte | Paar entfpredhender Strah— 
A, A 6, C; gefudt die Haupt- | len a, a’3 c, cs geſucht dte 
punfte der involutorifden | Hauptftrablen bes involus 
Punttreihe, wenn foldhe vores |torifhen Strahlbüſchels, 
banben find. Fig. 58b. wenn foldhe vorhanden find. 

Sig. 61b. 


Hauptpunfte gtebt es nach Lehrfak 7. nur dann, wenn die ents 
fpredenden Clemente der beiden gu einem eingigen, involutorifden, 
vereinigten conformen gwet Grundgebilde in entgegengefegter Ridjtung 
verlaufen. Dan hat dann folgende 

Auflöſung der Aufgabe links. Man ſuche nach Auflöſung der 
Anfgabe 22. den Centralpuntt O ber involutorifden Punttreihe Fig. S8b. 
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(in welcher man fid) BD || 8, B im Unenbliden, O an bie Stelle von 
BW’ gefegt vorftelle), und verwandle nach befannten Regeln bas Rechte 
aué ben Entfernungen zweier belicbiger entfprechender Punkte, 3. B. 
A und AW’ in ein an Fläche gleiches Quadrat, indem man bie mittlere 
Proportionale gun OW und OA’ fucht, fo ift die Seite deffelben gleid 
ber Entfernung ber Hauptpunfte G, H von dem Centralpuntt, nod 
Lebrfag 7. — Behufs ber Löſung ber Anfgabe rechts befchreibe man 
einen beliebigen burch S Fig. 61 b. gehenden Kreis, der von a, c, a’, ¢ 
in A, C, W, CO gefchnitten wird, ziehe rie Sehnen AA’, OC’, die fid 
bei entgegengefegtem Verlauf entſprechender Strablen allemal außerhalb 
des Kreijes ſchneiden müſſen und ziehe von ihrem Durchſchnittspunlte 
X an ben Kreis die Tangenten XG, XH, fo find bie Strahlen 86 
ober g und SH ober h bie Hauptitrablen. Denn nach der Auflöſung 
ber Wufgabe 22. rechts find s und t die Mormalftrablen, a und a’ 
find nach ber Vorausſetzung entſprechende Strablen. Num ift sa 
== / STU, der kurz a, sa’ = / STA’, der fury a’ beige, der /“AXS 
heife 0. Gm /A\ XO verhält fidh nun nach bem Sinnslehrfag der 
Crigonometrie XA: SA = sin (90 — a): sind == cosa:sind; e€ ijt 


daher SM = Xe vein? gm A XSw’ ift XW’: Sw = sin (90 — a) 
:gind ex cosa’: — folglich ft Ge” — ==") ump man hat aber: 
Su. Sy’ — Xa. Xw’. _ vat 


cos a> cosa 
Qn dem /A\ XTA aber verhalt ſich XY: CA — sin XAT : sin o ober 
ba f XAT = / TSW = 90° —a’ ift, XZ: TA — cos a’: sind, 
alſo aft Ta — 2B gm A KTH verhalt ſich XT : Tw 


cos a 


== sin XAT: sind, ober da / XWZL=— / TSA = 90 — a iſt, 
XX: TW’ = cosa:sind; alfo ijt TA’ — xe eind Man bat alfo: 


06 & 
TA. Co’ = XT2._ : 
COs a» COS a” 
Dividirt man mit biefer Gleichung in die vorige, fo erhalt man: 
Sx Sw XA-xw 


— — 

















Da aber XG eine Tangente iſt, fo iſt XX. XY’ — XG2, alſo: 

Sx Sy’ (22 3 

ta tw \xg/- 

Sx Sx’ ; : 

Gs tft aber Fa — tang 2; so = tang a’; ferner verhält fic im 
AXTG XG: XT = sin y: sin XGOT, wenn / SIG durd y be 
zeichnet wird, oder, ba nad einem befannten Sage ver Kreislebre 
L X@OT = / XSG = 90° — / STO = 90° — y tft: XG: XT 
=siny:cosy; es ift alfo Fo = tangy, Man hat alſo: 
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tang a · tang a’ = tang? y 
ober ba A assa, “fos, / y g iſt: 

tang sa - tang sa’ = tang? sg. 

Ferner ift / sh = / STH = / STG (weil A XZH S A XLS 
it} = 7 y =sg. G8 find alfo g und h bie Hauptftrahlen nad § 3. 
Lehrſatz 9. und nach Lehrfag 7. Uebrigens wird fich eine allgemeine 
Auffaffung ber Löſung ber Aufgabe rechts im § 14. zeigen. 


§ 5. 
Projectivtfdme Lage ber Grunbdgebilbe. 


Der allgemeinfte, in § 2. IIL. erwähnte Fall tft offenbar der, 
bag conforme Grundgebilbe webder axial noc) central, oder projectivifd 
fiegen. Wet der Unbeftimmtheit, die daher über ihre gegenfettige Lage 
herrſcht und bem weiten Spielraum, in dem fie fidh bewegen können, 
giebt es natürlich nur wenige Gigenfdaften von allgemeiner Geltung; 
wenigftend können mit Hillfe des Bisherigen nur wenige entdeckt were 
ben, und erft in einem fpateren Rapitel wird diefer Fall als die Quelle 
einer Menge intereffanter Geſetze auftreten. Zunächſt mug vorausges 
{hidt werden, daß folgende Definitionen gelten follen: 


1. Erklärung. Auch bet pro- 
jecttvifder Lage conformer 
Punktreihben 8,A,C,B,D, 
und 8,,A,C,B,D, follen die 
Verbindbungsgerabden ent. 
jprehender Punkte, z. B. A, 
mitA,,D, mit D, Projections: 
ftrablen heißen. ig. 62. 


1. Erklärung. Wud bei pros 
jectivifher Lage conformer 
Strahlbüſchel 8,,a,0,b,d, 
und S,,a,c,b,d, follen bte 
Durchſchnittspunkte entfpre- 


‘Gender Strablen, 3. B. von 


a, mit a,, d, mit dy Pras 
jectionspuntte beigen. Fig. 63. 


G8 ſollen alfo die flix bie perfpectivifche Lage gebrauchten Bezeich- 
nungen § 3. Erklärung 1. auch bet projectinifder Lage gebraudt wer. 
ben, die fic) von der erfteren dadurch unterfdeidet, dah dte Projections. 
ftrablen fic) nicht in einem amb demfelben Bunkt ſchneiden und die 


Projectionspuntte nicht auf einer Geraben ltegen. 


Es läßt fic nun 


leicht vie Oichtigheit des folgenden Sages beweiſen: 


2. Lehrſatz. Befinden fid 
zwei conforme Punktreihen 
8A, C,B,D,unds,,A,C, 
in projectivifder dage, fo 
lapt fic ftets eine dritte 
Punktreihe s,ACBD finden, 
bie mit jeber ber beiden ges 
gebenen perfpectivifd liegt. 
dig. 62. 


B,D,/8 


2. Lehrſatz. Befinden fis 
zwei conforme Strahlbüſchel 
areibrd, und S,,a,c,bed, 
in projectivifder Bage, fo 
läßt fic ftetd ein oritter 
Strahlbüſchel S,achd finden, 
ber mit jebem ber beiden ges 
gebenen perfpectivifd liegt, 
tg. 63. : 


Man nehme auf irgend einem ber Projectionsſtrahlen, z. B. A,A,) 
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zwei beliebige Puntte S,, S, an, und giehe von bem einen 3. B. von 
S, nag A,, C,, B,, D,, bon bem anderen S, nad A,, C,, B,, 
D,,, fo entfteben, da bie Punktreihen s,,A,C,B,D, und s,,A,C,B,D, 
conform find, zwei conforme Strahlbuͤſchel nad § 1. Lebrfag 13, 
S,@,¢,b,d, und S,,a,c,b,d,, und ba fie ber Annahme nach mit 
einem Paare entſprechender Strabhlen a, und a, auf einander fallen, 
fiegen fie perfpectivifd nad § 3. Lehrſatz 26. Es ſchneiden fic alfo 
bie entfprechenden Strahlen auf einer Geraden s, auf welcher die bei- 
ven Strahlbüſchel vie Punttreibe s,ACBD befchreiben, die demnach mit 
jeder ber beiden gegebenen 8,,A,C,B,D, und s,,A,C,B,D, per: 
fpectivifch liegt, nad) § 3. Lehrſatz 2a. Es ſchneiden fid alfo s.ACBD 
und 8,A,C,B,D, in gwei entipredenden Punkten E ud E,, und 
ebenfo s,ACBD und 8,,A,C, B,D, in zwei entfpredenden Punften 
F und F,, und e8 bureh{chneivet daher s die Bunftreifen s,,A,C, B,D, 
und 8,,A,C,B,D, in zwei nicht entfpredenden Buntten E, und F,. 
— Ebenſo tiberzeugt man fid) von der Rictigkeit bes Gages rechts. 
Man giehe burch ben Projectionspunft irgend zweier entſprechenden 
Strablen, 3. B. a, A — aero @Gerade s, und s,, bie von 
ben Strahlbüſcheln S,,a,c,b,d, und S8,,a,c,b,d, bezüglich in den 
Punktreihen —V und s,,A,C,B,D, Jefchnitten werden. 
Da dieſe zwei Punktreihen conform find und mit einem Paar entfpre- 
denbder Punkte A, und A, auf einanber fallen, fo fiegen fie nach 
§ 3. Lehrſatz 26. perfpectivifd) und die Brojectionsftrahlen (C,—C,), 
(8, B,), D,—D,) bilden alfo einen Strahlbüſchel S,achd der mit 

,#,¢,b,d, für bie Age s,, mitS,,a,c,b,d, fiir die Ace s, per: 
fpectivifd liegt. 

Ptan fann diefen, eben bewiefenen Lehrſatz nod von einer anderen 

Seite auffaffen, wenn man folgende Definition beriidfidtigt: 





3. Grfldrung Man ver- 
ſteht unter einem vollftandigen 
Sedsfeit den Fubegriff be- 
fiebiger ſechs Geraden, die 
alé unbegrengt angenommen 
werben. Diefe Gerabden 
heißen dte Seiten des Sechs⸗ 
feits, ihre Durchſchnitts— 
punfte bie Gden deſſelben. 
Sig. 62. 

Oder allgemein: 


4. Erklärung. Um ein 
vollftanbiges Sechsſeit gn 
erbalten, nehme man feds 
beliebige Gerade s,, d, 8,, 
f,, a, (oder a,), ©, an und 
beſtimme willtirlid, daß 3. 


3. Erklärung. Man ver- 
fteht unter etnem volfftandi- 
gen Sechseck den Inbegriff 
beliebiger ſechs Punkte. 
Dieſe Punkte heißen die 
Eden des Sechsecks,ihre Ver— 
bindungsgeraden die Seiten 
deſſelben. Fig. 63. 


4. Erklärung. Um ein 
vollſtändiges Sechseck zu er— 
halten, nehme man ſechs be— 
liebige Punkte S,, D,S,, F,, 
A, (ober A), Eg an und be— 
ftimme willkürlich, bag 3. B. 
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%. 8, bie erfte, d bie zweite, 
s, die britte, f, bie vierte, 
a, bie finfte, e, die fedfte 
Geite fein foll. Dann ziehe 
manvom Durchſchnittspunkt 
ber erften mit ber fecdften 
auf ber erften bis dabin, wo 
fie bon ber gweiten gefdnit- 
ten wird, bann auf ber zwei— 
ten bis gum Durchſchnitts— 
punfte mit ber dbritten, bann 
auf ber dritten bis zum 
Durchſchnittspunkte mit der 
vierten u. ſ. w. bis man zum 
AnfangSpuntte guridge- 
fangt. Läßt man nun eine 
andere Gerabe die erfte, u. 
f.w.fetn, undverfdbrt eben— 
fo, und auf gleihe BWeife 
bur alle Permutationen 
binburd, ſo erhält man balb 
fo viele einfadhe Sechsſeite, 
alg die Anzahl ber Permu— 
tationen beträgt, bie finf 
Elemente gulaffen, nämlich 
60. Alle biefe 60 einfaden 
Sehsfeite gufammengenom: 
men bilben das vollftdndige 
Sehsfeit. Fig. 62.*) 
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S, bte erfte, D die gweite, 8, 
bie britte, F, die vierte, A, 
bie flinfte, E, die fedfte 
Ede fein foll, und verbinbe 
bann S, mit D, D mit S%, 
S, mit F,, F, mit A,, A, 
mit E,, E, mitS, burd Ge- 
rabe, bis man gum Anfangs— 
puntte zurückgelangt. Lagt 
tan nun einen anberen 
Punkt den evften, uf. w. ſein, 
und verfährt ebenfo und auf 
gleiche Weife durch alle Per— 
mutationen hindurch, ſo er— 
hält man halb ſo viele ein— 
fache Sechsecke, als die An— 
zahl der Permutationen be— 
trägt, die fünf Elemente zu— 
laſſen, nämlich 60. Alle 
dieſe 60 einfachen Sechsecke 
zuſammengenommen bilden 
das vollſtändige Sechseck. 
Fig. 63.*) 


Läßt man nämlich z. B. s, die erſte Seite ſein, was jederzeit 





angenommen werden kann, fo können die fünf anderen thre Rangord⸗ 
ming als zweite, dritte u. ſ. w. fo vielmal wechſeln, als fünf Clemente 
Permutationen zulaſſen. Man erhält alſo, wenn man die erſte Seite 
zuerſt, die zweite zu zweit u. ſ. w. ſchreibt, die einfachen Sechsſeite 
8,ds,f,2,@,, 8,d8,f,e,8,, 8,ds,a,f,e,, 8,d8,8,e,f, u. ſ. w. Ihre 
Anzahl ift offenbar 1.2.3.4.5. Man erhält jedoch fo jedes einfache 
Sechsſeit zweimal, denn es iſt z. B. s,ds,f,a,e, und s,e,a,f,8,d 
einerlei, und beide ſind nur durch die Aufeinanderfolge der ſie bitbens 
ben Geraden verſchieden. Ebenſo iſt s,ds,a,f,e, identifd mit 


8,¢.f,a,8.d uf. mw. Es giebt alfo nur eaten == 60 verſchiedene 


einfache Sechsſeite. Ebenſo ift es bet ben Sechsedten. Man überzeugt 
ſich übrigens leicht, daß auc) bie § 3. Erklärung 15. gegebene Defi⸗ 





*) Man febe bas Ende biefes Paragraphen. 
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finition des vollftinbdigen Bierfeits und Vierecks auf diefelbe Weiſe 
aufgefaBt werben fann, indem vier Gerabe ao. = 3 verfcbiedene ein 


fache Bierfeite herdorbringen. 

5. Erklärung. Wird im| 5. Erklärung. Wird im 
Holgenben voneinem Sechs- Folgenden von ecinemOedsed 
feit s,ds,f,a,e, ohne weites |S,DS,F,A, EB, ohne weiteren 
ren Zuſatz gefproden, fo iſt Zuſatz gefproden, fo tft dar- 
barunter dasjenige einfacke (unter dasjenige einfache 
Sedsfeit gu verftehen, wel- Sechseck gu verftehen, wel: 
Ges durch s, als erfte, d als | hes durch S, als erfte, D 
gweite, ....e, als fedfte als gweite....E,, alé fedfte 
Geite gebildet wird, Das Ede gebildet wird. Das 
vollſtändige Sedhsfeit hinge- | vollftandige Sechs eck hingegen 
gen wird bezeichnet durch wird bezeichnet burd den 
ben Uusdrud: ,vollftindiges | Ausdrud ,vollftindiges 
Sechsſeit s,ds,f,a,e,” mit| Gedsed 5,DS,F AE,” mit 
beliebiger Aufeinanderfolge | beliebiger Aufeinanderfolge 
ber Seiten s,, d, 5, u. f. w. | ber Eden 8,, D, S, u. f. w. 

Gin einfaches Sechsſeit Gin einfaches Sechseck ijt 
iſt identiſch mit einem ein- identiſch mit einem einfa- 
fachen Sechseck, denn es hat ſchen Sechsſeit, denn es hat 
ſechs Ecken. ſechs Seiten. 

Nach Vorausſchickung dieſer Definitionen läßt ſich nun ber Lehr⸗ 
ſatz 2. auch ſo ausſprechen: 

6. Lehrſatz. Wird in ei— 6. Lehrſatz. Sind in ei— 
nem Sechsſeit s,ds,f,a,e, | nem Sechseck 8,DS,F,A,E, 
ble erfte und britte Geite | die Verbindungsgerabden der 
8, und s, burd die vier|erften und drittern Ede S, 
ibrigen a,,e,,d, f, in ſol- und S, mit ben vier ibrigen, 
den Punkten gefdnitten,| A,, E,,D, F,, entfpredende 
bag bie Durchſchnittspunkte Strablen conformer Strahl: 
entfprecenbe Punkte cons büſchel, fo dag alfo Strahl: 
former Bunktreihen finb, | bifdel 
daß alfo Punktreihe 9 9,0,4,f, AB, a,egdef, 
6, A,E,D,F, A s,A,E,DF, | tft, fo liegen bie Durch— 
ift, fo ſchneiden fid bie Dia- | fdnittspuntte 8, D,, D, be: 
gonalen s, d,, d,, welde bie | züglich ber erften unb dier- 
erfte unb vierte, gwette und ten, gweiten und finften, 
fiinfte, britte und ſechſte Ede | dritten und fedften Seite 
bes Sedsfetts s,,ds,f,a,e, | des SehsedsS,,DS,F,A,E, 
verbinden, in einem und dems | auf einer und derfelben Ge- 
felben Punkte D. Fig. 62. rabend. Fig. 63. 

Denn, man ziehe vom Durchſchnittspunkte S, ber vierten und fünften, 
bas Sechsfeit bilbenden Geraben bie Linien a,,¢,,d,,f, mach denjeni⸗ 
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gen Punkten A,, E,,D,, F,, in welchen die erfte Seite s, von den 
bier anbern gefdbnitten wird, und ebenfo ziehe man vom Durchfdnitts- 
puntte S, der filnften und fedften, bas Sechsfeit bilbenden Geraden 
die Linten a,, e,, da, f, nach denjenigen Puntten A,, E., D,, Fa, 
in welchen die dritte Seite a, von den vier anderen gefdnitten wird. 
Gs entftehen fo zwei conforme Strahlbüſchel S,,a,e,d,f, und 8,, 
a,e,d.f,. Ste liegen perfpectivifh, ba fie mit einem Paar entſpre⸗ 
chender Strahlen a, und a, auf einander fallen, und ihre Projections- 
punfte E, D, F liegen daher auf einer Gerabden 8, es ſchneiden fic 
alfo bie bte erfte und vierte, zweite und fiinfte, dritte und fedfte 
Gde verbindenden Diagonalen D,S,, DeS,, FE, in einem und 
bemfelben Punkte D. — Man beftimme auf der Perbindungégeraden 
s, ded dierten und fünften ber bas Sechseck bildenden Punkte die Durd- 
fduittspuntte A,, E,, D,, F, welche die Gerbindungsgeravden bes 
erjten Punftes S, mit den vier dbrigen A,, E,, D, F, auf 8, bilden; 
ebenfo beftimme man auf der Verbindungégeraden s, bes fünften und 
fecdften Punktes bie Durchſchnittspunkte A, E,, D,, F,, in welchen 
fie von ben Verbindungslinien des dritten Punttes S. mit A,, E,, 
D, F, getroffen wird. G8 entftehen fo gwet conforme Punttreifen 
s,A,E,D,F, und 2,,A,E,D,F,. Gie fallen mit einem Paare 
entſprechender Buntte 4, A, auf einanbder und fliegen folglich per- 
ſpectiviſch und ihre PBrojectionéftrablen e, d, f ſchneiden fich in einem 
und bemfelben Punfte S. Gs liegen alfo die Ourehfdnittspuntte der 
erften und vierten, ber zweiten und fünften, der britten und ſechften 
Site, D,, D,, S auf einer und derſelben Geraden d. 


Umgekehrt fann man behaupten: 








7. Lehrſatz. Schneiden ſich 
in einem Sechsſeit die Dia— 
gonalen, welche die erſte und 
vierte, die zweite und fünfte, 
die dritte und ſechſte Ecke ver— 
binden, in einem und dem— 
ſelben Punkte D, ſo werden 
je die erſte und dritte Seite, 
nämlich s, und s,, d und f,, 
8, und a,, f, undie,, a, und 
81, @, und d, bon ben bier 
uͤbrigen conform gefdnitten, 
fo bag die Durchſchnitté— 
puntte, bie jebe ber vier 
Nbrigen mit ber erften und 
dbritten bilbet, entſprechende 
Buntte find. Fig. 62. 


7. Lehrſatz. Liegen in einem 
Sedhsed bie Durchſchnitts— 
punfte ber erften und vier- 
ten, ber zweiten und fünften, 
ber britten und fedften Sette 
auf etner und berfelben Ge- 
raben, fo find bie Strahl. 
büſchel, bite entftehen, wenn | 
man fe ben erften und drit— 
ten Punkt, nimlid 8, und 
8,, D und F,, S, und A,, 
F, und E,, A, und 8,, EB, 
und D mit ben vier abrigen 
verbinbdet, conform und zwar 
fo, daß bie Verbinbdungslt- 
tien, ble jeber ber vier übri— 
gen mit bem erften und brit. 
ten bilbet, entfpredhenbe 
Strablen fin’. Fig. 63. 
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Denn ſchneiden fich bie Diagonalen der erften und vierten, zweiten und 
flinften, britten und ſechſten Ede in einem Punkte D und fieht man 
irgend zwei Seiten des Sechsfetts s,ds,f,a,e,, zwiſchen denen eine 
andre Geite liegt, 3. B. 8, und s, “(;toifen denen d liegt) al8 erſte 
und dritte an, und ber Durchfdnittepuntt ber erften und zweiten s, 
und d als bie erfte Ecke, den ber zweiten und dritten als zweite Ede 
u. f. w. fo verbinbe man die vierte Ede mit ber erften und fedhjten, 
bie fiinfte Ecke mit ber gweiten und dritten, fo entſtehen etn Baar 
Strahlbiifdel S,,a,e,d,f, und S,M@,@adaf,, die perfpectivifdy liegen 
in Bezug auf bie Diagonale ber dritten und fechften Ede als Pre: 
jectionsaze. Sie find alſo conform, und alfo ift s,A,E,D,F, 
A 8A,E,D,F,. Man hatte ebenfo auch 3. B. a, und ‘By "ale 
erfte und dritte Seite anfehen fdnnen, dann hätte man D, und F, 
als Scheitel bes conformen Strahlbüſchels anjufehen und D, D ware 
bie Projectionsaxe; man iberzeugt fid) dann, bag a, und s, * conform 
getheilt werden, und fo im jedem anbdern Falle. — Man febe itgend zwei 
Punkte des Sechſsecks S,DS,F,A,E, zwiſchen welchen ein Punkt 
liegt, 3. B.S, und S, "(givtfchen weichen D liegt) als erſten unt 


dritten an, nenne die Perbindungslinie des erften und gweiten S, unt | 
D bie erfte Seite, bie Verbinbungslinie bes gweiten und britten bie 


zweite u. f. w. und beftimme die Durchfduittépuntte ber erften unt 
fechften mit der vierten, der zweiten und dritten mit der fiinften, fc 
entftehen ein Baar Bunttretgen 8, A,E,D,F, und s,A,E,D,F;, 
bie perfpectivijd liegen fiir ben Durch fenittapuutt ber britten unt 
fechften — als Projectionscentrum. Sie find alſo conform unt 
alfo ift S,a,e,d,f, A S,,a,e.d,f,. Man hatte ebenfo aud 3. B. 


—2 
A, und S, alg erſte und britte Gite anfeben können, bann hatte | 


man d, amb f, als bie Linien gu betrachten, auf denen bie conformen 
Bunttreiben ſich befinden, und ber Durchſchnitt von d, und d wire 
bas Projectionscentrum; man überzeugt fid dann, dak auch die Strahl⸗ 
büſchel, bie entſtehen, wenn man von A, und By nach ben vier übri— 
gen Punkten Gerade zieht, conform find, und fo in jedem anderen Fallc. 
Aus dem Bisherigen ergeben fich noc folgende Sage: 


8 Lehrſatz. Wird in ei— 8. Lehrſatz. Bilben in 
nem einfaden Sechsſeit einem einfaden Sedsed 
s,ds,f,a,e, ein Paar Seiten, | S,DS,F,A,B, ein Paar 
8, und s, die als erfte und Eien, 8 und S,, bie als 
britte angefehen werden fins erfte und britte angefeben 
nem, von den vier Abrigen | werben können, burd ibre 
conform getheilt, fo gilt Berbindungslinien mit ben 
dies aud von jedem anderen | vier übrigen Ecken conforme 
Paare Seiten in demſelben Strahlbüſchel, ſo gilt dieß 
einfachen Sechsſeit, die als aud von jedem anderen 
erſte und dritte angeſehen Paare Ecken in demſelben 
werden können, alſo von s, 








einfachen Sechseck, die als 
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und 8,; d und f,; 8, unda,;)erfte und dritte angefeben 
f, und e,; a, und s,; 6, und; werden können, alfo von S, 
d fig. 62. 'und 8; D und F,; 8, und 
iA,; F, und E,; A, undS,; 
1E, und D. Fig. 63. 

Es folgt vies unmittelbar aus Lebrfag 6 und 7. 
Gind nun feds bellebige Gerade s,, d, 8,, f,, a,, 6, gegeben, 
fo bejtimmen dieſe ein vollftandiges Gedsfett (Erklärung 4), 
welded GO einfache Sechsſeite enthalt; unter diefen 60 einfachen 
Sechsſeiten ſind 24, in denen a, und s, die erfte und dritte Seite 
ift, 24, in denen d und f,, 24, in denen 8, und a, u. f. w. die erfte 
und britte Seite find. Natürlich können inverfcbiedenen diefer Gechsfeite 
mebrere oder alle der ſechs genannten Geitenpaare je als erfte und 
britte Seite angefehen werden, und in ber That find unter den 60 
verſchiedenen einfachen Gechéfeiten feds, in denen alle ſechs Puare, 
jwei, in denen dret Paare, neunundvierzig, in denen zwei Paare, drei, 
in denen ein Baar der in Lebrfag 8. genannten Geiten als erjte und 
britte angefeben werden können; 3. B. in bem Sechsſeit s,ds.f,a,e, — 
fant ſowohl 8, und s,, ale d und f,, alg s, und a,, als f, und 
e,, a8 a, und s,, alg e, und d als erfte und dritte Seite ange- 
feben werden; in dem Sechsſeit s,da,e,f,s, aber nur a, und s,, 
e, und d; u. ſ. w. Zugleich ift unter den ſechzig, dad volljtandige 
Sechsſeit bildenden einfachen Sechsſeiten keines, in welchem nicht 
wenigſtens eins der genannten ſechs Paare als erſte und dritte 
Seite angeſehen werden könnte. Ein Gleiches gilt von dem Sechseck. 
Man erhält demnach, ba, was von einem einfachen Sechsfeit gezeigt 
worden ift, fich eben fo von allen fibrigen darthun läßt, nach Lebr- 

ſatz 8. den 

9 Lehrſatz. Yn jedem 9. Lehrſatz. Yn jedem 
vollftanbigen Sechsſeit bil- vollftdndigen Sechseck bil- 
ben bie Durchſchnittspunkte ben die Verbindungslinien 
je ber erften unb britten|je ber erften unb dritten 
Seite mit den vier ibrigen | Ede mit ben vier Abrigen 
conforme Punltreiben, wenn | conforme Strahlbüſchel, 
bies mit ber erften und brit. | wenn dies mit der erften 
ten Seite in einem eingigen | unb dritten. Ede in einem 
ber 60 einfaden Sechsſeite eingigen ber 60 einfaden 
ber Fall ift. Fig. 62. Sechsecke ber Fall ift. Fig. 63. 


Gs ift bisher immer nur bon ber erften und dritten Seite bte 
Rede gewefen, allein man bemerft leicht, pak dies ancy von jedem 
Paare anderer gilt. In dem einfachen Sechsſeit s,ds,a,f,e,, in wel⸗ 
dem fid 8, und s, al8 erfte und dritte Seite darftellen, fann aud 
8, und f,, alfo zwei Gerade, die in bem urfpriinglid) angenommenen 
Sechsſeit s,ds.f,a,e, (Fig. 62.) die erfte und vierte waren, als erfte 
und dritte angenommen. twerden; e8 gilt alfo nad Lehrſatz 8. daffelbe 
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Geſetz aud von s, und f,, nämlich, dak fie von den vier übrigen 
conform getheilt werden. In bem einfacben Sechsſeit s,s,df,a,e,, 
in welchem s, und a, bie erfte und bdritte Seite find, finnen aud s, 
und d als folce angenommen werden; es gilt alfo unfer Gag aud 
fiir dieſes Paar u. f. ww. Gleiches findet fic) bet Sechsecken. Man 
erhalt alfo den allgemeinen Gag: 


10. Lebrfag. Bn jedem 
vollſtändigen Gedsfeit, in 
weldem zwei Seiten von ben 
bier übrigen conform ges 
theilt werden, wird aud je- 
bes andere Paar von ben 
vier ibrigen conform ges 


theilt. 


10. Lebrfag. Yu jedem 
vollftanbigen Gedsed, in 
weldem bie Berbinbdungs: 
finien vom gwet Eden mit 
ben vier übrigen conforme 
Strahlbüſchel bilden, findet 
ein Gleiches mit ben Strahl: 
büſcheln, die jedes anbere 
Paar Eden gu Scheiteln ha: 
ben, ftatt. 


Gingehenber werden die bier fic) barftellenden Verhaltniffe in 


Rap. ILI. behandelt werden. 


u. f. w. giebt. 


8, ds,f,a,e. 
s,ds,f,e,8,. 
8, d8,a,f,6,. 
8, ds,a,0,f,. 
s,ds,e.f,a,. 
s,ds,e,a,f,. 


6,da,s,f,e.. 
8,da,s,e,f,. 
ada ,f,8,e,.- 
8,da,f,e,8,. 
8,da,e,8.f,. 
,da,e.f,s.. 


8, df,}s,a,e, 


Es mögen hier nur noc befferen Ber 
ſtäändniſſes wegen die ſechzig verfdiedenen Sechsfeite und Sechsecke auf: 
geführt werden, bie fic aus feds Clementen bilden laffen, und es 
mag dabei nochmals erinuert werden, dag z. B. s,ds,f,a,e, dasjenige 
einfade Sechsſeit begeichnet, weldes entjteht, wenn man vom Durch— 
ſchnittspunkt von s, und d auf d bis dabin fortgeht, wo d von s, 
gefduitten wird, bann auf s, bis gum Durchſchnitt mit ber daranf 
folgenden Vinie f,, dann auf bdiefer u. f. w. fortgebt. Ebenſo bedeutet 
§ DS,F,A,E, das einfade Sechsed, welches entiteht, wenn man bie 
Verbindungsgerade zwiſchen S, und D, dann gwifden D und 8, 
Man erhailt fo folgende 


einfache Sechsfeite: 


a, df, a,8,€,. 


s,df,a,@,8,. 
Bp, df,e,8,8. 
8, df,e,8,8,. 


8, de,sof,a,. 
8, de,8,8,f,. 
8, de,f,8,4,. 
8,de,f,a,8,. 
s,de,a,8.f,- 
s,de,a,f,8,. 


einfache Sechsecke: 





S,DS,F,4,E,. 8,DF,S,4,E,. 
S,DS,F,E,A,. 8,DF,8,E,A,- 
S,DS,A,F,E,. 8,DF,4,S,£.. 
§,DS,A,E,F,. 8,DF,A,E,S,. 
S,DS,E,F,A,. 8,DF,E,S,4, 
§,DS,E,A,F,. 8,DF,E,A,5.. 
S,DA,S,F,E, 8,DE,S,F,A,. 
S,DA,S,E,F,. 8,DE,8,4,F,. 
S,DA,F,8,E,. 8,DE,F,S,A,. 
S,DA,F,E,8,. 8,DE,F,A,8,- 
S,DA,E,8,F,. 8,DE,A,S,F,. 
S,DA,E,F,8,. 8,DE,A,F,S:- 


einfache Sechsfeite: 
8,8, df,a,e,. 
3,8,df,e,a,- 
§,8,da,f,e,. 
3,8,da,ef,. 
g,8,de,f,a,- 
§,8,de,ajf,. 


3,8,8,df,e.. 
3,8,8,deaf,. 
3,8,3,1,de,. 
8,8,8,¢,df,. 


s,f,da,a,€- 
8,{,ds,€,8,. 
8,f,da,8,e,. 
s,f,de,8,8,.- 


s,f,a,ds,e,. 
5,f,a,8,de,. 
s,8,ds.f,e,. 
68,df,8,0,. 


3,8, f,ds,e,- 
s,3,f,8,de.. 


§ 6. Das ebene Syftem. 





s,8,f,da,e,. | S,S,DF,A,5,. 
s,8,f,de,a,. | 8,S,DF,E,A,. 
8,8,f,a,de,. | 5,8,DA,F,E,. 
s,8,f,e,da,. | §,S,DA,E,F,. 
S,5,DE,F,A,. 
S,S,DE,A,F,. 
s,8,e,df,a,- | 8,S,A,DF,E,. 
8,8,e,da,f,. | S8,S,A,DE,F,. 
s,8,e,f,da,. | S,S,A,F,DE,. 
s,8,e,3,df,. | S,S,A,B,DF,. 
s,f,s,da,e,- | S,F,DS,A,K,. 
s,f,s,de,a,. | S,F,DS,E,A,. 
s,f,s,a,de,. | S,F,DA,S8,E,. 
s,f,s,e,da,. | S,F,DE,S,A,. 
s,f,e,ds,a,. | 8, F,A,DS,E,. 
s,f,e,8,da,. _S,F,A,S8,DE,. 
818,8,df,¢,. | S,A,DS,F,E,.- 
8,4,8,f, de,. | S,4,DF,5,E,. 
| S,A,F,DS,E,. 
|; S,A,F,8, E,. 

Rap. IL. 
Gebilde zweiter Stuje. 
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Wie wir im erften Kapitel § 1. den einfachſten Fall der Pro- 
jection 3n Grunde legten, nämlich den, eine Gerade auf eine andere 
zu projiciven, und dte fic) hiebei ergebenden Geſetze entwicelten, fo 
haben wir uns jebt, dom Ginfachen gum Zufammengefegten fortſchrei— 
tend, mit der Projection einer Figur auf eine andere gu befchaftigen, 
md die dabei obwaltenden Gefege gu erforſchen. 

Es wurde bereits in § 1. gezeigt, daß es nothwenbig fet, um den 
Degriff bes Projicirend einer Geraden auf eine anbere Har und präcis 

: * 
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gu faffen, ſich vie Gerace als Punftreihe gu denen. Etwas Aehnliches 
findet fic auch bier, indem man, um fic) nicht im Unbeftimmten und Vagen 
su verlieren, zunächſt feftfegen mug, was es heißt, eine Figur auf eine 
anbere zu projiciren. 

Zunächſt mag paran erinnert werden, daß wir e8, wie bereits im 
§ 1 bemerft wurde, nicht mit materiellen Figuren hier gu thun Haber, 
daß alfo Undurchſichtigkeit u. f. w. bier auger Acht bleiben, daß wir 
uns vielmehr mit rein mathematifden Gebilden beſchäftigen. Ded 
auch dann bedarf e8 noch einer genaueren Feftitellung deffen, was unter 
Projection ber einen Figur auf eine andere gu verftehen fein fell. Es 
feten 3. B. Fig. 64. zwei Finfede ACBDE und A’C’BD’E’ gegeben, 
und gwar bon der Befchaffenheit und in folder Lage, daß bie Geraden 
(A-A’), (B- BY’), (C-C’), (D—D), (E-E’ fid in einem und bem: 
felben Punfte S foyneiden, fo wiirde man auf den erfter Anblick ge- 
neigt fein, gu fagen, tad eine fei bie Projection bes andern. Cine 
nähere Betrachtung indeſſen zeigt, bak, fo gefaßt, per Begriff ver Pro- 
jection ein ſehr unbeftimmter ijt. Denn es laffen fic) dann unzählig 
viele und beliebige Fiinfede, 3. B. ABODP 3eichnen, die mit 
ABCDE ober mit A'B’C’D’E’ in Projection ftehen. Zugleich iſt nod 
ein anberer und fcwerer in bas Gewicht fallender Umſtand vorben- 
ben, ber uns hindert, bei dieſer Wuffaffung von: Projection ftehen zu 
bleiben. Schon durch cin gewöhnliches Fünfeck find nämlich nicht blog 
ble finf, feine Edpunfte bilbenden Punkte gefegt, fondern es find, 
wenn es gezeichnet vorliegt, zugleich eine Menge anberer Punkte be- 
ftimmt, 3. B. die Durchſchnittspunkte jeder Seite mit jeder ber vier 
übrigen, alfo 3. B. die Punkte F, umd F uw. f. w., ebenfo die Dia- 
gonalen, 3. B. AD, AD’; CE, CE’ und ifre Durchſchnittspunkte, 
3. B. G, G’; ferner die Durchſchnittspunkte diefer Diagonalen mit 
ben Seiten u. ſ. w. Daraus nun, bak die Geraden (A- A’), (B-B), 
(C-C’), (D—-D%, (E—E’) fic) in einem und remfelben Punkte ſchnei⸗ 
ben, folgt nun feineswegs, dag auch die Verbindungsgeraden der übri— 
gen Puntte, alfo vie Geraden (F—-F’), (O- G) u. f. w. durch dens 
felben Buntt gehen. Es wiirde bann alfo die Projection eine, fo gn 
fagen, vein äußerliche fein, indem blog die fünf, ben Umfang beftim: 
menden Punfte in Projection ftinden. Einmal diefe: Ridficht, fodann 
auch die allgemeinere Muffaffung von Biered unb Sechsed, (f. § 3. 
Erklärung 15., § 5. Erklärung 3.), auf die wir durd das Borige 
naturgemag geführt wurden, beftimmt uns, diefe Punkte mit als zum 
Wefen ber Figur gehdrig anzuſehen, und zu verlangen, daß alfo die 
Durchſchnittspunkte A, C, F, H, welche die Geraden (E—A), (C~ B), 
(D—B), (E—B), (D—E) mit ber Geraden (A—C) bifden, mit ben 
Buntten A’, C’, FY, H’, in denen bie Geraden (E’- A), (C’—B), 


(D’-B’), (E’-B), (D’-E’) bie Gerade (A’-C’) febneiven, in Prov - 


jection ftehn, und dag dies bet jedem Baar entfpredender Seiten (B—C) 
und (B’-C’), (B—D) und (B’-D)), u. ſ. w., fo wie aud fiir alle 
Diagonalenpaare, (A-D) und (A’-D), (C- E) und (C’—-E) etc., 
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gelte. Mit einem Worte, wir fehen jede Gerade in ber Figur als 
Punktreihe an und verfangen, als gum Wefen der Projection gebirig, 
daß alle Puntte, welche diefelbe geometriſche Bedeutung in den Figuren 
ABCDE und A'B'CD'E’ haben, in Projection ftehen. Nennen wir 
3. B. (A-C) und (A’—C’) die erfte, (B-—C) und (B’-C’ die 
gweite, (B-D) und (B’—-D’) bie dritte Seite u. f. w. der Fünfecke, 
fo mug ber Durchſchnittspunkt F der erften Seite und ber zweiten 
mit dem Punkt EY, der diefelbe geometriſche Bedeutung an ber zwei⸗ 
ten Figur hat, in Projection ftehen, ebenfo der Durchſchnittspunkt K 
ber erjten Geite und der Verbindungélinie ber dritten und fiinften Ecke 
(B—E) mit dem Durchſchnittspunkt K’ der erften Seite mit (B’—E’ 
an ber zweiten Figur u. ſ. w. Ganz daffelbe mug alfo auc fiir alle 
übrigen Geiten und fiir alle Diagonalen gelten. Damit ift gugleid 
nod ein Umftand verbunven, der uns in unferer Auffaffung von PBro- 
jection nod) mebr beftirft. Stehen nämlich gwet Fünfecke ABCDE, 
A'BCDYP’ anf die angegebene Weife in Projection, alfo fo, daß vie 
Verbindungsgeraden jever zwei Punfte, welche diefelbe geometriſche Be- 
beutung baben, alſo (A—A’), (H—-H’), (G- G) ete. fic in einem 
und bemfelben Punkte S fcjneiden, Fig. 65, und betrachten wir irgend 
ein Paar Dreiede 3. B. AED und AED’, von denen fich alfo (A— A’), 
(E—E’, (D—D") in S ſchneiden, fo ſchneiden fic) nach § 3. Lehrſatz 13. 
tie Geraden (A—D) und (A’-D’%, (AE) und (A’~ EB), (D- B) 
und (D’-E’) auf einer und derfelben Geraden s. Ebenfo miffen in 
pen beiden Dreieden AGE und A’G’E’ nach bemfelben Lehrſatz die Ge- 
raven (A—E) und (A’— FE’), (A—G) und (A’-G’), (E-G) und (EG) 
auf einer und derſelben Geraden liegen. Da aber ey diefelbe 
Gerave ift, wie (A—D), fo miiffen fic alfo (E-G) und (E’- G4 
ober (B—E) und (B’—E’) auf derfelben Geraden 5 fdneiden, auf der 
fi (A —E) und (A’— EB), (D—-E) und (D’— E+ treffen. Da ferner in 
ren Dreieden AEB und A’E'B’ fic) (A-E) und (A’—E’), (B- E) und 
(B’—E’) auf s fdneiven, fo mug dies auch mit (A—B) und (A’—B’ der 
Fall fein, nad § 3. Lehrſatz 13., und ebenfo miiffen fic) auc dte Seiten 
(B-D) und (B’-D’) ber Dreiede BDE und BDF’ anf s ſchneiden, des 
gleichen bie Seiten (G—H) und (G’—H’) ber Dreiede BGH und B'G'H, 
ta fid) (B- H) ober (A—B) und (B’—H’ oder (A’— B’) und (B- G) 
mb (B’—G’) auf 8 treffen; daraus folgt, daß and) ber Durchſchnitts⸗ 
punft der Seiten (B—C) und (B—C’) ber Dreiede BCH und B’C’H’ und 
rer Durchſchnittspunkt ver Seiten (C—D) und (C-D’) ber Dreiede CDH 
und C’D/H’ auf s liegt, u. ſ. w. Kurz, es läßt fich auf dieſe Weife zeigen, 
daß jede zwei Gerabe, welche diefelbe geometrifdhe Bedeu— 
tung haben, ſich auf einer und derſelben Geraden s ſchnei— 
ben. Man muß daber, wie man jede Gerade einer Figur als Punktreihe 
angufehen gendthigt war, jede Ede als Scheitel eines Strahlbüſchels bee 
trachten, z. B. A alé Sdeitel des von den Geraden (A—B),(A—D),(A—E) 
u.f.w., G ale Scheitel res von den Strablen (G—A), (G-B), (G-C) ete. 
gebiloeten Strahlbüſchels u. ſ. w. Wir können alfo fagen: 
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1. Erklärung. Zwei geradlinige ebene Figuren 
heißen dann auf einander projicirt, wenn die Verbin— 
dungsgeraden von je zwei Punkten, welche dieſelbe geome: | 
trifhe Bedeutung haben, fish in einem und bemfelben | 
Punkte S ſchneiden, und die Durchſchnittspunkte von je 
zwei Geraden, welde diefelbe geometrifhe Beoentung 
haben, auf einer und derfelben Geraden s liegen. 

Man fieht aus dem Bisherigen, dak jest ber Begriff ber ebenen Fig 
ein ganz anderer wird, alé er in der Glementar- Geometrie gefagt wirt. 
Denn es fommet hier nicht eine endliche Anzahl begrengter Gerater, 
fondern eine unendlice Angahl unbegrengter Gerader in Betracht. 
Denn man hatte, von dem urfpriinglic) gegebenen Finfed ausgebent, 
nog beliebig viele andere Vinten und Punkte conjtruiren können, hatte 
3. B. den Durchſchnitt J von (B-C) mit (A~E) aufſuchen und ifn 
mit H, oder G oder C burch eine neue Gerade verbinden können, bie 
Gerade (J-G) 3. B. hatte wieder irgend eine ver bisherigen Gera: 
den 3. B. (B—E) in M getroffen, und man hatte mm jeden der bis— 
her gefundenen Punkte wieder mit M verbinden fSunen, wodurch wie 
ber eine Anzahl newer Linien entftanden ware. Man hatte ferner den 
Durchſchnitt jeder derfelben mit jeder ber bisherigen aufſuchen und fo 
wieder Stoff zum Riehen neuer Vinten erhalten fInnen u. ſ. w. Jedes 
Paar anf gleicbe Weife aus den Figuren ABCDE und A’B/CTE’ er- 
haltener Punkte und Geraber müßten in Projection ftehen, indem bie Bers 
bindungslinien jedes Paares ſolcher Bunkte burch S geben, ver Durch 
ſchnittspunkt jebes Paares folder Geraden auf s fliegen mug. Wan 
wird aus dem Borigen geſehen haben, daß es gar nicht ndthig ift, 
bon einem Fünfeck, Sechseck u. ſ. w. ausgugeben, um die in Betracht 
fommenden Bunfte und Geraden gu erhalten, bag man vielmehr auf 
einfachere Weife gang daffelbe hatte erreiden EBunen. Hat man name 
lich zwei Punktreihen, deren jede, anfer dent gemeinfamen Durchſchnitts⸗ 
puntt iwenigftens nod) zwei Punkte enthalt, 3. B. dle Punktreihen 
s,ABCD und /,r.vsC®, Fig. 66., und verbindet man jeden Buntt der 
einen Reihe mit jedem ber anderen (e8 find, um bie Figur nidt yu 
jebr ju überladen, mur einige biefer Geraben gezogen), fo erhalt man 
gugleid eine Menge neuer Pimfte, indem jede diefer Geraden fowobl 
jede andere, al8 auch die urſprünglichen Geraden s und f fdjneivet; 
von dieſen Punkten verbinde man wieder jeden mit jedem, ſowohl ver 
urfpriinglic) gegebenen als ber neu gefundenen, und fabre fo fort, fo 
erhalt man eine unendlice Anzahl von Punkten ſowohl als Geraden, 
mithin aud) eine unendliche Anzahl von Vielecten, Vielfetten (im Ginne 
von § 3. Erklärung 15. und § 5. Erklärung 3.), und ebenfo einfache 
Vielecke. Es entiteht 3. B. ein Fiinfed aefeh, deffen Eden bezũglich 
find bie Puntte (&-A) (O-D), (®—D) (-B) (&—B)- (©-C), 
(C—C): (—B), (—B)-(&%—A)*) und umgekehrt hatte man von 


*) Unter (1-N) (P-Q iff nad § 1. Erklarung 2. der Durdignittspunk 
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dieſem Fünfeck ausgehend, wie in Fig. 65., wieder alle übrigen Gera- 
ben und Punkte erhalten können. Wir haben alfo, von zwei PBuntt- 
reifen ausgehend, ein ſolches Mey conftruirt, wie wir e6 bem Begriff 
ver Projection nach brauchen (f. Erfldrung 1.). Indem man ferner 
jeden Punkt mit jedem anderen verbinbdet, entftehen eine unendliche 
Menge Punktrethen, 3. VB. auf a, auf h, auf u, auf v u. f. w. und 
umgekehrt hatte man, indem man mit irgend einem beliebigen Baare 
berfelben ebenfo verfabrt, wie mit ABCD und (,bCO, auf die 
leytgenannten guriidfommen finnen, fo daß es alfo ganz gleidgiltig 
ift, ob man die Conftruction bes Neges mit S ABCD und (,wbCO 
ober mit einem anderen Paare beginnt. Zugleich find aber and eine 
unendlide Wenge Strahlbüſchel entftanden, 3. B. S.abed unb 8,802, 
und augenfcbeinlid) hatte man auch mit jedem beliebigen Paar Strahl. 
hifdel, 3. B. eben mit S,abed und S,<bcd bie Conftruction bes Netzes 
beginnen können, indem man den Durchſchnittspunkt jedes Strabhls des 
einen BitfchelS mit jedem Strahl des anderen Büſchels gefucht, jeden 
ſolchen Durchſchnittspuntt mit jedem anberen verbunden hatte, von den 
Durchſchnittspunkten der fo erhaltenen Geraden unter fich ſowohl als 
mit ben Strablen ber urſprünglich gegebenen Strahlbüſchel wieder 
nad jedem anderen Punkte Gerade gegzogen hatte, u. f. w. Go hatte 
z. B. hier ber Durchſchnitt (aa) den Puntt A, ber Durchſchnitt 
(d:2) ben Punkt E ober €, ber Durchſchnitt (@'b) den Punk F 
geliefert, die Verbindungégerade (4 4) — (d-2)*) hatte die Gerabe s, 
bie Verbindungsgerade (a°b)—(d°2) hatte bie Gerabde ¢ geltefert. 
Der Durchfehnitt (af) hatte & gegeben, der Durchſchnitt von (&—38) 
mit s den Punkt B, ber Durchſchnittspunkt (cc) hatte ben Punkt G - 
beftimmt, ber Durchſchnitt von (& —G) mit s ben Punkt C, der 
Durchſchnittspunkt (b-6) hatte H beftimmt, ber Durchſchnitt von 
(C-H) mit ¢ den Bunkt ©, endlich der Durchſchnitt von (S—8) mit 
s und ( bie Puntte D, ©. Man ware alfo von den Strahlbüſcheln 
Sabed und 8,63 ausgehend, wieder gu den Punttreifen 8, ABCD 
mb (AUECO gefommen. €8 ift alfo ſchon bieraus far, daß man 
aud, von Strahlbüſcheln ausgehend, ein beliebiges Viele und Vielfett 
erhalten fann. Direkt überzeugt man fich fogleich davon, indem offens 
bor ein Fünfeck AEFGH entfteht, deffen (nicht alle gezogene) Seiten 
bie Geraden (a°a)— (dd), (0°d)—(«'b), («"b)—(c*e), — 
(6-b)—(a-a) bilden. Solche, aus einer unendlichen Menge von Punkt⸗ 
reihen und Strahlbüſcheln beſtehende Figuren, wie Fig. 66. bilden die 
Grundlage der „Projection einer Figur auf eine andere“. 


2. Erklärung. Das Neg aller, unendlich vielen, 


zweier Gerabden yu verftehen, won denen die Ridtung ber einen burch bie Puntte 
M,N, bie ber anberen burch bie Punkte P, Q beftimmet tft. 

*) Unter (m°n)—(p*q) ift bie Verbindungsgerade zweier Punlte zu verfteher, 
von benen der Ort bes einen burd den Durch mitt ber Geraben m, n, ber des 
anberen durch ben Durchſchnitt ber Geraden p, q beftimme iſt. 
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Punttrethen und Strahlbüſchel, welches burch zwei, in 
perfelben Ehene liegende, gleichartige Gebilde ber erften 
Gtufe, alfo entweber durch zwei Punktreihen s,ABCD, 
(UCD, oder S,abcd, Sabed ergeugt wird, heißt ein: ,,Ge 
bilde zweiter Stufe“ oder ein „ebenes Syftem”. Fig. 66. 


3. Lebhrfag. Jedes von | 


Punktreihen s ABCD; (,rAweo 
erzeugte ebene Syſtem fann 
aud als von Strablbifdeln 
S,abcd; 88d erzeugt gedacht 
werden. ig. 66. 

Diefe Erklärung fowohl als 


Vorigen unmittelbar. 
genden Gages ein: 


4, Yebrfag Bur Erzeus |! 


gung eines ebenen Syſtems 
find minbdeftens n&thig, aber 
aud vollkommen binreidhend 
zwei Punktreihen o,AB; (Aw, 
beren jede anßer ihrem gee 
meinfdaftliden Durch— 
fdnittspunfte BE, C zwei 
Punkte A, B; &, W enthalt, 
ober: 

—Zur ECrzengung eines ebe- 
nen Syſtems tft mindeftens 
nSthig, aber aud vollfom- 
men hinreichend ein voll- 
ſtändiges Viered ABW. Fig. 
66. 


3. Lehrſatz. YFedes von 
Strabhlbifdelu S,abed, Sꝓbed 
erzeugte ebene Syſtem Fann 
aud als von Punktreihen 
s, ABCD, (CO erzeugt ge: 
dacht werden. Fig. 66. 


ber Lehrfag ergeben ſich aus bem 
Bugleich leuchtet fogleic vie Richtigkeit ves fel- 


4. Yebrfag. Bur Erzeu- 
gung eines ebenen Syſtemé 
find mindeftens nöthig, aber 
aud vollfommen binreidend 
zwei Strahlbüſchel S,ab; 8-8, 
beren jeber auger bem ge— 
meinfdaftliden Serbindunge- 
ftrabl ber Scheitel e, ce, zwei 
Strablen a, b; «, 6 enthalt, 
oder: 


Bur Erzeugung eines ebe- 
nen Syſtems tft minbdeftens 
néthig, aber aud vollkom— 
men binreidend ein voll 
ftinbiges Vierſeit aba’. Fig. 
66. 





Derm vrei Punfte, auc wenn fie nidt in derfelben Geraden liegen, 
geben nur jum Ziehen von bret Geraden Anlag, die fic eben nur in 
ben gegebenen Punkten, und fonft nirgends ſchneiden; besgleichen erzeu- 
gen dret Gerade, auch wenn fie fic) nicht in einem und demfelben 
Punkte ſchneiden, nur drei Durchfdnittspuntte and feinen mehr. Bier 
Punkte aber, oder ein vollftindiges Viereck Fig. 43. geben zum Zieben 
bon ſechs Geraden Verantaffung, durch die man außer den gegebenen 
nod bret neue Punkte erhilt, deren jeder mit jedem anberen fowobl 
ber urfpriinglich gegebenen, ale ber neu gefundenen durch eine Gerade 
verbunden werden fann; fegt man bies fort, fo erbalt man ein ebenes 
Syſtem. Ebenſo geben vier Gerade, oder ein vollftindiges Bierfeit 
Gig. 44. ſechs Puntte, und, wenn man jeden mit jedem anderen ſowohl 
ber durch die urfpriingli.) gegebenen inten beftimmten Punkte, als ver 
neu gefundenen burch eine Gerade verbinbdet, bret neue Gerabve, u. f. w. 
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a Biehen von Linten fortfebend, erhalt man auch bier ein ebenes 
yſtem. 

Es mögen endlich noch ein Paar Bemerkungen hier Platz finden, 
die ſich unmittelbar aus dem Vorigen ergeben und im Folgenden öfter 
angewendet werden ſollen. Da bei der Conſtruction eines ebenen 
Syſtems das Beſtimmen von Geraden und Punkten bis in das Un- 
endliche fortgeht, fo bag fic) bie Chene mit einem immer dichter wer- 
benden Netz von Geraden und Punkten überzieht, fo fieht man, bak 
man durch binldnglice Fortfegung bes Ziehens von Geraden, wenn 
in ber Ebene des Syſtems irgend ein beliebiger Punkt P oder eine 
beliebige Gerabe p gegeben ift, jedenfalls frither over fpater einmal 
ein Baar Gerabde erhalten mug, die fid in P fcbneiden, und bak man 
ebenfo jebenfalls frither ober fpdter einmal ein Baar Punfte erhalten 
mug, bie auf der Geraden p liegen. Es läßt ſich alfo ſowohl P als 
p alé ju bem gegebenen Syſteme gehdrend anfebn. Wie friih oder 
ſpät man ju P oder p gelangt, hängt von der Lage diefer Gebilde 
P oder p felbft und von der age ber bas Shftem erzengenden Ge- 
bite ab. Man hat alfo den 


5. Lehrfatz. Jede in ber 5. Lehrſatz. Feder in der 
Shene eines ebenen Ghftems | Ehene eines ebenen Shftems 
fiegende Gerade p (aft ſich liegende Punkt P lage fid 
als gu dieſem Syſtem gehs- | als gu dieſem Syſtem gebhs- 
rend anſehn. rend anfebn. 


Hieraus folgt unmittelbar, wenn man fic) in derfelben Ebene 
mit bem gegebenen noch ein zweites Syſtem conftruirt dentt: 


6. Lehrſatz. Liegen gwei|; 6. Lehrſatz. Liegen zwei 
ebene Ghfteme in derfelben | ebene Syfteme in verfelben 
Ebene, fo fann jede Gerade | Ebene, fo kann jeder Punkt 
p biefer Ebene als fowohl | P viefer Ebene als ſowohl 
ju bem einen, als gu bem zu bem einen, alS gu bem 
anderen Syſteme gehörend anderen diefer ShHfteme ge- 
angefehen werben. hörend angefeben werben. 


Nachdem fo bie Fundamentalbegriffe des Projicirens einer Figur 
auf eine andere feftgejtellt find, gehen wir, wie im § 1., an die prafs 
tiſche Ausführung unferer Aufgabe, wiederum vom Cinfadften anfan⸗ 
gend. Wir fangen demnad mit der Projection eines Oreieds anf ein 
anteres an, ba das Dreied die einfachſte ebene Figure ift, obſchon 
turd daffelbe fein Syſtem erzeugt werden Fann, wie oben gezeigt wurde. 


7. Anfgabe. Gegeben zwei: 7. Unfgabe. Gegeben gwet 
beliebige Dreiede ABC, | beliebige Dreifeite abc, ab’c’; 
ABC, diefelben fo gu legen, | diefelben fo gu legen, bag 
daß (A-A’), (B—B’), (C—C) | (aa), (b-b), (e'c) auf einer 
ſich tmeinem und bemfelben und derfelben Geraden Lie- 
Punkte ſchneiden. Fig. 67. i gen. Fig. 68a. 68b. 
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AWuflsfung der Aufgabe links. Man conftrutre burd bas eine 
Dreied A’B’C’ einen gang beliebigen, drei Strahlen enthaltenden 
Strahlbüſchel S,abc, und conftruire, wenn b innerhalb bes nad § 1. 
Erklärung 22. fpigen Winkels ac liegt, Aber BC einen Rreisbogen, 
ber ben Winkel be als Peripheriewinkel enthalt, bann mace man auf 
berfelben Geite von BC, auf welcher ber Mittelpunkt des Mreifes 
liegt, Winkel ACD—ab, und conftruire nun fiber BC aus den Seiten 
BA, CA das Dreieck ABC fertig, entweder auf ber einen oder auf 
der anderen Seite von BC, und ziehe AD, bie den Rreisumfang zum 
zweiten Male in S,, (wenn A und D anf derfelben Seite von BC 
liegen) oder in S, (wenn A und D auf verfdiedenen Seiten von BC 
liegen) ſchneidet, und verbinde diefen fo erbaltenen Punkt S, oder 8, 
mit A,B,C, fo ift fir S,, ber Wintel BS,;C—be; BS, A — 
BS ,D = BCD = ba, alfo Strablbiifdhel S,,a,b,c, == Strabhlbiifcel 
S,abe, fir S, ift Wintel BS,C— 180°—be, BS, A — 180°— ab; 
e8 ift alfo ber Rebenwinkel von BS,C = be, der von BS, A = ab, 
Alſo and Strahlbüſchel S.a,b,c, — S, abe. Man fann daher in 
beiden Fällen das Dreieck ABC in ben Strahlbüſchel S,abc legen, 
indem man von S aus entweder auf a, b, c nad derfelben Geite 
bin, und gwar nad der, auf welder ab unb be fpige Winkel find, 
Stiide bezüglich gleich S,A, S,B, S,C abträgt, und die Endpunfte 
biefer Streden verbindet, ober, indem man bon S aus auf a, b, c 
und gwar auf a unb o nad ber Seite bin, wo Winkel ab und be 
zugleich fpig find, S,A, S.C, auf b aber nach ber entgegengefegten 
Seite S, B trägt, und die erhaltenen Punkte verbindet. Es können bei 
ber genannten Gonftruction folgende (alle ftatt finden, fowobhl menn 
A und D anf berfelben, als wenn fie anf verfchiedenen Getten von 
BC legen: Wenn man benjenigen Theil ber Strablen a, b, c, der 
ſich anf der Seite von S beftndet, wo die fpigen Winkel ab, be find, 
mit ,Strabl a, b, e“ ſchlechtweg bezeichnet, den auf ber anderen Seite 
pon S liegenden Theil aber als: „Verlängerung bes Strahls a, b, c%, 
fo findet folgendes ftatt. Liegt 1) S auf bem Bogen DC, fo ift 
7 OSB = bec, / DSB = ab; liegt gugleich A auf derfelben Seite 
von S wie D, fo fallt, wenn man das /A\ ABC in den Strahlbüſchel 
S,abe eintragt, A auf a; B anf b; C auf c; liegt aber A anf der 
anberen Geite von S als D, fo fallt beim Cintragen, B auf b; C 
auf c; A in die Berlingerung von a. Liegt 2) S auf dem Bogen 
DB, fo ift “ CSB = be, /“ DSB =180° — ab; ‘befinben ſich nun 
A und D auf berfelben Geite von S, fo fallt beim Gintragen des 
Dreieds ABC in den Büſchel S,abc, B auf b; C anf c; A auf die 
Cerlangerung von a; befindet fich A auf der anteren Seite von S, 
alg D, fo fait A auf a, B auf b, C auf c. Gegt 3) S anf dem 
Bogen BC, fo ift 7 CSB = 180° — be, /“ DSB = ab; befindet 
ſich A anf derfelben Seite von S wie D, fo fallt beim Cintragen 
bes Dreiecks ABC in den Büſchel S, abe A anf a; B anf b; C in 
bie Verlingerung von c; liegt A auf der anderen Seite von S als 
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D, fo felt A nad a; C nad c; B in die Verldtgerung von b. 
lind died find, wie bemerft wurde, die eingigen möglichen Falle, von 
denen ftets einer vorfommen mug, mag man bas Dreted ABC auf 
rer einen oder der anderen Geite von BC conftruirt haben. Nie tann 
bie Anfldfung unmöglich werden, fo Lange nicht ein Strahlbüſchel an- 
genommen wird, deſſen Gdjeitel S in unendlicher Cntfernung liegt. 
G8 ift alfo fiir einen beliebigen Strahlbüſchel S,abc, deffen Scheitel 
nicht im Unendlichen fiegt, möglich, irgend zwei Dreiecke ABC, A’B’C’ 
auf einanber zu projiciren und nad § 3. Lehrſatz 13. fiegen dann 
and ble Durchſchnittspunkte (A — B)-(A’— BY, (A-—C):(A’ - Ch 
(B-C)-(B’—C’) anf einer und derfelben Geraden s. — Geben w 

nun fiber zur Aufldfung der Aufgabe rehts, ein Baar Dreifeite abe, 
abc’ fir eine Punktreihe gu projiciren. Cine Auflafung ergtebt fic 
ſogleih. Man ziehe eine Gerade s parallel einer Seite, 3. B. a’ des 
Dreifeits a’b’c’, welche vie Seiten b’, c’ begiiglidh in ©’, Ww’ trifft, 
Big. 68a. mache bain BE = vs’S’ und ziebe durch © eine Gerabe 
parallel gu c, welche die Seite b in © trifft, bann zieht man durd 
® eine Parallele 5 zu a, fo ift dte endlidhe von den Bunften (8 b), 
(s‘c) begrengte Stree WE ber s gleid) der bon den Punften ie ; 
(s‘c’), begrengten Strecke We’, Man kann alfo die Dreifeite in 
eine folche Lage bringen, bag a und a’ durch ben Punkt oo, b und b’ 
durch C”, c und c’ durch B” der Punktreife s, oC’B” gehn. Die Vers 
bindungsgeraben (a> b)— (a’*b’), (a'c)— G ‘c'), (be) — (b'' e’) 
gehn dann durch einen und benfelben Punkt S nad § 3. Lehrfag 13. 
Beniger einfach tft vie Conftruction, wenn man die Gerade s nicht 
parallel mit einer der Geiten des Dreifeits a’b’c’ zieht, fonbdern fo, 
bag fie von a’ in A geſchnitten wird Fig. 68b. Dann conftruire 
man ther ber Strede BC einen Kreisbogen, der den Winkel be als 
Peripheriewinkel enthalt, fiber CA einen Rreisbogen, der ben Winkel 
ac als Beripheriewinfel faßt, verbinde die Mittelpuntte M,, M, diefer 
beiden Rreife durch eine Gerade und lege durch fie als Durchmeſſer 
einen Kreis. Bon M, (oder M, aus; beides führt yu demſelben Re—⸗ 
ſultat), ziehe man eine Sehne M ,Q =4AB, was ſowohl nad der 
tinen, alé nad ber anderen Geite vot M,M, gefdeben fann, und 
ziehe durch C eine Gerade, parallel (M,—Q)*), bie ben um M, bes 
idriebenen Kreis in & ſchneidet, ziehe Bob, AV, fo erhält man ein dem 
Dreieck ABC congruentes Dreied vO. Diefelbe Conftruction fann 
man aud machen, indem man von M, aus die Strede JAB al 
Sehne in den Kreis um M,, M, eintrigt, M,Q’ = 4AB madt, 
uid durch C eine Parallele mit (M,—Q’) gieht. Man ſieht leicht, 
tag wenn man Q’ unter M,M, annimmt, man dieſelbe Gerade als 
Porallele gu (M,—Q’) erbalt, die and) parallel (M,—Q) ift, Q 
oberhalb M, M, angenommen, und umgefehrt. Daf das Oreied Le 


—— — 


*) Su der Figur iſt vie Gerade durch C parallel her von M, nach bem oberen 
Q gebenden Gerabden gezogen. 4 7 
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congruent ABC ift, folgt fo: Man ziehe bie Perpendifel MP, und 
M, P, anf C&, fo mug M,P, auch durch Q gebn. Denn da 
(C —&) || (M,— Q), fo mug (M,—-P,) aud  (M,— Q) ſtehn; es 
giebt aber auf (M,—Q) nur eine durch M, gehende Senfredte, nam: 
lid (Q—M,), da dann ber Winkel MQM, ein Peripheriewingel im 

albfreis ijt. Bezeichnen wir ben Durchſchnitt von (M,—M,) mit 
C-—&) durch vs, fo ift nun &P, = CP,, wP, =CP,, alſo Av 
= CP, + P,% = Pw + 2P,% + Pw = 2P,% + 2P, 
=—2.P P,. ‘Gs ift aber P,P, + MQ, und M,Q mar gleid 
4AB, alfo ift 1% —2.4AB= AB. G8 ift alfo, ba nach der Gon 
ftruction / Cis = be, / Add =— ac ijt, /A\ &ube & / ABC. 
Man fann alfo vie Dreifeite abc und a’b’c’ fiir die Punktreihe a ABC 
projiciren. Die Gonftruction wirb aber unmiglidh, wenn ,AB> MM, 
ift, inbem dann die Punkte Q unmdglich find. Es iſt jedod leicht, 
bieB gu vermeiden. Man mace ndmlid) Fig. 69. AM’ —2- AB, © 
wo AB bdie von den Punften (a-c), (b°c) begrengte Strede im 
Dreifeit abe ift, und zugleich AM’ 1 b’, ziehe burch M’ eine Bar 
allele 3u b’, welche die c’ in N’ ſchneidet. Gn einem beliebigen Buntte 
C”, ber aber nicht gwifchen A’ und N’, aber dod mit N’ anf derfel- 
ben Geite von A’ liegt, ziehe man eine Barallele mit a’, welde die 
b’ in U’ trifft; bejtimme dann auf b’ einen folden Punkt W’, daß 
ſich verbilt WU’: CU’ =2-BC:AC, und ziehe durch einen belie 
bigen Punft B”, ver mit W’ auf derfelben Seite von C’, aber nicht 
zwiſchen W’ und C’ liegt, burch C” bie Gerade (B” — C”) ober 8”, 
welche bie a’ in A” trifft. Dtan nehme nun die Bunttreibe 8”.A”B’C’ 
alg die Punftreibe 5,ABC Fig. 68b. an, und mace mit ihr die da 
fel6ft angegebene Conftruction, fo läßt fich leicht zeigen, daß dann die 
Conftruction ftets miglidh ift. Denn da AM’=— 2. AB ijt, ift aud 
bas oth von N’ auf b’ == 2. AB; alfo bas Loth von jevem Punt 
C”, ber augerhalb der endlicen Streden AN’ liegt, > 2- AB; mite 
hin fede andre, auf b’ nidjt fenfrechte Gerabe C’B” um fo mehr 
>2-AB. Bieht man ferner (W’ — C”), welde die a’ in X trifft, 
fo ift, pan WU’: CU’ = 2BC: AC war, aud) W’'C” : XC” = 2BC 
: AC, alfo, ba B’C"” > W'C’; A’C" < xC” ijt, B’C" : A"C’ 
> 2BC : AC; ober ae > 2. *8 oder as > 2. mines G8 ift 
alfo, wenn bie in Fig. 68b. angewendete Punktreihe s,ABC ebenfo 


conftruirt ift, wie s”,A”B"C”, in Fig. 68b. BE 28h. oper 








AC sinac ’ 
BC AC , BC AC 
Prsmbe > anec? °C SS Fea (ES ft: aber offenbar 
BC F 


des durch A, C, vd gehenden Kreiſes. Alſo iſt dann R > 2r, folglich 
jedenfalls A,M, > 4R; Mun iſt aber in Fig. 69. B’C”, alfo in 
Dig. 68b. auf. ber Geraden 8, BC> 2-AB, um fo mehr alfo der 
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Durdhmeffer ves grbferen Rreifes ZR > 2- AB; alfo R > AB, 
affo ;R > 4AB, und ba M,M, > 4R fein mug, M,M, > SAB. 
Alſo ift dte Conftruction möglich. Man ſieht, daß jederjzeit die Strede 
BC auf s in Fig. 68b. auf diefe Weife bejtimmt werden fann; es 
fajjen fic) alfo ſtets zwei Dreifeite abc, a’b’c’ fiir eine Punktreihe 
sABC projiciren, und nad) § 3. Lehrſatz 13. ſchneiden fic) dann 
(vergl. Fig. 68a.) die Geraden (a+b) — (a:b), (a'c)—(a’’ ec), 
(b'c)—(b’-c’) in einem und demfelben Puntte S. Man fiebt alfo: 

8. Lehrſatz Bwet Oreiede: 8. Lehrſatz. Zwei Drei- 
ABC und ABC fbnnen jes ſeite abc undab’c’ können je- 
verjeit fo gelegt werben, derzeit fo gelegt werden, 
vag fidh bie Verbinbungsges | daß die Durchſchnittspunkte 
raben (A—A’), (B—B’, (C—C) | (a:a), (b°b’), (c'c’) auf einer 
ineinem und bemfelben in| und derfelben in endlider 
endlider Entfernung liegen- | Entfernung Liegenden Ge— 
ven Buntte S fdneiden. Fig. | taben 8 liegen. Fig. 68a. 68 b. 
67, 





Zugleich ergiebt fic) aus dem Borigen der 


9. Lehrſatz. Zwei Dreiede 9. Lehrſatz. Zwei Drei— 
ABC und ABC köonnen jes ſeite a’b’c” und abc’ können 
berjeit fo gelegt werden, nicht jedergeit fo gelegt were 
bag fie für einen beliebigen | den, daß fie fiir eine belies 
gegebenen, bret Strahlen| bige gegebene, drei Punkte 
enthaltenden Strahlbüſchel enthaltende Punktreihe 
Sabc in Projection ſtehn, | 5s ABC in Brojection ſtehn, 
wenn fic nur deſſen Sdeis | aud wenn fie fim in endli- 
tel in endlider Entfernung | der Entfernung befindet. 
befinbet. Fig. 67. Dieß ift un möglich, wenn 

JABM, M, wird. Wohl 
aber läßt ſich jederzeit ein 
bem einen Dreiſeit a“b“e“ 
ähnliches abe finden, für 

welches dies möglich iſt. Fig. 
68b. 69. 


Der Grund, warum die links berührte Aufgabe ſtets, die rechts 
erwaäͤhnte nicht immer losbar iſt, liegt offenbar darin, daß wir es bet 
erſterer mit Strahlen, alſo Geraden, die nach einer Dimenſion hin 
Ausdehnung haben, gu thun haben, während bei ber Aufgabe rechts 
Puulte in Frage kommen, denen nach keiner Dimenſion Ausdehuung 
jufommt, bie fich nicht, wie bie Geraden, verlingern Laffer. 
Schwieriger als die Projection bes Dreieds und Dreiſeits ift 
be bes Vierecks und Bierfeits, alfo nach Lehrfag 4. und Erklärung 1. 
6 ebenen Syſtems. Um fle gu ldfen, mitffen wir die hiebei vor- 
fommenden Gefege genauer unterfucher. 
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87. 


Collineation. 


Es leuchtet aus § 6. Erklärung 1 und 2. und Lehrſatz 4. ein, 
bag e8 auf dle Anzahl ver Ecken und Seiten, fobald diefelbe vier ober 
mebr betragt, gar nidt mehr anfommt, denn die Projection deé Bier: 
eds, Fünfecks u. f. w., bes Vierfeits, Fünfſeits, u. ſ. w. fallt zuſam— 
men in die Projection bes ebenen Syſtems, oder genauer, die Pro: 
jection eines ebenen Syſtems auf et anderes. 

Es feien nun Fig. 70. zwei durch die Punktreihenpaare s,ABCD, 
f&busC® und s’,A’B/C’D’, (','vb’O'O’ beftimmte ebene Syfteme in Pro 
jection auf einander. Die beiden erftgenannten Punktreihen ergeugen dad 
erfte, die beiden legtgenannten das zweite Syftem. Oder arch es fein 
zwei durch bie Strabhlbilfdelpaare S,abcd, $,26cd und S',a’b’e'd, 8/a0c? 
beftimmte ebene Syſteme in Projection auf einander. Wenn mon will | 
fann man auch, im Anfehlug an den Anfang des § 6. ſich denfen, de | 
Fünfecke ABS. und A’BS'SiL’ oder die Fiinffeite abbsa mt 
ab’e's’«’ fein in Projection auf einander, in bem Sinne, wie dieſer 
Begriff 8 6. Erklärung 1. feftgeftellt worden war. Man wird fig | 
erinnern, daß ihm zu Folge bie Verbindungésgeraden jeder zwei Punt, — 
welche biefelbe geometriſche Bedentung haben, fic) in einem und demſelben 
Punkte D (in Fig. 65: S) ſchneiden. Es war aber, bevor die Ge — 
Harung 1. ausgeſprochen wurde, in § 6. gezeigt worden, daß damit 
nothwenbdig verbunden ift, daß fic) jede zwei Gerade, welche dieſelle 
geometrifce Bedeutung haben (von denen alfo die des zweiten Softens — 
ebenfo aus ben erzeugenden Grundgebilden hervorgebracht worden iff, 
wie die bes erften) auf einer und derſelben Geraden o (in Gig. 65:5) 
ſchneiden. Es miiffen alfo, wenn man die Verbindungsgeraden irgend 
zweier Punkte vor gleicher geometriſcher Bedeutung sieht, 3. B. (C-°) 
(S—8’), (8-8, ober die Verbindungsgerade ber Bunkte (c°6) und 
(c’° 8) u. f. w. diefelben burd 2 gehn; und die Durchfchnittspuntte 
irgend zweier Geraden von derfelben geometrifden Bedeutung y 3 
(o°e’), (a's), (7 ) ober die Durchſchnittspunkte ber Geraden (C-4) 
und (C’— Ww’) u. ſ. w. anf o Hegen. Man erhalt baer nad §.2.— 
Crifirung 5. ben | 


1. Lehrfatz. Stehen zwei 
ebene Syſteme in Projection, | ebene Syſteme in Projection, | 
fo find die BPunttreiben,| fo find bie Strahlbifdel, 
bie auf zwei Geraden, | die an gwet Puntten, welde 
welde biefelbe geometrifde | diefelbe geometrifde Bedeu 
Bedeutung haben, von den | tung haben, von den Berbin: 
Durchſchnitten mit anderen | dungsgeraden mit anderen 
Gerabden, die ebenfalls dies | Punkten, die ebenfalls die 
felbe geometrifhe Bedeus| felbe geometrifde Bedeu: 
tung baben, gebilbet were; tung haben, gebildet werden, 
ben, conform. ig. 70. iconform. ig. 70. 


1. Lehrſatz. Stehen gwet 
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Es ift alfo die Punktreihe, die 3. B. auf der Geraden (C—8) 
des erften Syſtems durch die Durchſchnittspunkte mit den Geraden 
(a), (A—*8), (A—B), (B-%), (B—®) u. f. w. gebildet wird, 
conform ber Punftreibe, die auf ber Geraben (C’—8’) bes gweiten 
Syſtems burd die Durchſchnittspunlte mit den Geraden (%’— wh’), 
(A’-1b'), (A’— B’), (B’— 1’), (B’— ©’) u. f. w. gebilbet wird, bie Buntt- 
reife, bie auf ber Geraden (&—B) des erjten Syſtems durch die Durch 
fonittépuntte mit ben Geraden (4-1), (A—C), (AT wb), (A-B), 
(S-) u. f. w. gebilbet wird, ijt conform der Punktreihe, die auf ber 
Geraden (&’- BY) des gweiten Syſtems durch die Durchſchnittspunkte 
mit ben Geraden (’—d’), (A’— ©’), (A’— We’), (A’— BY, (S’— Wy’) u. ſ. w. 
gebilbet wird; und fo bet jedem anderen Baare von Geraden, die in 
beiden Syſtemen diefelbe geometrifde Bedeutung haben, d. h. auf gleiche 
Beife aus den bie Shfteme erzeugenden hervorgegangen find. Ehenfo ift 
ber Strahlbüſchel, welcher burch die Verbindungsgeraden des Punttes (c-/) 
des erjten Syſtems mit den Punften (2-6), (a6), (a°b), (b° 8), 
(b:d) u. f. w. gebildet wird, conform bem Strablbilfdel, welder 
turd bie Verbindungsgeraden bes Punktes (c’-(’) des gweiten Syſtems 
mit ben Bunften (a’- 6’), (a’° 6), (a’*b’), (b'°8), (b’- 2’) u. f. w. 
gebildet wird; der Strahlbüſchel, welder durych die Verbinduygsgeraden 
tes Punktes (4 b) ves erften Shftems mit den Punkten («° 6), (a°o), 
(a°6), (a° b), (8° 6) u. f. w. gebiloet wird, conform bem Strahl⸗ 
biel, welcher burch die Verbindungsgeraden bes Punktes («’« b’) ded 
zweiten Syſtems mit ben Punkten («’ > 6’), (a’ °c’), (a’: 6’), (a - b’), (& 6) 
u.ſ.w. gebilpet wird, unb fo bet jedem anderen Paare Strahlbitfdel, 
welche dtefelbe geometrifhe Bedeutung haben. 

Es feien nun umgefehrt zwei Syſteme gegeben, in denen alle 
Bate Punktreihen von derfelben geometrifden Bedeutung conform 
lin, fo miiffen es aud) bie Strahlbüſchel fein uach § 1. Lehrfag 13. 
ind 3. B., Fig. 70., die Punktreifen (-ACOw und (pb’O/O'd’ cons 
form, fo find es auch die Strablbiifdel, deren Strahlen durch diefe 
Funtte gehen, mag ihr Scheitel in S und 8’; 8 und 8’; A und A’ u. ſ. w. 
ever fonft wo fiegen. Und umgekehrt, find in zwei Shftemen alfe 
Paare gleichnamiger Strahlbüſchel conform, fo find es aud die Punkt⸗ 
reihen. Cin Paar folder Punfktreiben, Fig. 71., feien a,ABE und 
aA'BE’; b,BCF und b'B/CE’; c,CDE und ¢ CDE’; dADF und 
AD (vgl. § 2. Lehrfag 12.). Es fei nun M der Gegenpuntt 
(§ 2. Erklaͤrung 15.) ber Punttreife auf a, N ber auf d; P’ der 
Gegenpunft der Punttreihe auf a’; Q’ derjenige auf d’, fo bak alfo 
4ABEM oo A a,A’BE' 0 P’; dADFN « A dAD/ FN o Q’ ift. 
Lun ein Paar gufammengehsriger Punfte, 3. B. E und E’ ziehe 
man Gerade r, und r’ begiiglid) parallel gu ben Geraden (M—N), 
(-Q’), bie furg mit m, p’ begeichnet werden migen, fo dag alfo p 
bie Berbindungégerade ber unendlich entfernten Punkte der Punttreiben 
af a und d, m bie Verbinbungsgerade der unendlich entfernten Puntte 
vet Punktreihen auf a’ und d’ bezeichnet. Es find alfo p und m’ 
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fefbft alé in unendlicher Ferne legend zu denfen, und es find ju 
gleich m und m’; p und p’ Gerade von derfelben geometrifden Bee 
bentung. Da nun r {| m ift, fo liegt der Durchſchnittspunkt (rm) 
im Unendlichen, oder, ba auch p im Unenbdlichen liegt, der Durch⸗ 
ſchnittspunkt (r-m) liegt auf p oder e8 geht r durch den Durchſchnitts⸗ 
puntt (m p). Da nun r’ || p’ tft, alfo diefelbe im Unendlichen ſchneidet, 
m’ aber im Unendlicjen liegt, fo fann der unendlich entfernte Puntt, 
in bent x’ bie p’ trifft, auc als ber Durchſchnittspunkt von p’ mit m’ 
angefehen werden; es geht alfo r’ durch ten Durchſchnittspunkt (m’: p); 
(m*p) und (m’* p’) aber find ein Baar Punfte von derfelben Berens 
tung in beiben Syſtemen, desgleidhen EB und EH’; alfo find aud r und 
r ein Paar Gerabe, die in denfelben auf gleiche Weife entitehen, und 
folglich find die auf ihnen entftehenden Bunftreiben der Vorausfegung 
nad conform, und zwar find (r*m) und (1° m’) entfpredjende Puntte 
ver conformen Theilung. Uber (r«m) liegt im Unendliden, da r||m 
war, (r’*m’) fiegt auc) im Unendlichen, da m’ tm Unendlichen liegt. 
Die Punktreihen auf r und r’ find alfo proportional (vgl- § 3. Gr 
flarung 21.). Ebenſo find, wenn T und T’ irgend ein Baar zuſam⸗ 
mengebdriger Buntte ber Punktreihen auf a und a’ find, die burd fie ju 
m und 3u p’ parallel gezogenen Geraden t, t’ ebenfalls zufammengesirig 
und proportional. Es ift alfo Punttreibe r.EGH o Ar, WGH o, 
EG EG’ 
oder alfo HG > WG" 
Sft nun EG = E'G’, fo folgt bieraus anc) HG = H’G’, und wenn 
X und X’ irgend ein anderes Baar gufammengebdriger Punkte auf r 
und r’ ware, fo müßte fein 
EG EX _ EG EX’, 
HG ‘HX ~ HG’ ‘ HX”? 

und alfo nach ber vorigen Gleichung 

EX _ EX’. 

HX” Hx’? 
ober, wenn man fic) X als außerhalb der endfiden Strede EH, alfo 
X’ ebenfalls alé außerhalb ver endlichen Strede E’'H’ legend vorftellt: 
EH _ HX EB’. W’x’ 

+ ax 


HX = ax + rx 
EH E’A’ 
ener Bx Wx? 


und ba EH = EH’ ift: HX = HX’; 

alfo aud EX — HX’; GX = GX’ u. ſ. w. Kurz, e6 waren dann 
auf rund r’ bie Abſchnitte zwiſchen je zwei entſprechenden Punkten 
gleich grog, und die Punftreihen auf r und r’ könnten fo anf einandet 
gelegt werden, bag je zwei entfprechende Bunfte zufammenfielen. Sit 
aber EG nicht gleih E’G’, fo kann and HG nicht gleic H’G" fein, 
ba =a = Ee it. Iſt z. B. HG’ <EG, fo folgt aus dieſer Glei— 
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dung, dag aud) H’G’ < HG fein mug. Denken wir uns nun in bel 
pen Syſtemen Parallele gu r und r’ gezogen, 3. B. u und wu’ der Art, 
dag fie vo d und d’ zwiſchen ben Punften H und F; H’ und EF” gee 
(Gnitten werden, fo fann auf allen diefen die Strede Y'Z’ < XZ fein. 
Gs tritt aber jebdenfallg, ment wir bie Geraden u, u’, immer weiter 
nad F gu rücken laſſen, wenn fie durch F und EF” geben, der Fall 
ein, baB ~YZ = Y’Z’ wird; nämlich jedes wird — 0; bieraus fann 
jetoch nicht gefolgert werden, dag aud) VE = VEY werbe. affen 
wir aber u und u' über (V— F) und (V’—E”) binausriiden, fo fallt, 
wenn u nad m fommt, u’ nad m’, alfo in bas Unendlide. Es ift 
alfo bie Strede NL eine endliche, pie Strede N’L’ anf m’ eine uns 
endliche; alſo N’L’ > NL; im Bunft F und F’ aber war YZ = Y’Z’. 
Da nun beim Fortriden der u und u’ von ber Lage (V—F), (V’—F) 
bis m, m’ die Strede YZ, Y’Z’ ftetig wächſt, fo mug es nothwendig 
zwiſchen (V— F) und m; (V’— FE’) und m’ eine Lage s geben, in der 
YZ= Y'Z’ ijt, und alfo UY = U’Y’. Wire HO HG, alfo 
HG < H’G’ gewefen, alfo aud EG < E’G, fo atte ſich ebenfo gels 
gen laſſen, bag jedenfalls ett Baar ju r und r’ paralleler Geraden 
da fein muß, bie gleich find; es mug nämlich unter denen, die fid 
zwiſchen (B'— W’) und p’ gieben laffen, eine geben, die der gleidna- 
migen des erften Syſtems gleich iſt. Gs fei nun alfo sUYZ= 
XU'Y’Z, alfo UY = UY’, UZ = U'Z’', YZ = Y'Z', fo abers 
jeugt man fic), wie oben, dag jeder weitere Punkt X, X’ ebenfalls 
in beiden Syſtemen gleiche Cntfernung von einem gleichnamigen 
Punktpaar ber s und s’ bat, bak alfo UX = U’X’, YX = Y’X’, 
LX = ZX’ u. f. w. ijt. Es laffen fic alfo die Punftreiben s,UYZ ...., 
#,U'Y'Z’.... fo auf einander legen, daß jede zwei entfpredenden Punkte 
zuſammenfallen. Wan wird jedoch bemerfen, dag die Schlüſſe, welche 
zu dieſem Reſultat führten, nicht gemacht werden können, wenn die 
Bunttreiben auf a und a’; d und d’ proportional find; indem dann 
tie Gerade m ebenfo wie m’ in bas Unendliche fallt, und die Folge- 
nung, dag gwifden F und NL einmal YZ = Y’Z’ fein milffe, nicht 
mehr gemacht werden fann. In diefem Falle fann man aber jeden⸗ 
falls in beiden Syſtemen irgend ein Paar andere Vierede oder Biers 
feite finden, in denen die Punktreihen nicht proportional getheilt find, 
und auf fie benfelben Beweis anwenden, wie cr hier gegeben wurde. 
Laſſen fic) aber ein Baar folcher Vierede ober Vierfeite nicht finden, find 
alſo alle Baare gleidnamiger Punktreihen in beiden Syſtemen pros 
portional getheilt, fo fann auc) nicht behauptet werden, dag es eine 
Punftreige 8, UYZ = s8',U'Y’Z’ geben milffe. Ebenſo wenig .fann es 
behauptet werden, wenn ſämmtliche gleichnamige Strahlbüſchel gleid 
find, ber Ort, daß je zwei gleicnamige Strablen gleiche Winkel eins 
dliefen, wenn alfo, fig. 72., die Winkel ab—a’b’, bo—hb’c’, 
ed ⸗ cd', de—d'e, af =af, fg =fe', gh=gh’, he = h’e, 
d=cl, Ik=—TIlk’, kf=k’, fo=—fe'’, bf = bf, cf=—c'f u. {.-w. 
it. Denn gieht man dann durch S den Strahl n || f, und fucht den 
Beifenborn, Projection. 8 
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gleichnamigen bes zweiten Syſtems, fo mug diefer || f fein, ba na = fa, 
aber nad ver Gorausfegung fa — fa’ ijt, alfo aud n’a’ = fa’, alfo 
n’ || f’ fein muß. Gbenfo mug, wenn q |lc tt, ber gleichnamige 
q’ |lc’ fein, wenn tf] b iſt, mug anc ¢’ || b’ fein, u. ſ. w. Es muß 
alfo Punktreihe FSET oo “A FSC’ wo ; eo SCM ao A c' SCM’; — 
b,Swe 0 A bi S& bC oo fein u. f. w., e8 miiffen alfo dann alle Puntt: — 
reiheu proportional fetn. Dicfer Fall foll aber vor der Hand ausge— 
fdloffen werden. Legt man alfo die Geraden s und s’, Fig. 71. ſo 
auf etnanbder in eine eingige Gerade co, Fig. 70., dak die entſprechen⸗ 
Puntte zufammenfalfen, “fo convergiren alfo gleichnamige Gerave in 

„Y, Z, X, ...., es ſchneiden ſich mm (S—%) und (S’—-L) in U; 
(S—A) und (8’— A’) in Y; (A—%) und (b-A) in Z, daher treffen 
fic) nad) § 3. Lehrfatz 13. (%—%’), (S—8), (A—A’) in eiuem und 
pemfelben Punkte &. Schneiden ſich ferner (&—C) und (&'—S’) im 
Punt KX ver o, fo treffen fic nad demſelben Lehrfak, wenn er auf 
nie Dretede LAC, &’A’S’ angewendet wird, (&—&’), (A- A’), ( - 0) 
in einemt und bemfelben Bunkte. Da nun (&—L’), (A—A’) fich ins 
treffen, fo mug aud) (C— ©’) durch & gehen. Ebenſo mug, wenn fid 
(4 — B) und (’-B’) in demfelben Punkte der o ſchneiden, aud) (B—B’) 
purd ZS gehen und fo läßt es fic) fiir jedes Paar gleichnamiger Puntte 
beweifen. Man fieht fogleich, bag dieſer letzte Theil der Unterfu- 
dung bie Umfebrung ter in § 6. Behufs Aufftellung per Crfli- 
rung 1. angeftellten ijt. Faſſen wir jegt Beides gufammen, fo erbhal: 
ten wir bert 

2. Lehrſatz. Gehen in zwei 2. Lebrfag. Liegen tn zwei 
in derfelben Ebene liegen- in derfelben Ebene fliegen: 
ben GHftemen die Berbin- | den SHftemen die Durc— 
bungSgeraben jeder zwei ſchnittspunkte jeder zwei 
Puntte, weldhe dieſelbe geo- Geraden, welche diefelbe gee: 
metrifde Bebdentung haben, ; metrifhe Bedeutung haben, 
burd etnen unb denfelben | auf einer und derfelben Ge: | 
Punt z, foliegen die Durch- raben c, fo gehen bie Ber: 
fduittspuntte von je zwei bindungsgeraben von je zwei 
Gerabden, welche diefelbegeo- | Punkten, welche diefelbe geo- 
metrifhe Bedeutung haben, | metrifhe Bebentung haben, 
auf einer und berfelben Ge- | burd einen und benfelben 
taben co. Fig. 70. Punkt 2 Fig. 70. 


Gerner fahen wir im Anfang der legten Unterfuchung. 


3. Lehrfak. Sind in zwei 3. Lehrſatz. Gind in gwei 
ebenen Syſtemen fede zwei ebenen Shftemen jede zwei 
Punftreihen, weldhe dieſelbe Strahlbufdel, weldhe die- 
geometrifdhe Bedeutung hae felbe geometrifhe Bedeu- 
ben, conform; fo find auch . tung haben, conform;fo ſind 
jebe zwei Strabhlbifdel, ' auc jede zwei Punttretben, 
welde diefelbe geometrifde | welche diefelbe geometrif dhe 
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Bedeutung haben, conform. 
Sig. 70. . 


Hieran ſchließt fich alfo, wie im Vorigen gezeigt wurde, nad § 6. 


Erklärung 1. unb 2. der 

4, Lehrfak. Sind tn zwei 
ebenen Syſtemen jebe zwei 
punktreihen, welde diefelbe 
geometrifme Bedeutung ha— 
ben, conform, fo laſſen fid 
bie Softeme in Projections. 
lage bringen. Fig. 70. 

5. Lehrſatz. Der Lehrfag 4. 
fann nit ausgefproden wer— 
ben, wenn je zwei Punktrei— 
ben, welche dieſelbe geome— 
triſche Bedeutung haben, pro⸗ 
portional ſind, d. h. wenn auf 
jeden zwei conformen Punkt⸗ 
reihen den unendlich entfern— 
ten Punkten dieſelbe geome— 
triſche Bedeutung zukommt. 
Fig. 71. 

Dieſer Fall ſoll vor der 
Hand von unſerer Betrach— 
tung ausgeſchloſſen ſein. 

- Yn Folge von Lehrſatz 3 und 

6. Erklärung. Bwet Sy— 
fleme, bie in eine ſolche Lage 
gebradt werden können, daf 
die Verbindungsgeraden von 
je zwei Punkten, welche diefels 
be geometriſche Bedeutung 
haben, d. h. die in beiden Sy— 
ſtemen auf gleiche Weiſe aus 
den das Syſtem erzeugenden 
Grundgebilden entſtanden 
ſind, ſich in einem und dem— 
ſelben Puntte LF Fig. 70. 
idneiden, 
oder aud: 

Zwei Syfteme, in denen 
jede zwei Bunttreihen, weldhe 
biefelbe geometrifdme Bedeu- 
tung haben, conform find, 
beigen collinear. 


4. Lehrſatz. Sind tn zwei 
ebenen Syſtemen jebe zwei 
Strahlbifdel, weldhe die— 
felbe geometrifhe Bedeu— 
tung haben, conform, fo 
Caffen fic bie Shfteme in 
Projecttonélage bringen. 

5. Cebrfag. Der Lehrſatz 4. 
fann nit ausgefproden wers 
ben, wenn je zwei Strabhl- 
bifdel, welche dtefelbe geo; 
metrifde Bedeutung haben, 
gleich find, b. h. wenn je zwei 
Gerabe, benen diefelbe geo 
metrifme Bedeutung jus 
fommt, gleide Winkel ein. 
ſchließen. Fig. 71. 


Dieſer Fall ſoll vor der 
Hand von unferer Betrach— 
tung ausgeſchloſſen ſein. 

4. definiren wir jetzt: 

6. Erklärung. Zwei Sy— 
ſteme, die in eine ſolche Lage 
gebracht werden können, daß 
die Durchſchnittspunkte von 
je zwei Geraden, welche die— 
ſelbe geometriſche Bedeu— 
tung haben, d. h. die in bei— 
den Syſtemen auf gleiche 
Weiſe aus den bie Syſteme 
ergengenden Grundgebilden 
entftanben finb, auf etner 
und dverfelben Geraben o 
jig. 70. liegen, 
ober auc: 

Qwet Shfteme, in denen 
jede zwei Strahlbüſchel, wel: 
che viefelbe geometrifcde Be- 
beutung haben, conform find, 
heifen collinear. 

8* 
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Dah diefe Erklärungen, weder die erfte mit ber zweiten, moc) die links 
ftehenbe mit ber rechts ftehenden, fic) nicht im Widerſpruch befinren, 
geht aus ben Lehrfagen 1, 2, 3, 4 fogleid) hervor. Es enthalten alfr 
bic verfebiedencn Erklärungen nur verſchiedene Wuffaffungen derfelben 
Gache, wie died ſchon § 2. Erflarung 5. bei Crlduterung ves Begrifjé 
der Conformität eintrat. 


7. Erklärung. Bede zwei 7. Erklärung. Jede zwei 
Punkte, die in zwei colline-Gerade, die in zwei colline: 
aren Syſtemen dieſelbe geo- aren Shftemen viefelbe geo- 
metrifdhe Bedeutung haben, | metrifhe Bedeutung haben, 
d. h. auf diefelbe Weife ans] d. h. auf viefelbe Weife aus 
ben das Shftem ergeugen- | den das Syſtem erzeugen— 
pen Grundgebilden herdors | den Grundgebilden hervor: 
gegangen finb, 3. B. A, A’; | gegangen find, 3. Ba, ajo, 
dh, &’s ©, ©: 8, 8’ Fig. 10. | a3 c, 0’; w, s' Fig. TO. heigen 
heißen homolog. bomolog. 


8. Erklärung. And Punkt— | 8, Erflarung. Aud Strabl: 
rethen, bie tu zwei collines büſchel, die in gwei colline: 


- 


aren Syſtemen auf homolo- laren Syſtemen an homole: . 
gen Geraden von den Ourd- | gen Punften von den Ver — 


fnitten mit anderen bomos | bindungsgerabden mit andes 
logen Geraden gebildet| ren bomologen Puntten 
werden, heißen homolog. gebildet werden, beigen 
: bomolog. 


Es find alfo 3. B. die Punktreihen s,ABCD und s’,A’BCD, 
fAOOUW und (b’C’O'Ud’: die Strablbiifdel S,abed und S’a'bd'c'd’, 
$,abcd und 8',a'6'o)’ homolog. Nach Lebrfag 1. aber find je zwei 
folder Punktreihen und Strahlbüſchel conform, wie aud in der Gril 
rung 6. bereits beriidfidtigt ift. Der Wichtigkeit diefes Umſtandes 
wegen mag er indeffen, obſchon er bereits in der Definition von: 
„collinear“ enthalten ift, nochmals befonders bhingeftellt werden, als: 


9. Lehrſatz. Fede zwei ho- 
mologe Punktreihen collines | mologe Strahlbüſchel colli: 
arer Syſteme find conform. | nearer Syſtemeſind conform. 


Nach § 2. Erklärung 8.° heifen bie Punkte, 3. B. A und A, 
B und B’ u. f. w. entfpredende Bunfte der conformen Pnnktreihen 





s ABCD und s’,A’B’CD’, fowie die Strablen a und a’, b und d 


u. f. w. entfprechende Strablen ber conformen Strabhlbiifdel S,abcd 


und Sa’b’c'd’; nach Erklärung 7. aber beifen jetzt A und A’, Bunt | 


B etc, a und a’, b und Db’ etc. homolog. Dan fieht alfo: 


- 10. Lehrſatz. Bebe gwei 10. ebrfag Jede gwet 
homologe Punkte collines | homologe Geraden colli 
arer Syſteme find zugleich 





nearer Syſteme find gugleid | 


9. Lehrſatz. Yede zwei ho: | 
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entfpredende Punkte homo- entfpredhende Strablen ho— 
foger Punltreihen. i mologer Strablbaf del. 


Ueberhaupt wird ber Wusdrud: ,,entfprechend” mit ,, homolog” 
vertanfeht, wenn die Grundgebilde nicht fiir fic) und als ein Ganges 
bildend, fondern nur als Lheile eines Syſtems auftreten. — Es folgt 
ferner aus ber gweiten ber Definitionen in Erklärung 6. fogleic der: 


11. Lehrſatz. Sind zwei ebene Syſteme einem drit— 
ten collinear, fo find fie auc gu einanbder collinear. 


In Fig. 70. lagen die collinearen Shjteme nun fo, daß fich wirk⸗ 
ih bie Berbindungsgeraben von je zwei homologen Punkten in einem 
und demſelben Punkte =F fehneiden, und daß die Durchfcdhnittspuntte 
bon je zwei homologen Strablen wirflich auf einer und derfelben Gee 
raven o fliegen. Der Definition 6. nad können allerdings zwei 
collineare Gyfteme gleich von Haufe aus fo fliegen, aber fie mitffen 
es nicht. 

12. Aufgabe. Zwei ebene collineare Syſteme in bee 
liebiger age gu conftruiren. Gig. 73a. T3b. 

Anflifung 1. Man nehme a) zwei aus unendlic vielen Bunt 
tn (wobet der Bunft KE ober C, E’ oder C’, der im Durchſchnitte 
ter Geraden s und f, 8’ und ( liegt, mit einbegriffen ijt) beftehenve 
conforme Bunftreihenpaare (man conftruirt ſolche am einfach{ten, in⸗ 
bem man gwet beliebige Strahlbüſchel conftruirt und durch den einen 
bie Transverſalen s und s’, durch ben anderen (¢ und f’ zieht, fo ers 
hilt man auf s und s’, auf f und (’ conforme Punttreihen nad § 1. 
Rehrfag 11.), alfo fig. 73a. S, ADCPBE.... 4 eA D'CPBY"....; 
(APOOWE 2... A (he PR'OW’E’...., wo die Anzahl ber Punkte unbe- 
grenzt ift und giehe bie Geraden (A -%), (A—%), (A- 0) ...., 
(A’- 4’), (A’— vb’), (A’— ©’)...., (B—&), (B-%), (B-C)....,, 
(B-), (B- 1’), (B-C’).... u. f. w., tury, man verbinde jeden 
Puntt der einen Punktreihe mit fedem Punkt ber anderen, fo entftehen 
zwei ebene Syſteme, deren eins von ben Bunttrethen anf s und f, 
deren anberen benen auf s und (’ erzeugt wird. Da die Anzahl der 
Punite auf s, (; 8, (’ unendlich ift, fo müſſen fich natürlich in jedem 
Punkte ber von s und (, ſowie der von 8’ und f’ beftimmten Ebene 
myzablig viele Strablen ſchneiden. Geht nun 3. B. im erften Syſtem 
turd den Durchſchnittspunkt S ber Geraden (A—&), (C—S) aud die 
Gerade (B—vd), fo ift leicht gu fehen, dak auch durch den Durch—⸗ 
ſchnittspunkt S’ ber Geraden (A’— 2%’), (C’— ©’) im jweiten Syſtem 
bie Gerade (B’—vs’) gehen mug. Denn man ziehe (S—E), (S’— E?), 
fo entfteht bet S ein Strahlbüſchel S,acbe und eS iſt Punktreihe 
sACBE A (ers, Ym zweiten Syftem verbinde man 8’ burch 
bie Gerade b’ mit dem dem Punkte vs entfprecdenden vd’, fo muß diefe 
Gerade b’ die s’ in einem folchen Puntte X’ treffen, daß Punktrethe 
BA'CXE A rowe’ iff. Nach der Borausfegung ift aber 
FA'OMIE TK (EAE, alfo mug auch fein s’A’CX'H’ A” s,ACBE. 
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Es muß alfo X’ ber dem Punlte B der s entſprechende Punft B’ 
fein, oder es muß (S’— 3’) auch burch B’ geben, oder eS müſſen, 
wenn (A-%&), (0- 0), (B—vb) fic) in einem Bunfte S fchneiden, fid 
aud) die homologen Geraden (A’—&’), (C’-—©’), (B’-ab’) des zweiten 
Syſtems in einem und demfelben Bunfte 8’ fehneiden. Ebenſo müſſen, 
wenn fid (A- ©), (D—®), (B—%%) in s ſchneiden, fic) (A’ — ©}, 
D’— &’), (B’ — Ww’) in einem Bunfte 8’ treffen, wenn ſich (A — W), 
C-¢), (B- +) in einem Punkte M fchneiden, fich and) (A’ — ), 
C’—¢’), (B’— &’) in einem Puntte M’ treffen. Da nun die w- 
ſprünglichen Punftreihen conform waren, fo folgt, daß aud) Strahl: 
büuſchel S’a’c’b’e’ A S,acbe, 8',a/0'6’e’ K 8,cd8e u. f. w. ift, kurz, dak 
jedes Baar auf btefelbe Weife entftandener Strablbifdel conform iff. 
Sind ferner im erften Ghftem die Punkte S, 8 je ote Durchfchnitte- 
punfte ber Geraden a, c; «, 3, im zweiten Syſtem die Bunfte S, 8 
ble Durchſchnittspunkte der Homologen Geraden a’, c’; «’, ¥, und ſchnei⸗ 
bet (S—8) bie ſ, 8 in den Punften %, B, fo mug (S’—8’) die f, 8 
in ben bomologen Bunften vs’, B’ treffen. Denn, es ſchneiden fid 
bann alfo (A-&), (C—©), (B—1W) in 8, alfo nach dem Borigen 
aud (A’—&”) (C/—©’) (BWN) in 8’, oder (B/—vd’) geht burd S, 
und (A—©), O -O), (B—%) in 8, alfo aud (A’— ©, —®), 
(B’-vb’) in 8’, oder (B’—d’), geht durch 8’. Es gebt alfo (B’—) 
fowohl durch S’ als burd) 8’ ober (S’ — 8’) ſchueidet die und s’ in 
vw’ und BY. Da nun Strahlbijcdel Sache und S’a’cb’e’ conform | 
find, jo bilden bie Durchſchnittspunkte ihrer entfprechenden Strablen 
auf bomologen Gerabden, 3. B. auf (P—%), (PH) conforme Punk - 
reifen, ebenfo aber auch die Strahlbüſchel $,adbe und 8/a/d%'e’, Richt 
man aber tsp (8’ — £"), fo ſchneiden fie nach dem Borigen s, 6, 
gieht man (8—- P), (8’— PY, fo ſchneiden fie ſ. 7 in entfprecbenden 
Punkten, gieht man von 8, 8’ nach bem Durchſchnittspunkt M, M’ 
von (P— 2), (P’— 2) mit (0 - 0), (C-0), fo ſchneiden (3 — M), 
(8’ — M’) nad) bem Vorigen ¢ und f’, s und s’ in entfprechenden Punk: 
ten ©, ©’; D, D’. Es hat alfo die von dem Strahlbüſchel 8, 8’ 
auf (P—®), — erzeugte Punktreihe mit ber von S, 8’ erjeugten 
bret Punfte P, P; ©, &’; M, M’ als entfprechende gemein. Es find 
alfo die von einem Paar entfpredhender Strahlen ber Büſchel 8, 8 
auf (P— #), (P’— 2’) erzeugten Punkte zugleich entfprechende Punkte 
in ben von den entfpredenden Strablen ver Büſchel 8, S’ auf (P— =), 
(P’—#") erzengten conformen Punttreihen. CEbenfo wird jedes Paar 
auf biefelbe Weife entftandener Gerader 3. B. (&—B), (&’—B’) von 
den Strahlbiifdeln, bezüglich S,acbe und S’a’c’b’e’, (A—v), (A’—w’) 
von 8,ad%e; 8/0/H8'e’ u. f. w. conform getheilt. Gerbindet man non 
wieder jeden Punkt der Punktrethe auf (&—B) mit jedem auf (AW) 
und ebenfo jeden Punkt der Punktreihe auf (b’— B’) mit jedem auf 
a vb’), fo entitehen wieder conforme Strahlbüſchel, und diefelben 
olgerungen wiederholen fic) immer vom Neuen. Man fiebt alfo, vag 
man Lauter conforme Punktreihen⸗ und Strahlbüſchelpaare in beiden 
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Ehftemen erhalt. Die Shfteme find aljo nach Erklärung 6. collinear. 
Anftatt jedoch gleich ganze Punktreihen angunehmen, fann man aud 
8) je bret Bunfte 3. B. A, C, B auf 8, &, ©, w auf fr; A’, C, B’ 
auf 8, be’, ©’, ub’ auf f° oder natürlich aud) irgend dret andere Buntte 
auf s unb f, 8’ und f, annebmen, wenn es nur homologe Puntte 
auf s unb s', f und f find, 3. B. A, D,C auf s, A’, D’, C’ anf s’, 
€,0, % auf (, ©’, ®, vd’ auf 7; man beftimme nun, iudem man auf 
s utd ( willfitrlic) andere Buntte, 3 B. (wenn auf s und s’, ¢ und 
(‘bie erftgenannten dret Punfte A, C, B; A’, C’, BY; &, ©, vb; bh’, ©’, vd! 
angenommen find) D, P...., O, &.... feftfegt, bie entfpredjenden 
Punfte D’, P’...., O, &.... auf s und f (vergl. $ 2. Lehrſatz 12. 
Uufgabe 18.), und verfahre, nachdem man fo conforme Punftreihen 
gcbilbet, wie in.a). Am einfachften wird man natürlich dabei den 
Durchſchnittspunkt E (oder ©), EB’ (oder C’) mit unter die urfpriing. 
lid willkürlich angenommenen Punfte rechnen, alfo 3. B. A, B, E auf s, 
A’, B, E’ anf 55 &, vb, C anf f, &’, vb’, C auf f annehmen. Man 
ſieht aber fogleid, bag die Wufldfung ſowohl in a) als auch die leg. 
tere manches Widerwartige hat. Denn, abgefehen von ber grogen 
Unbequemlichfeit, fann man pod nur Punftreihen von einer beſchränk—⸗ 
ten, nicht bon einer unendliden Anzahl von Punlten conftruiren. Dieß 
fibtt nun auf eine dritte Conftruction. Man überlege, bag, wenn, 
wie in B) erwähnt wurde, die Buntte A, B, E; 4, vb, C; A’, Bi, HB; 
&', vy’, C' willtirlid) angenommen find, der Durchſchnittspunkt EF ober 
C, E’ ober €’ gar nicht angenommen gu werden braudt. Denn ents 
weder man wird erft Gerabe s, (; 5’, ( ziehn, und auf ibnen belies 
big A, B; we, vb; A’, B’; te’, vd’ wiblen, bann bat man ben Durd- 
ſchnittspunkt ſchon im Voraus gewählt burd) bas Biehen ver Geraden 
&f; 8, [3 oder man wird erft die Bunfte A, B; &, vb; A’, B’; ob’, vb! 
auf dem Bapier notiren und bann die Geraden (A —B), (& ~— vb), 
(A’-B), (sev) ziehn; auch dann ift bereits ber Durchſchnittspunkt 
E, E’ durch die Buntte A, B; %&, v3; A’, B’; ob’, vd! beftimmt. Mit 
tinem Worte, man nehme y) ein vollftindiges Viered ABvdwL, A’B dd’, 
jege feft, A’-foll bem A, B’ dem B, vd’ dem v3, &’ bem & homolog 
fein, giehe mut (Ab), (Ai), (Ad), (A’-’), (B—), (B’—b’), 
(B- ib), (B’— wb), verbinde bie fo entftehenden Durchſchnittspunkte 
wieder unter einanbder und mit den urfpriinglid) angenommenen bier 
punkten, fo läßt fic) auch direkt geigen, bag jede Gerade p’ des gwei- 
tn Syſtems die s’ und f in einem folchen Punkte treffen mug, daf 
ihr Durchſchnittspunkt P’, &’ bem Durchſchnittspunkt P, & ver homto- 
logen Geraden p des erften Syſtems mit s, ¢ entfpredend ift in ben 
Punttreihen an APBE, s, AP BE’; (pePusc, (W/E rw'c’; dag man 
alfo biefefben, und einanber collinearen Syſteme erhält, als waren bie 
unter a) erwähnten Punktreihen erjt, und aus ihnen das Syſtem cons 
ftruirt worden. Denn in den vollftindigen Vicreden ABs, A’B' b's’ 
it nad) § 3. Lehrſatz 17. Punktreihe s,ACBE, ebenfo (,vOvse, 
deßgleichen 8, A'C'BE’, (,b’O'rv'e’ harmoniſch, alfo sA’C'BE’ A 
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s ACBE, (heOrse Af, b’C/€’, Zieht man nun 3. B. (AC), (A’-C', 
welde die (B -—v), (B’—’) bet 8, 8’ ſchneiden und verbinbdet 8,8 
mit einem ber bisher gefundenen Bunfte, 3. B. mit M, M, fo ift m 
ben volljtindigen Biereden 8CMw, S’'CM’'rd’ nach § 3. Lehrſatz 17. 
Punktreihe a, ASSN und a’,A’&’S'N’ harmonifd; alfo aud) vie Strahl 
biifdel, bie von ben Geraden (M— A), (M-—%), (M—S), (M—N); 
m’- A), (W- 4), (M’- 8’), (MW’-N’) an M ond M’ gebildet 
werden, alfo auc Punktreihe sn ABCD and 8 A’BC'D’ harmoniſc, 
alfo sADCB XK 8,AD/‘CB’. Nun war s ACBE A 8 A’CBE, alje 
nad § 2. Rebrfag 11. aud) sn ADCBE A 8s, AD'CBE’; e8 iit alje 
aud Strablbitfdel 8,adbe “A 3/8’, alfo auch Punktreihe (Cw 
A LOWE’, Es war aber aud) (rwCuse A PME WC’, alfo nob 
8 2. Lehrſatz 11. auch (kOMwWE A P,MW’OO WE’, Berbindet man 
ferner noch ein Baar Punfte, z. B. R und M, R’ und M’ durch Ge: 
rabe, welche bie s und ( in P, &, beren Homologe die s’, ¢ in P, & 
ſchneiden, fo ift, ba Strahlbüſchel $.a2be © 8'a/0%6'e’ ijt, auch Punt 
reibe a, ANSR A a ANS R’, alfo and ver Strahlbüſchel der an M 
von (M- A), (M-N), (M- 8), an gebiltet wird, bem an MW 
von (M’— A’), (M’-—N’), (M’—-S’), (M’— RB’) gebildeten conform, 


alfo aud Bunttrethe ADCP 7 8A'D'C'P, alfo nach § 2. Lehrſatz 11. | 
aud) s ADCPBE X s,ADCPBE’ und auch wegen der conformen 


Strabhlbiifdel bet M und M’, Punktreihe (OC? ~~ (woe, alje 
auch ECO A (,h’'PO'OWE’,, Man fieht, wie fic) diefe Be 
trachtungen und Folgerungen fortfegen Laffer, und bak jede zwei be: 
mologe Gerade die s, 8’; f, im entfpredenden Punkten der bird 
A, B, E; A’, BY, E’; +, wo, €; A, wy’, C beftimmten Punktreihen 
ſchneiden. Dieß find aber diefelben, die in a) als ſchon fertig im 
Voraus conftruirt angenommen waren. Dtan fann fich alfo der Mühe 
biefer Gonjtruction überheben, und braucht blog vier Punkte jedes 
Syſtems beliebig angunehmen, da, wie bemerft wurde, E und E’ burg 
fie ſchon beftimmt ift, man braucht alfo nur zwei vollftinbdige Bierede 
gu wdblen und zu beftimmen, dag fie bomologe Bierede in zwei colli: 
nearen Syſtemen fein, und welcher Punft ves einen A’, Bi, A, Ww; 
bem Punfte A, B, %&, vd bes anderen homolog fein ſoll. Es laſſen 
ſich alfo diefelben (nämlich durch diefelben Vierecke beftimmten) Softeme 
auf mebrfacdhe Art collinear auf einanbder beztehen, denn man bitte 
aud) annehmen können, bag B’ bem A, A’ dem B, vb’ bem A, &’ dem 
vw homolog fein folle 2c. Man pflegt jedod fchon burch die Bee 
— anzudeuten, wie die Vierecke auf einander bezogen werden 
ollen. 

Auflöſung 2. Man conſtruire a) zwei aus unendlich vielen Strah⸗ 
fen beſtehende, conforme Strahlbüſchel S,adcpbe.... A S'a'd’c'pd’e’...., 
Sapdcbe.... A 8! a/p'd'c! ve... (dies gefchieht am einfachften, indem man 
zwei beliebige Bunftreihen annimmt, und die Punkte der einen mit 
zwei beliebigen, augerhalb ihrer Ridtung liegenden Punkten S md S, 
bie ber anderen mit gwei anderen Punkten, 8 und 8’ verbindet; fo 
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entitehen nach § 1. Lehrfag 11. bet S und 8’, 8 und 8’ conforme 
Strablbiifdel). Man fuche num den Durchſchnittspunkt jedes Strabls 
an S mit jedem Strahl an 8, und ebenfo von S’ mit jedem an 8’. 
Ven dieſen Ourchfdnittspuntten verbinde man wieder jeden mit jedem 
jig. T3b. u. f. w. Es entftehen daburc eine Menge Punktreifen, 
; B. sx ACBE, fpeOvde u. ſ. w., 8, ACB’, fb’ O/C’ uy. ſ. w. 
Denn man liberzengt fich auf gang analoge Weife, wie bet Auflöſung 1, 
bap, wenn mehrere Punfte A, C, B; ®, %, vs des erften Syſtems auf 
einer Geraden s, f fliegen, auch die homologen Punkte A’, C, By ® 
+’, W' des zweiten Syſtems anf je einer Geraden s’, 7 liegen; ae 
thenfo davon, tag, wenn man ben Durchſchnittspunkt (Geſ) ober B 
eter W im erften Syſtem mit S und 8, fowie im zweiten te “f’) mit 
' 8’ durch Gerabe verbinbdet, man entſprechende Strahlen 6, 6’ ber 
Bibel 8, 8’ und entfprecenbde Strahlen b, b’ ber Büſchel S, S’ ers 
hilt; und endlid) davon, dag, wenn man Homologe PBunfte P, Pp bets 
ber Shfteme mit homologen Punftern A, C, B, ®, X, wh....; AY, 
C’, BY, ©, we’, we’... . durch Gerade verbindet, man wei conjorme 
—28 mit dem Scheitel (p:p) ober P und (p’:p’) oder P 
erhaͤt. Daraus folgt weiter, dak die Verbindungsgeraden jedes Paares 
auf diefelbe Weife entftandener Punkte, 3. B. (ab), (@’b’), mit den 
Bunftreifen s,ACBE und s’,A’C BE’, der Durchfdnittspuntte (a ° 6), 
(a6) mit den Punkten der Punltreihen (,LOvse und (,e’D'o'C’ 
conforme Strahlbüſchel bilden. Verfährt man mit diefen wieder, wie 
mit bet urfpriinglichen, fo wiederholen fic) diefelben Folgerungen. 
Man erhalt alfo Syſteme, in denen lauter conforme Strahlbüſchel⸗ 
und Punktreihenpaare vorfommen. Die Spyfteme find alfo nad Er⸗ 
flirng 6 collinear. Man fann aber aud 8) ftatt ganger Strabl- 
bifdel nur folche nebmen, bie aus bret Strahlen beftehen, und gu jez 
tem Strahl des einen Strablbiifchels erft ben entfprechenden im ho⸗ 
mologen Strahlbüſchel fuchen. Unter diefer Strahlen wird man am 
bequemſten ben Strahl e oder ⸗, e oder ce’ mit annehmen. Es iſt 
a jedoch gar nicht nöthig, indem burch vier andere Strablen, a, b; 
; a, bi; a’, & berfelbe ſchon gegeben ift (ſ. Auflöſung 1.). Man 
i daber aus denſelben Gründen, wie ſie bei Auflöſung 1. entwickelt 
wurden, lieber ) zwei vollſtändige Vierſeite abba, abb'a“ annehmen 
und feftfegen, a’ folle bem a, b’ bem b, a’ dema, 6’ bem 6 homolog 
fein. Dann läßt fic) auch bier direct zeigen, dag man zwei collineare 
Syſteme erhalt. Deun es ift nach § 3. Lehrfay 17. Strablbiifchel S,ache, 
— oe cb’e’, 8'a'c'B'e’ barmonifdh, alfo S,ache “ S’a’c’b’e’ 
—*— Man fuche ferner (a°c), (a’*c’) und verbinde fie 
ni —* b’: 8’) durch die Geraden (, ſund beſtimme die Durch⸗ 
ſchnitte ( ((°m’), fo iſt in den vollſtaͤndigen Vierſeiten ſemb 
und (c’m’ Siradlbüfchei A,aeen und A’a’ae'n’ harmonifd, alfo aud 
die Punttreihen, die auf m, m’ durch Punkte (m a), (ma), 
(m*s), (m*n); (m’*a’), (m’*«’), (m’>s’), (m’‘n’) gebildet werden 
mb daher Strahlbüſchel S,abcd ab Sra'b’c ‘da’ harmonifd, alfo 
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S,abed ” 8’a’b’c'd’, alfo aud) S,adchbe A S/,a’'d’c’b’e’ und $,a2k 
A 8'a%c'b'e’, §=Riehbt man nod von S und 8, S’ und 38’ nad den 
Punften (r-m), (r’*m’) die Strablen p, p; p’, p’, fo lage fic, wie bei 
Auflofung 1. beweifen, daß auch Strablbitfdel S,adcepbe 4 8‘,a'd’c’pd'e’ 
S,apcdbe A S8'a'p’c'6'e’ ijt, Dian überzeugt fitch alfo, daß man fe 
diefelben Syſteme wieder erhalt, welde auc) die Auflöſung a) geliefert 
bat und hat zugleich bie Gewißheit, bag jedes Baar Homologer von 
S utd 8, 8 und 8 ausgehender Geraden p, p’; p, p’ entfpredvende 
Strablen in conformen Strahlbüſcheln fein miffen. Man fieht aud 
bier, dag diefelben Vierfeite auf verſchiedene Weife collinear auf etnan- 
ber bezogen werden fSnnen; auch bei ibnen pflegt man ſchon durch die 
Bezeichnung angudeuten, welche Gerade in dem einen Syſtem als die 
homologe einer beftimmten Geraden, 3. B. a (oder b, oder a ober 6) 
bes anberen angefehen werden foll. 

Es war im Vorigen angenommen worden, bag man beidbe Shfteme 
zugleich entfteben Laffe. Man fann aber auch fo verfabren 6): Aus einem 
beltebigen vollftindigen Viereck oder Vierfeit entwidelt man bas von ihm 
erzeugte Syſtem (f. § 6. Lehrſatz 4.); dann ſuche man ein Paar Pratt: 
reiben 8, ABCD’, (/,63'O'O’, die irgend einem Baare Punktreihen in 
diefem Syftemconform find (vergl. Aufldfung a), 6)), und entwidle dae 
aus ihnen entftehende Syſtem, ober ftatt der Punttreihen nehme man 
Strahlbüſchel. Kürzer aber verfihrt man fo: Man marfire vier be: 
liebige Punkte A’, B’, 2%’, vd’, won denen aber feine drei in derfelben 
Geraden liegen, fege feft, baf ver Punkt A’ irgend einem Punkte bes 
erften Shftems, 3. B. bem Punkt A, B’ dem B, &’ dem &, vs’ bem & 
homolog fein folle (von ben Punkten A, B, we, vd dürfen aber nicht vrei 
auf einer Geraden fliegen), und conftruive aus bem von A’, BY, &’, wy’, 
gebilbeten vollftindigen Biered das Syftem, fo ift vies collinear dem 
erften (f. Auflöſung 5)). Statt ber Punkte A, B, &, vd; A’, BY, we’, W’ 
fann man aud Gerabe a, b, «, 6; a’, bi, a’, 6 nehmen, von denen 
feine bret durch benfelben Bunt gehn. Man kann alfo zu jebem be- 
liebigen Syſtem nicht blog eins, fondern unzählig viele collineare con- 
ſtruiren; einmal beBwegen, weil man ftatt der vier Puntte A’, B’, 
do’, Vo’ irgend welde andere hatte nehmen können; fodann weil man 
aud, naddem fie einmal gewählt find, hatte feftfegen fdnnen, dag 3. B. 
ber in A’ liegende Punkt dem in B liegenden des erſten Syſtems, der in 
B’ liegende 3. B. bem in A liegenden homolog fein folle. Man Gitte 
bann aus A’B’vb'b’ zwar biefelben Geraden und Punkte, alfo dafjelbe 
Syſtem erhalten, wie vorher, aber in dtefem würde uun die Gerave 
( ot’ — B’), bie früher ber (%—B) homolog war, jegt ber (&— A) 
homolog fein u. ſ. w. 

Aus dem Bisherigen folgen nun mehrere Sätze. Einmal aus 
ber Gonjftruction, fomie aus dem Umftand, daß jede zwei Homologen 
Puntte entfpredjende Punkte conformer Punltreifen, und jede zwei ho— 
mologe Gerade entfpredende Strablen conformer Strablbiifdel fein 
miiffen, eS aber ju jedem Punkt der einen nur einen eingigen entfpre- 
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denden ber anberen Punttreibe, gu jedem Strahl bes einen nur einen 
entipredjenden Strahl des anderen Strahlbüſchels giebt nach § 2. 


Lehrſatz 10. folgt der 

13. Lebhrfag. Gn zwei col- 
linearer Syſtemen gtebt es 
zu jedem Punkt bes einen 
Syftems einen, aber aud nar 
einen Homologen Punt des 
anderen Syſtems. Fig. Ta. 
73b. 








13. Lehrſatz. Yu zwei col 
linearen Syſtemen giebt es 
gu jeder Geraden bes einen 
Syſtems eine, aber aud unr 
eine Homologe Gerabe des 
anberen Syſtems. Fig. Ta. 
13b. 


Ebenſo ergiebt fic) aus ber Conjftruction: 


14. Lehrſatz. Liegtin einem 
von gwei collinearen Syſte— 
men ein Punkt auf einer Ge- 
raben, fo liegt ber homologe 
Punft im zweiten Syſtem 
auf dev homologen Geraden. 
Jig. 7a. T3b. 

Ferner: 

15. Lehrſatz. Einer durch 
die geradlinige Verbindung 
zweier Punkte des einen von 
zwei collinearen Syſtemen 
entſtandenen Geraden iſt die 
durch die geradlinige Ver— 
bindung ber homologen 
Punfte bes anderen Shftems 
entftanbene @erabe homo— 
log. Fig. T3a. T3b. 





14. Lehrſatz. Geht in einem 
von gwei collinearen Syſte— 
men cine Gerade burd einen 
Punt, fo geht die homologe 
Gerade im zweiten Syſtem 
burd ben bomologen Punkt. 
hig. 73a. T3b. 


15. Lehrfag. Einem burd 
ben Durchſchnitt zweier Gee 
raben bes einen bon zwei 
colfinearen Syſtemen ent. 
ftanbdenen Punkt ift ber burd 
ben Durchſchnitt der homo: 
logen Geraben des anderen 
Syſtems entftandene Bunt 
homolog. Fig. T3a. Tb. 


Endlich ergiebt fic aus der Uufldfung 1); 2). ber Aufgabe 12. 


ber 

16. Lehrſatz. Oas gu einem 
gegebenen Syſtem colline- 
are Syſtem ift vollftandig 
beftimme: 

a) wenn von beiden zwei 
conforme SBunftreiben 
sADCB....A8,A'D/CB....; 
[ACO .... A (,b'C/'Dd’ .... 
gegeben find; 

B) wenn bon beiben je zwei 
Ridtungen s,s’, 4,o und auf 


16. Lehrſatz. Das zu einem 
gegebenen Syſtem colline— 
are Syſtem iſt vollſtändig 
beſtimmt: 

a) wenn von beiden zwei 
conforme Strahlbüſchel 
Sadchb .... A Siad’cb’....; 
8.acd .... A S'alcd'’.... ges 
geben find; 

GB) wenn von beiden je zwei 
Punkte 8, 8; 8, 8, und an jes 


jeder bret Punkte A, C, B; dem drei Strabhlen a, c, b; 
A’, C, BY; &, ©, Wo; de’, &, ve’! a’, c’, b’; %, 0, 8; aw’, of, 6 gee 
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gegeben find, und feftgefest 
tft, bag A’ bem A, B’ bem B, 
C’ bem C, &’ bem 2, vo’ bem 
w, © vem © homolog fein 
folle; 

y) wenn von beiden vter 
Punkte gegeben find, A, B, 
a, 0b; A’, BY, wb’, vd’, bon denen 
feine drei in einer Geraben 
fliegen, und beftimmt tft, dak 
A’ bem A, B’ bem B, & bem 
&, vs’ dem % homolog fein 
folfe; oder: bas zu etnem 
gegebenen Syſtem colline- 
are Syſtem ift vollftdndtg 
befttmmt, wenn von betben 
zwei homologe vollftindige 
Vierede ABW, AB d'd’ ges 
geben find. Fig. 73a. 


Collineation, 


geben find, und feftgefest 
ift, Daf a’ bem a, b’ bem b, 
ce’ bem c, « bem a, 6 bem 6, 
ce bemc homolog fein folle; 


vy) wenn von beiben vier 
Gerabe gegeben find, a, b, 
a, 6s a’, bi, a“, 8, von denen 
fetne pret fid in einem 
Punkte fdhdneiden, und be- 
jtimmt tft, bag a’ bem a, b 
bem b, « bem a, & dem 6 bo: 
molog fein folle; ober dad 
gu einem gegebenen Syſtem 
colfineare Ghftem ijt voll. 
ftinbig beftimmt, wenn ven 
beiben gwet homologe voll: 
jtanbige Vierſeite aba&, aba?’ 
gegeben find. Fig. Tb. 


Aus dem Sage y), ber nur eine Wiederholung von § 6. Lebrfag 4. 


ift, folgt unmittelbar ber 


17. Lehrſatz. Wennin zwei 
collinearen Ghftemen vier 
Punkte bes einen Syſtems, 
pie nist auf berfelben Ges 
raben liegen, A, B, &, vh, je 
mit ben bomologen Punkten 
bes anberen Syſtems A’, B, 
fh’, vw’ gufammenfallen, 
ober: 

Wenn zwei collineare Sy— 
fteme mit einem Baare ho— 
mologer vollftindiger Bier: 
ede ABA, AB’ pufame 
menfallen, fo fallen beide 
Syſteme fo zuſammen, baf 
jeder Punt des einen auf 
pen homologen Punt des 
anbdern, jede Gerabe bes eis 
nen auf bie homologe Gee 
Tabe bes anderen Syſtems 
gu Tiegen fommt. 


18. Erklärung. 


17. Lehrſatz. Wenn in zwei 
collinearen Syſtemen vier 
Gerade des einen Syſtems, 
die ſich nicht in demſelben 
Punkte ſchneiden, a, b, a, 6, 
je mit den homologen Gera— 
ben des anderen Syſtems 
a, b', «, b', zuſammenfallen, 
oder: 

Wenn zwei collineare Sy— 
fteme mit einem Paare ho— 
mologer vollftinbiger Bier- 
feite abab, aba’ gufammen: 
fallen, fo fallen beide Sy— 
fteme fo gufammen, dag jede 
®Werabe des einen anf die 
homologe Gerabde des ande— 
ren, jeder Bunft des einen 
auf ben bhomologen Punft 
bes anbern Syſtems ju Lie- 


‘gen fommt. 
Bon zwei Syftemen die zur Be: 


ftimmung threr Collineation ndthigen, im Lebrfag 16. 
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angegebenen Stücke al8 homolog feftfegen, heißt: ,, Die 
Syfteme collinear anf cinander beziehen“. 

Pian fieht alfo, um nocd einmal anf den Anfang bes § 6. gus 
ridjufommen, aus Lehrſatz 16.; daß wenn zwei Figuren auf einanber 
projicirt werden follen, von vier Baaren von Punkten oder Geraden 
willfiirlich feftgeftelit werden fann, der eine, 3. B. A’ folle mit A in 
Projection ſtehn 2c., bag aber baburd) von felbft zugleich mit beftimmt 
ft, welche von den übrigen Punften oder Geraden auger den vier 
angenommenen in Projection ſtehn, daß alfo itber fie vorher nidts 
beftimmt werden fann. 

Gind Fig. 74. in zwei collinearen Shftemen zwei Baar homologer 
Pinftrethen befannt s,FASQ 7 s,F’A’S’Q’; (SCMR A (,8’CMR’ 
umd liegen Q’ und R’ im Unendlichen, fo find die ihnen homologen 
Putte Q und R die Gegenpunfte der anf s und f¢ befindlicden 
Bunttreihen. Iſt nun ferner 2 ein Punt der Punftreihe s und gwar 
ter unendlich entfernte, fo tft ber homologe Punkt 9’ ber conformen 
Punftreibe s’ ber Gegenpuntt derfelben und ijt R der unendlich ents 
fernte Punkt ber Rethe (, fo ift ber homologe Punkt RK’ ber Gegens 
punkt der Bunktreibe auf ſſ. Wird nun QR im erften Shftem gezogen, 
fe liegt bie ihr homologe Gerabe tm gweiten Syſtem im Unendlicen, 
und wird DA’ im gweiten Syſtem gejogen, fo liegt die ihr Homologe 
Gerade im erften Syſtem im Unendlicden. Trifft mun die Gerade 
6 pes erften Syſtems bie (R—Q) over m in P, fo liegt dba m’ im 
jweiten Syſtem fich im Unendlichen befindet, der dem Punkt P homos 
loge P’ tm Unendlichen. Schneiden ſich zwei Gerade, 3. B. (C—F) 
mb (K—A) des erften Syſtems auf m, fo miiffen fid (C’- F) und 
(K’- A’) im gweiten im Unendlichen ſchneiden, alfo parallel fein, 
ſchneiden fic) (D’—H’) und (E’-K’) im Punkte OW’ ber (- 9’) 
ever p’, fo miiffen fid (D-H) und (E—K) im Unendlicen auf p 
ſchneiden, alfo parallel fein. In den verjgeichneten collinearen Figuren 
FABMCHKEGD und FA’/BWCHK'EGTD find alfo, ba im 
erften Soften (F—A) und (G—D) ſich im Punkt Q der m ſchneiden, 
tie Geraden (F’-A’) und (G’—D’) parallel, da ſich (H-F) und 
(B-A) im Punft P der m ſchneiden, find (H’-F) und (B’-A 
parallel. Da ferner im gweiten Syſtem fid (H’—K’) und (G’-D 
im Bunft ON’ ber p’ fdneiden, find (E-K) und (G—D) parallel, 
und ba (M’—-B’) und (G’—E’) fih im Punkt Ic’ ber p’ fchneiden, 
find (M-B) und (GE) parallel. €8 geht zugleich anus dem 
Bisherigen hervor, daß es in jedem Syſtem nur eine einzige Gerade 
m, p’ geben fann, die einer unendlich entfernten Geraden m’, p 
tes andern Shftems Homolog ift. Denn gäbe ed 3. B. im erften 
Syſtem nod eine folche Linie, bie 3. B. bie Gerade 6 in II fchnitte, 
jo müßte ſowohl 6 KBAP als 6,.KBAII (A 6,K’B’A’ © fein, was 
ned § 2. Lehrſatz 10. unmöglich iff. Da ferner nad Lehrſatz 13. 
einer Geraden (R-Q) nur eine eingige Gerade (R’—Q’) des anbern 
Syſtems homolog fein fann, und diefe, wenn zwei Punkte, R’ und Q’ 
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im Unendlichen Hegen, gang im Unendliden liegen und folglich durch 
den unendlic) entfernten Punkt ber Geraden 6, e' 2. gehen mug, fo 
fann man fager: 


19. Grflirung. Die Gerade m, p’, des einen Sy— 
ftems, welde ber unendlich entfernten — m’,p des 
anbdern Syſtems homolog ift, het Rt Gegenare des Syſtems, 
in bem fie liegt. Rig. 74. 

und alfo: 

20. Lehrſatz. Jedes Syſtem Hat nur eine eingige 
Gegenaxre m, p’ und etue eingige unendlid entfernte Ge- 
rabe mp, auf welder man fid den unendlich entfernten 
Punkt einer jeden Punktreihe liegend vorzuſtellen hat. 

21. ebrfag. Zwei Geraden bes einen Shftems, 
bie fich auf ber Gegenaze deffelben ſchneiden, find zwei 
parallele Gerade bes andern Syſtems homolog, und 
umgefebrt: 

Sind zwei Gerabde bes einen Syſtems parallel, fo 
ſchneiden fic) bie ihnen bomologen Gerabden des ans 
bern Syſtems auf ber Gegenare deffelben. Fig. 74. 


Gs war bereits gum Bebufe des Lehrfakes 3. gezeigt worden, 
daß jedes Paar homologer, ben Gegenaxen paralleler Gerader r, r; 
U, U .., Hig. 71. proportional getheilt wird. Gs ift aber leicht gu ſehen, 
bak aud) nur diefen Geraden die genannte Eigenſchaft zukommt. Denn 
würden noc ein Paar, den Gegenaren nicht paralleler Geraden, a, a’ 
proportional getheilt, fo waren auch ihre unendlich entfernten Buntte 
homolog nad § 3. Lebrfag 23. €8 wire alfo die BVerbindunge: 
gerabe ber unendlich entfernten Punkte von r und a Homolog der Ber- 
bindungSgeraben ber unendlich entfernten Punkte r’ und a’. Beide fie- 
gen aber im Unendlichen. Man müßte fic alfo nach Lehrſatz 2O. 
auf jeder bie unendlich entfernten Bunfte aller Geraden des Shftems, 
au dem fie gehört, liegend vorjtelfen. Alſo waren auf allen Geraden 
beider Shfteme bie unendlich entfernten Punkte homolog, mithin nach 
§ 3. Lehrfak 22. jedes Paar homologer Punktreihen proportional, ein 
Sal, ber burch Lehrſatz 5. vorldufig ausgefdloffen ift. 


22. Lehrſatz. Jedes Paar homologer, den Gegen— 
axen m, p’ paralleler Geraben r,r’; u,w; 8,9; t,t; aber 
aud nur diefe in gwet collinearen Syſtemen, in denen 
nidt alle homologe Punttrethen proportional getheilt 
find, wird tn bomologen Punkten proportional (§ 3. Gr- 
klärung 21.) getheilt. Sig. 71. 


Wolfen wir uns jekt über bie Verhältniſſe, die burch bie ver- 
ſchiedene Rage zweier collinearen Shfteme bebdingt find, ortentiren, fo ba- 
ben wir zunächft Folgendes gu bemerfen: Gefest, es Hatten zwei collie 
neare Syſteme einen Punkt & ber Art gemein, daß tn ihm ein Paar 
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fomologer Punkte der beiden Syſteme veremigt wiren, dak alfo, wenn 
man zu bem Punkte L im erften SGhfteme den homologen L’ im zwei⸗ 
ten Syſtem fuchte, diefer wieder nach Z fallt, fo folgt aus Lehrfag 14., 
bag, wenn eine Gerade a des erften Shftems burch =F geht, aud) 
bie iby Homologe Gerade a’ burch LF gehen mug, denn fie mifte 
nad dem angeflibrten Lehrſatz durch 2’ geben, 2’ aber fallt mit > 
zuſammen. Cin Gleides findet mit jeden Baar homologer Geraden 
bund b’, c und c,d und d’ u. f. w. ftatt, von denen b, c, d burd 
y gehen, indem dann auch b’, ce’, d’ burd =F gehen miiffen. Es find 
alfo in 2 bie Scheitel zweier homologen Strahlbüſchel L,abed.... 
md L’a’b’c’d’.... vereinigt. Es ift jedoch damit, daß 2 und L’ jus 
ſammenfallen, noch nicht gefagt, dag auch jeded Paar homologer Strab- 
fen a und a’, b und b’ wu. f. w. zufammenfallen mug, vtelmebr tegen 
dieſe Strablen nur conjectivifh, und e8 Fann vorfommen, dag ein 
Strahl a’ mit a, oder dag zwei Strablen a’, b’ mit a, b, ober dak 
md § 4. Lehrſatz 1., jeder Strahl a’, b’, c’.... mit dem ihm ho⸗ 
mologen a, b, c.... gufammenfallt, aber es mug nicdt. Hatten 
ebenfo zwei collineare Syſteme eine Gerade o der Art gemein, daß in 
ir ein Paar homologe Gerate der betden Syſteme vereinigt waren, 
daß alfo auch of nach o fiele, und liegen auf ber Geraden des erſten 
Syſtems co die Punfte A, B, C, D.... bes erften Shftems, fo 
müſſen nach Lehrſatz 14. aud dite Punkte A’, BY, C’, D’.... des 
zweiten Syſtems auf o’, oder da o’ mit c gufammenfallt auf o liegen. 
Gs find alfo auf d zwei homologe Punftreihen o,ABCD.... und 
1 A'BCD’.... in conjectivifcer Lage vereinigt. Wud bier fann es 
verfommen, daß ein Punkt A’ ait bem ihm Homologen A, oder A’, B’ 
mit A, B, oder nad § 4. Lehrſatz 1. jeder Puntt A’, BY, C’.... 
mit bem ifm bomologen A, B,C.... gufammenfallt. Man ſieht alfo: 


23. Lehrſatz. Fallen zwei 23. Lehrſatz. Fallen zwei 
fomologe Puntte © und LF | homologe Gerabe co unb a’ 
jweier collinearen Syſteme zweier collinearen Syſteme 
in einem Bunt S gufammen,|] in eine Gerabe c gufammen, 
fo befinbet fidm ein Paar ho- | fo befindet ſich ein Paar h o« 
mologer Strahlbüſchel bei- | mologer Punktreiben bete 
ber Syſteme Labed....,| der Syſteme o,ABCD...., 
Vabc'd’.... an dbiefem Punft | ABCD’... auf dieſer Gee 
yin conjectivifder Lage. a cinconjectivifder 

age. 


Die urfpriingliche, in Gig. 70. dargeftellte, Lage zweier collinearen 
Shfteme war nun bie, daß fich bie Verbindungsgeraden jeder zwei 
Puntte, weldye diefelbe geometrifde Bedeutung haben, oder nad unferer 
jetzigen Ausdrucksweiſe (ſ. Erklärung 7.) jeder gwet homologen Puntte 
burd einen und denfelben Punkt F gehen, und als nothwerfdig damit 
veriniipft wurde bewiefen (f. Lehrſatz 2.), daß dann die Durchſchnitts⸗ 
runtte jeder get Geraden von derfelben geometrifden Bedeutung, d. h. 
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jeder zwei homologen Gerabden auf einer und derfelben Geraden co lie: 
gen. Hieraus folgt aber dieſes: ber Strahl a, der die homologen 
Punkte & und &’ werbindet, fdneibet die Gerade a in 0, a’ in 0! 
Es mng nun offenbar ©’ der bem © homologe Punkt bes zweiten 
Syſtems fein. Denn die Shfteme follen ja eine folche Lage haben, 
daß bie Verbinbdungsgeraden jeder zwei homologen Puntte durch einen 
und benfelben Bunt > geben Mun liegt O auf a, alfo mug aud 0’ 


auf «’ liegen, nad Lehrfag 14. Ferner mug O' anf (O-Z) fid be | 


finden, ba (O-O’) durch F geben foll, e8 mug alfo ber Ourdfdnitte- 
punft bon (O- 2) mit «’, ober von a mit «’ ber bem Punkt © he 


mologe fein, da ed gu © nur einen einzigen homologen giebt nach Lehr: | 


jag 13.; ebenfo mug, wenn 6 den Strabl a in V, a’ in V’ trifft, V’ 
ber bem. V homologe Punkt fein, ebenfo W’ der bem W homologe u. j. 1. 


Kurz, e8 miiffen auf jedem von > ausgehenden Strable ein Baar ho | 
mologer Punftreiben (&—-—O) und (b’-O; (A-V) und (A’-V, I 


(a -W) und (d’—W’) u. ſ. w. vereinigt fein, nad Lehrſatz 15. & 
muß aljo L ein fich felbft homologer Punkt beider Syſteme fein. Denn 
bem Durchfdnittspuntt 2 ber Geraben (&—O) und (A—V) bes er: 


jten Syſtems ift der Durchſchnittspunkt L’ der Geraden (&’—O') unt | 
(A’— V") bes gweiten Softems homolog. Da nun (&—O) + (A-V) mit | 


(&e’— 0’) (A’—'V") gufammenfallt, fo fallt 2’ nad 2 bd. h. > ift ein ſich 


ſelbſt homologer Bunft beider Syſteme, und Strahlbüſchel L,aPyeet ein fid | 
felbft homologer Strahlbüſchel beider Syſteme, indem auf jedem Strabl | 


a oder (&-O) bes erften Syſtems aud) der homologe Strahl a’ oder 
(’—O’) des gweiten liegt. Denkt man fic) ferner vom Punkt U der 
Geraden o eine Gerade (U—A) gejogen, und fucht die ihr homolege 


bes zweiten Syſtems, fo muß diefelbe durch A’ geben nad Lehrſatz 14. 
ferner aber mug die ber (U- A) homologe Gerade die (U—A) au 


ber Geraden o fdneiden, weil ſich homologe Gerabe auf o ſchueiden, 
follen, e8 mug alfo (U—A’) bie ber (U—A) homologe Gerade dee 
zweiten Syſtems fein, dba es nach Lehrſatz 13. nur eine eingige heme: — 


loge Gerabde giebt. Ebenſo mug, wenn man (Y—B) zieht, (J-B) 
wenn man (Z—w) zieht, (Z—vd’) bie homologe Gerade des zweiten 
Syſtems fet u. ſ. w. Es ift alfo U der Durehfchnittspuntt ver 
(S—-&) und(A—U) und der homologen Geraden (S’— eb’) und (A’-U), 
Y ber Durchſchnittspunkt von (S-S) une (B—Y) und der homologen 
Geraden (8’—©’) und (B’- Y), Z der Durchſchnittspunkt von (-A) 
und (v5—Z) und der homologen Geraben (’— A’) und (vs’— Z) u. ſ. w., 
es find alfo U, Y, Z u. f. w. fich felbft homologe Puntte beiter 
Syſteme, kurz, es miiffen in jedem auf o befindlichen Punkte ein Baar 
fich felbjt homologer Punkte veveinigt fein, zugleich mug nach Lehrſatz 15. 
o eine ſich felbjt homologe Gerade beider Syſteme fein, da ber Geraren 
(U-Y) des einen diefelbe Gerade (U—-Y) des andern homolog itt; 
ober es ift die Punktreihe co, OYZ.... eine fich felbjt homologe Puntt- 
reihe beiber Syſteme, indem in jedem Punft U, Y, Z, .... des erſten 
Syſtems auc) ber homologe Punt VU’ Y’ Z’.... beds gweiten liegt. 
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Sagen wir num der Kuürze wegen: 


24, @rflirung. Won gwet in derfelben Ebene lie— 
genden collinearen Ghftemen, die mit einem Baar hoe 
mologer Punkte, Gerader, Punktrethen, Strahlbüſchel 
jufammenfallen: ,bie Syſteme haben bezüglich einen 
Punft, eine Gerade, eine Punttreihe, einen Strahlbü— 
bifdel gemein,” ober „es find auf einer Gerabden ein 
Paar homologer Punktreihen, tn einem Punkte ein Paar 
homologer Strahlbüſchel vereinigt.” 


fo ift nod) mit Berückſichtigung von Lehrſatz 3., Erflarung 7. und § 4. 
Lehrſatz 1. gu berückſichtigen: 


2. Lehrſatz. Haben zwei 25. Lehrſatz. Haben zwei 
ebene Syſteme eine Punkt- | ebene Syſteme einen Strahl— 
reihe gFemein, fo finnen ſie büſchel gemein, fo können 
entweder keinen, oder gwet| fie entweder keinen, oder 
ober alle Punkte derſelben zwei, oder alle Punkte bess 
gemein haben. ſelben gemein haben. 

$m ¢qrften Falle ſoll aud Ym erften Falle foll aud 
bfter gefagt werden: fie bas | bfter gefagt werden: fie bas 
ben eine Gerabe, ndmlid die | ben einen Punkt, namlid 
Ridtung ber Punltrethe, | ben Scheitel des Strahlbü— 
gemetit. ſchels gemein. 


Rah Erklärung 24. finnen wir nun bas an Fig. 70. Bewiefene in 
Helge von Lehrſatz 2. gufammenfaffen in den 


26. Lehrfak. Haben gwet' 26. Lehrſatz. Haben zwei 
thene Syſteme einen Strahl- ebene Shfteme eine Punkt— 
bijdel LaBy.... mit allen | reihe o,UYZ.... mit allen 
ltinen Strablen gemein, ſo ihren Punften gemein, fo 
baben fie auch eine Punkt- | haben fie aud einen Strahl: 
teihe oc UYZ.... mit allen büſchel Lapy.... mit allen 
ihren Punkten gemein. Fig. | fetnen Strahlen gemein. 
i0, Fig. 70. 


Haben nun zwei collineare Syſteme einen Strahlbüſchel L,aBy.... 
Big. 70. mit aller Strablen gemein, fo fliegen, ba auf jedem Strabl 
atin Baar homologer Punttreifen (&—O), (ce’—O’) vereinigt find, 
umd alfo aud) (C-C’), (D-D’), (©- 2’) (C-O) u. f. w. durch 2 
gehen, jedes Baar homologer Punftreifen, 3.°B. s, ABCD und s’,A‘B’CD’, 
Ov und f/e’C'O'vd’ u. f. w. fiir das Centrum = perfpectivifd mit 
tinziger Ausnahme bderjenigen Punftreifen a,2HOM und a,Z0b’O’M, 
BEVAN und B,2V’A'N u. f. w., die auf den Strablen des gemetns 
ſchaftlichen Strahlbüſchels Taby.... vereinigt find. Dieſe find nad 
ehrſatz 3. und Erklärung 8. conform und liege nad § 2. und Ere 
flatung 19. conjectiviſch. Zugleich liegt aud) jedes Paar homologer 

Beifenborn, Projection. 9 
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Strahlbüſchel S,abde und S'a’b'd’c’, S, abde und $,/a%%c u. ſ. w. 
flix die Axe o perfpectivijd, mit einer Ausnahme. ieht man namlid 
pon irgend einem Punkte der gemeinfamen Punftreihe c,UYZ.... 
3. B. von U die homologen Geraden wu und uw’, oder (U- d) mm 
(U-0'), (U~A) und (U— A), (U—B) und (U—B’) u. ſ. w. fs 
entftehen nad Lehrſatz 3. und Erkläruug 8. conforme Strahlbüſchel, 
bie nad) § 2. Erflarung 19. conjectiviſch liegen; fein Paar homoleger 
Grundgebilde aber liegt projectivifh. Da ganz analoge Schlüſſe 
gelten, wenn man davon ausgeht, daß gwei collineare Shſteme eine 


Punktreibe o UYZ.... 
man alfo: 


27. Lehrſatz. Befinden fid 
zwei collineare Gyfteme in 
berfelben Ebene, und haben 
fte einen Strahlbüſchel 
Lapy.... mit allen Strabhlen 
und eine Punftreibe o,UYZ.... 
mit allen Punkten gemein; 
foltegen alle ibrigen Punkt— 
reihen theils, wie s,ABCD 
und s,A’B'CD’ etc. fitr bag. 
felbe Brojectionscentrum Zz 
perfpectivifd, theils, wie 
alOM und a,2'O'M etc. 
conjectivifd. Die Ridtun- 
gen ber letzteren geben alle 
burd ben fic felbft homolo— 
gen Punkt 2. Kein Paar 
homologer Punktreiben aber 
liegt projectivifd. Fig. 70. 


mit allen Punkten gemein haben, fo fiebt 


27. Lehrſatz. Befindenjid 
zwei colfineare Ghfteme in 
berfelben Ebene und haben 
fie eine Bunftreibe c UYZ... 
mit allen Punkten und einen 
Strahlbüſchel LaBy.... mit 
allen Strahlen gemein; fe. 
fiegen alle übrigen Strahl: 
büſchel theilé, wie S,abde unt 
Sa/b'd’c’ ete. fiir biefelbe Pre: . 
jectionSare o perfpectivifa. | 
theils, wie U,cuau und U,su'ar 
etc. conjectivifd. Die Sader 
tel ber fegteren liegen alle 
auf der fic felbft bomologer 
Weradenc. Kein Paar home: 
loger Strahlbüſchel aber 
liegt projectiviſch. Fig. 70. 


Und umgekehrt kann man ſagen: | 


28. Lehrſatz. Befinbden fid 
gwet collineare Syſteme in 
berfelben Ebene und in fol 
mer Lage, daß drei ober mebr 
Paarhomologer Punktreihen 


conjectivifdliegen und durch 


benfelben Punkt X= geben, fo 
baben die Syſteme auc einen 
Strahlbüſchel LaBy mit allen 
Strahlen, und folglid aud 
eine Bunftreibe oUYZ.... 
mit allen Punften gemein. 
ig. 70. 


28. Lehrſatz. Befinden fid 
zwei collineare Syſteme in 
perfelben Ebene und in fol: 
cher Lage, bag bret ober mehr 
Paar homologer Strahlbu 
ſchel conjectivifd liegen und 
mit ibren Gceiteln auf bers, 
felben Geraden o Liegen, jc 
haben bie Shfteme and cine 
Punktreibe o,UYZ.... mit 
allen Punften, und folgliad- 
aud einen Strahlbüſchel 
LaPy....mit allen Strablen 
gemein. ig. 70. 
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Die Ridhtigkeit dieſes Gages ergiebt fich fofort aus Fig. 70., 
nbemt, wenn a, B, y, bie Richtunger der conjectivifd liegenden Puntt- 
tijen, U, Y¥, Z die Seheitel ber conjectiviſch liegenden Strahlbüſchel 
ind, im Falle linfs ber mit allen Strablen fich felbft homologe 
Strablbiifdel TaBy...., im Falle rechts die mit allen Puntten fich 
elbſt homologe Punktreihe co UYZ.... entftebt. 

Dies waren alfo die Folgerungen, die fic) ergaben aus dem 
jalle, der die Grundlage ber ganzen Unterfucung bildete, daß nämlich 
ie coffinearen Syſteme einen Strablbiifcel LoBy.... mit allen 
trablen, ober eine Punktreihe o, UYZ.... mit allen Punkten gemein 
oben. G8 fSnten aber offenbar die Shfteme, wenigftens dem erften 
Infdein nach, fo liegen, daß fie 

I. fein Paar homologer Grunbdgebilde 


IL. ein ” ” 
II. zwei ”? ” ” 
IV. bret ” ” ” 


u. f. w. 
mein haben, und zwar können in ben gemeinſchaftlichen Grundgebilden 
ieder J. oder 2. homologe Elemente vereinigt ſein; der Fall, wo 
gemeinſchaftliche Grundgebilde mit 3 Elementen und alſo ganz zu— 
mmenfallen ſoll, ba er bereits durch die Lehrſätze 26., 27., 28. ers 
digt tft, im Folgenden ausgefdloffen werden. Zugleich aber bee 
rit man, dag die angegebene Reihenfolge in ber Unterfuchung nicht 
ohl feftgebalten werden fann; benn haben 3. B. zwei Syſteme etnen 
tablbijdel S mit einem Strahl s gemein, fo könnte man ebenfo 
it ancy fagen: fie haben eine Punktreihe s mit einem Puntte S gee 
cn; Kitten fie zwei Strahlbüſchel S,, 8, gemein, fo Hatten fie 
fenbar nach Lehrſatz 15 auch die Gerabe (S,—S,,) gemetn u. f. w.; kurz 
an wiirbe immer von einem Falle in einen anderen fommen. Wir 
tnen baber Lieber, ftatt nad) ber Anzahl ber Grundgebilde, die zwei 
bfteme gemein haben, nach ber Ungahl der Clemente, alfo der Punfte 
ib Geraden, die fie gemein haben; fagen alfo: zwei Shfteme können 
mein haben: 
J. O Paar homologer Elemente; und gwar: 

A) 0 Paar Punkte; B) O Paar Gerader 
I. 1 Paar Homologer Elemente; und gwar: 

A) 1 Paar Punfte; B) 1 Baar Gerader 
IIL 2 Baar Homologer Elemente; und gwar: 

A) 2 Paar Punfte; B) 2 Paar Geraver 

C) 1 Paar Punfte und Baar Gerater. 


u. ſ. w. 
‘e Unterſuchung dieſer Verhältniſſe wird weſentlich durch folgende 
ktradtungen erleichtert: 
Es fet in zwei collinearen Syſtemen s,AB.... und 8A’B’.... 
ig. 75a. ein Paar homologer Punttreihen, die fiir einen Bunkt = 
erſpectiviſch liegen. Zunächſt ift dann der Durchſchnittspunkt (s ° 9’) 
9* 
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oder D (oder D’) ein fich ſelbſt homologer Punkt und folglich der 
Scheitel eines Strahlbüſchels, in vem ein Paar homologer Büſchel 
vereinigt find, ba ber von 2 nad D gegogene Strahl d der Vorans 
fegung nach beide Geraden s und s’ in bomologen Punkten trijft. If 
nun 1) 2 ein fich felbft homologer Puntt, fo ift alfo (2—D) cra 
d eine fich felbjt homologe Gerate; zugleich aber ift auch dann (2—Al 
homolog (2— A’), (2-B) homolog (2—B’) w. ſ. w. Es iſt alfe 
ber Strablbiifcdel Labd.... mit allen Strablen fich felbjt homoley 
Iſt 2) =F nicht fich felbft homolog, und liegt, wenn man =F als Punlt te 
einen, 3. B. bes erften Syftems, anfieht, der ihm homologe Puntt des an 
deren, 3. B. des gweiten Syſtems*) a) auf ber Geraden (2—D) in ©, fon 
alfo (£—D) homolog (2'-D’), alfo ijt dann (2--D) eine fich felbjt home: 
loge Gerabe und enthalt alfo eine fich felbft homologe Punftreihe mit einen 
fic felbft bomologen Punkt D; ob noch ein fich felbjt bomolege 
Puntt auf d liege, fommt hier nicht in Betracht. Liegt 6) ber ren 
Z homologe Punkt nist auf (D-~—L), fondern 3. B. in 2”, fo jiek 
man (2”—-Z). Da diefe Gerave ein Strahl bes Strablbiifdels Lats: 
ijt, deſſen Strablen der Voransfegung nach die homologen Gerara 
s und a’ in bomologen Bunften treffen, fo find die Durchſchnittspunb 
G, G’ mit 8, 8’ homolog, es ift alfo (2—-G) homolog (2”—G’), alk 
ift (2”—Z) ober g eine fich felbft Homologe Gerade, und alſo liege 
auf ihr ein Paar homologer Punktreiben. — Sind ebenfo in zwe 
collinearen Syſtemen ein Paar homologer Strabhlbiifdel S,ab.... 
und S'a’b’.... Fig T5b. fiir eine Gerade o perfpectivifd, ſo & 
zunächſt die Berbindungégerade (S—S’) ober d (ober d’) eine ſo 
felbft bomologe Gerade, und folglich die Richtung, in der ein far 
homologer PBunttreihen vereinigt ift. Iſt mun 1) o eine fic felt 
homologe Gerade, fo ijt alfo («-d) oder D ein ſich felbjt homelogs. 
Punkt. Zugleich ift dann auch (c-a) homolog (c- a’), (c.b) dy 
molog (c.b’) u. f. w. Es ift alfo die Punktreihe c, ABD.... 

allen Punkten fic) felbft homolog. Iſt 2) o nicht fich felbft Gomel 
und geht, wemt man o als Gerade des einen Shftems, 3. B. 

erften erfieht, bie ihr homologe Gerade o’ des andern Edſtem 
a) burd) (o-d), fo ift alfo (c-d) homolog (o’-d’), alfo ift tam 
(«+ d) ein fich felbft homologer Punkt und enthalt alfo den Scheitel 
zweier vereinigten homologen Strahlbüſchel mit einem ſich ſelbſt be 
mologen Strahl d. Geht 8) bie der ⸗ homologe Gerade nicht oud 
(c ·d), ſondern hat fie z. B. bie Lage o”, fo beſtimme man ra 

















*) Es ift offenbar einerlei, ob man F als im erften ober jweiten Syſtem 
gend betrachtet (vgl. § 6. Lebrfay 6.). Denn ſieht man =F als Suntt bes erſten 
und Tiegt ber bomologe Punkt ]’ bes zweiten Syftems auf d; und ſieht nua = 
Puntt bes zweiten Syftems an, fo liegt diefer alfo auf (D’— =’); ber bem Puntt 
bes zweiten Syſtems homologe bes erften ip ae 2; e8 muß alſo ber dem Puntt 
lias Syſtem Homologe Puntt =, erſten auf (D — &), Tiegen, alfo a 
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Butt (*”.c). Da diefer ein Punkt ver Punktreihe c,ABD ift, in 
veren Punkten ver Vorausſetzung nach bite homologen Strablen der 
vemologen Strablbiifdhel S, S’ fic) ſchneiden, fo miiffen vie Verbin- 
ungsgeraden (G-S), (G@—-S’) ober g, g’ fih homolog fein; es ift 
fo (*-g) homolog (o”- 2’) oder G ein fich felbft homologer Punkt; 
fo liegen an ihm ein Baar fich felbft homologer Strahlbüſchel. Man 
rhalt alfo ben Gag: 


29. Lehrfag. Befinden fid | 


29. Lehrſatz. Befinden ſich 
wei collineare Ghfteme in| 


zwei collineare Syſteme in 


erfelben Ebene und in fol- 
ber Lage, daß etn Paar ho- 
nologer Punftrethen s,AB.... 
ind 8, A‘B’.,... für ein Bro- 
ectionscentrum 2 perfpec- 
iviſch liegt und ift 

1) 2 ein ſich felbft homo- 
oger Punkt, fo haben die 
Softeme einen Strahlbü— 
el, beffen Scheitel & ift, 
uit allen Strahlen gemein; 
t aber 

2) Z fein ſich ſelbſt homo— 
oger Punkt und liegt 

Ider bem Punkt 2 des 
tinen Ghftems homologe 
Punt Lf’ des anderen auf 
ber Verbindungsgeraden 
dbon © mit bem Durd- 
ſchnittspunkte (s-s’) oder 
D, fo haben fie eine fid 
felbft homologe Geradve d 
und auf thr wentgftens 
tnen fic) felbft homologen 
punkt D gemein; e8 ift 
alſo D per Scheitel etnes 
beiben Ghftemen gemeins 
ſamen Strahlbüſchels, in 
welchem wenigſtens ein 


Strahl, (D—Z) ober d ſich | 
liegt ' 


felbft homolog ift; 
aber 


berfelben Ebene und in fol 
her Lage, dag ein Paar ho— 
mologer Strahlbüſchel 
Sab... und Sab’... far eine 
Projectionsaze o perfpecti- 
viſch liegt und iſt 
1) co eine ſich ſelbſt bes 
mologe Gerabe, fo haben 
bie Syſteme eine Punkt—⸗ 
reibe, deren Ridtung o ift, 
mitallen Punkten gemein; ift 
aber 
2) a feine fic felbft ho- 
mologe Gerade und geht 
a) dte ber Gerabenc bes einen 
Syſtems homologe Gerade 
o bes andern durch ben 
Durchſchnittspunkt D von 
o mit ber VBerbindungs- 
geraden (S—S’) ober d 
fobaben fie einen fie felbft 
homologen Punkt D und 
wenigftens eme durch thn 
ehende fic felbft homo— 
oge Gerabde d gemein; es 
ift alfodbie Ridtung einer 
beiden Syſtemen gemein- 
famen Punktreihe, auf 
welder wenigftens ein Puntt 
(d-c) fic felbft homolog 
ift; gebt aber 


Aderdem Punkt © des einen. B) bie ber Geraden c« des 


Shftems homologe Puntt | 
bes anderen nicht auf der | 
Geraden (D-Z), fo baben , 


einen Ghftems Homologe 
Gerabe bes anbern nidt 
durch ben Punkt (ds), fo 
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beide Ghfteme eine nicht haben beitdbe Sftfteme einer 
durch d, fondern durch 2 nicht auf d, ſondern ani 
gehende Gerade g undbden | co fiegenden Puntt G om] 
Punkt D gemein; e8 iſt bie Gerabe d gemein; ¢} 
alfo D per Gceitel eines, ift alfo d bie Ridtun | 
gemeinfamen Strahlbü— einer gemeinfamen Buntt: | 
fHels und bie durch 2 reihe und der anf cliegente} 
gehenbe gemeinfame Ge- gemeinfame Punft G tej 
rabe g bie Ridtung einer: Scheitel eines gemeinfamens: 
gemeinfamen Punktreihe. Strahlbüſchels. Fig. The 
wig. T5a. 








Liegen zwei collineare Shfteme fo, daß fie eine Gerade o gemein bey 
ben, Gig. 76 a, und alfo auch ein Paar Punktreiben anf ihr vereiniy 
find; e8 feien aber bie vereinigten Bunftreihen fo gelegen, dag fei 
Paar homologer Punkte gufammenfalle, fo ergiebt fic) Folgendeé: & 
feten nun A und A’, B und B’ zwei Paar nicht gufammenfallente 
homologer Punkte ber Punktrethen auf o; und M und M’, N ud NY] 
zwei Baar homologer Punkte angerhalb der Richtung o; fo verbmer 
man A und B mit M und N bur) bie Geraben B, y, c, ð; A’ ub B 
mit M’ und N’ burch die Geraden 6, , ©, ¢, fo entfteben nad 
Lehrfak 3. conforme Strahlbüſchel A’cBy.... A A,cP’y’...., Byes... 
A Bo’ .... Da nim o ein fic felbft entfprechender Strahl a! 
jedem Paar conformer Strahlbüſchel ift, ober die conformen Stra: 
büſchel A und A’, B und B’ mit einem Baar entfprecender Strahla 
auf einanber fallen, fo liegen fie perſpectiviſch nach § 3. Lehrſatz 2.6. 
Es liegen alfo bie Durchſchnittspunkte K, A, u. f. w. der Strafla, 
von A und A’ auf einer Gerabden wu, die Durchſchnittspunkte P, I ta 
Strablen von B und B’ auf einer Gerabden v. Schneiden fig nu 
Bound vy in ZS und zieht man ben Strahl (A— 2) ober a, und judi 
ben bomologen ded Strahlbüſchels A’, fo mug diefer auch durd > 
geben, da fic jeded Paar homologer Strablen ber Strahlbüſchel 
A und A’ auf je fdneiden. Schneidet alfo a die wp in Z, fo mug 
aid a’ purd D gehen; ebenfo mug der dent Strahl & bhomelege 
Strahl o durch SF gehen. Es ift alfo F fowohl ver Durchſchnitte— 
punft (a°d) von a und o, als ancy der Durchſchnittspunkt (a’*¢’) 
ber Homologen Strablen a’ und 0; alfo ift ein fich felbft homologer 
Punkt. Bugleich fieht man, dak diefer Schluß nicht mehr anwendtar 
wire, wenn „ und v fic) auf o felbft fcbnitten. Man überzeugt fid 
jedoch leicht, bag diefer Fall nicht eintreten fann. Denn da die Strabl- 
büſchel A,cBy.... umd A’cB’/...., wie gezeigt wurde, perſpectiviſch 
liegen fir die Are uw, und auf o fein Paar homologer Puntte rer 
Vorausfegung nach liegt, fo fann auch bie der Geraden pe dee einen 
Syſtems homologe Gerade pw’ des anderen die a nicht auf o fdneiven, 
ba fonft bie Punkte (u-c) und (y’-c) gufammenfielen und alſo ein 
Punkt ver o ein fich felbft Homologer wire, gegen die Vorausſetzung. 
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Es batten alfo, ba bie Strahlbüſchel A,aby, A’of'y’ fiir perſpecti⸗ 
vif fliegen, und bie ber a homologe Gerade pw’ nicht burd (uc) 
gehen fann, nach Lebrfag 29. 2) B) rechts, wenn man fid u an die 
Stelle des dortigen (Fig. THb.) o, o an die Stelle bes dortigen d 
gefekt denft, bie Shfteme einen außerhalb (uc), aber auf u, liegenden 
Puntt G, gemein; ebenfo atten fie einen auf v, augerbalb oc, liegens 
ben Puntt, G, gemein nad Lebrfag 29. 2) B). Schnitten fich nun 
u und » auf oc, fo finnten G, und G, nicht 3ufammenfallen, und 
tie Shfteme Hatten aud) eine Gerade (G,—G,), alfo anc) den 
Durchſchnitt von (G,—G,) mit — al8 ſich felbft homologen Buntt 
gemein, gegen die Vorausfegung, dak auf o fein fic) felbft homologer 
Punkt fliegen foll. Es finnen fic) alfo uw und y nicht auf o ſchneiden, 
alfo gtebt es ſtets einen ſich ſelbſt homologen außerhalb o liegenden 
Punkt Z. Haben ferner zwei collineare Syſteme einen Strahlbüſchel 
mit bem Scheitel L gemein Fig. T6b., in welchem keine zwei homo⸗ 
logen Strahlen gufammenfallen,-und find m und m’, n und n’ zwei 
Paar homologer Geraden, die nicht durch & gehen, a und a’, B und Pp’ 
jwei Baar Homologer Strablen ber conjectivijden Strahlbüſchel L,o6.... 
rap ...., fo ſuche man die Durchſchnittspunkte B, T, E, Z dev 
Strahlen a und B mit m und n, und die Durdfchnittspuntte 
B, I’, E’, Z’ der Strablen a’ und fp’ mit m’ und n’. Nun entiteher 
nad) Lehrfag 3. conforme Punktreihen a,Z0B.... A a, LIB’... B, DEL... 
\P2EZ.... Da nun >. ein fich felbft homologer Punkt tft in 
jebem Paar conformer Punftreihen, oder die conformen Punktreihen 
aida’, B und PB mit einem Paar entfprechender Punkte zuſammen⸗ 
fallen, fo liegen fie perfpectivifd nad § 3. Lehrſatz 2. B. Es geben 
aljo die Verbindungsgeraden x, A u. f. w. ber Punkte auf a mit 
denen auf a’ durch einen Punkt M, bie Verbindungsgeraden p, z u. ſ. w. 
ver Punfte auf B mit denen auf 6 durch einen Punkt N. Verbindet 
man M und N durd) bie Gerade c, beftimmt den Durchſchnittspunkt 
(ac) ober A und fucht den homologen ber Punktreihe auf a’, fo 
mug biefer anf o liegen, da die Verbindungsgerade jeres Paares 
hemologer Punkte auf a und a’ durch M geht, und alfo ber dem 
Punktt A Homologe Punkt A’ auf (A—M) ober o gu fuchen ift. Es 
iit alfo (a’*c) ber Punkt A’*), ebenfo mug (6’-c) oder A’ ber dem 
Punft (6°o) ober A homologe Puntt fein. Es ift alſo o ſowohl 
bie Verbindungsgerabe (A— A) von A und A, als anc) die Verbine 
bungSgerabe (A’— A’) ber homologen Puntte A’ und A; alfo ijt o 
eine fic) ſelbſt homologe Gerade. Diefe Schlüſſe aber würden nicht 
mehr gelten, wenn o die Verbindungsgerade (M—N) durch 2 ginge. 
Man uͤberzeugt fic) aber leicht, rag diefer Fall nicht eintreten kann. 
Dem da die Punktreiben a ZB und a’,TI’B’ perfpectivifd find fir 
bas Centrum M und in J fein Paar homologer Strahlen ver Bore 


*) Daf in ber Figur der Punkt A’ mit (a’- m) gufammenfallt, ift nur zufällig. 


°° 
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ausfeging nad vereinigt ift, fo kann auch ber bem Punkt M bed einen 
Syſtems homologe Punkt M’ bes anderen nicht auf (Z—M) liegen, 
ba fonft die bomologen Strablen (2°-M) unb (2— M’) zuſammen⸗ 
fielen. Es Hatten alfo, ba die Punktreihen a Br, a, BT fir M 
perfpectivifd liege und der bem M homologe Punkt M’ nicht auf 
(M—) fliegen fann, nad) Lehrſatz 29. 2). 6) links, wenn man fid 
M an bie Stelle bes dbortigen (Gig. 75a) , TF an die Stelle des 
portigen D gefest denkt, die Syſteme eine nicht burd) Z, ſondern 
burd M gehenbde Gerabe g, gemein; ebenfo Hatten fie auch eine burch 
N, aber nicht burd 2, gehende Gerade g, gemein. Ginge mm (M—N) 
durch 2, fo finnten g, und g, nicht gufammenfallen, alfo batten die 
Syſteme aud einen Punkt (g,°g.) gemein, und alfo wären in ber 
Verbindungsgeraden von X mit (g,°g,) ein Baar homologer Strablen 
vereinigt gegen bie Vorausſetzung. Es fann alfo o nicht durch x 
geben. Endlich fieht man aud, dag im Falle Fig. 75a. in dem im ges 
meinfamen Punkt =F entftehenden Strahlbüſchel fein Baar homologer 
Strablen vereinigt fein fann, weil fonft aud auf o ein Paar homo- 
loger Punkte vereinigt fein miiften, und bag das Umgekehrte in Fig. 75 b. 
ſtatt findet. Man fann alfo fagen: 

30. Lehrſatz. Haben zwei 
in berfelben Ebene liegende 
colfineare Ghfteme eine Ge- 


30. Lehrſatz. Haben zwei 
in berfelben Ebene liegende 
collineare Syſteme einen 
rabe co gemein, welche bie: Punft © gemein, ber ben 
Ridtung eines Paares ho- Scheitel etnes Paares ho— 
mologer Punktreihen dare | bier ger een ala cl oub es 
ſtellt, und ift fetn Bunft ‘und tft fein Strahl bes = 
ber o etn fic felbft homolo- ein fic felbft homologer; 
ger; fo baben bie Shfteme ſo haben bie Shfteme aud 
aud einen auferbalb o (tes eine nicht burd 2 gehende 
genbden Punkt & gemein, der Gerabe o gemein, welche die 
ben Scheitel eines Paares Ridtung eines Paares ho- 
homologer Strahlbüſchel mologer Bunktrethen bare 
bildet, in bem fetn Strahl | ftel{t, in bem fein Punkt fid 


fig felbft homolog ift. Fig. felbft homolog tft. Fig. 76b. 
a. 


Mit Hillfe ver Sage 29. und 30. können wir nun, wie wir 
uns oben vorgenommen batten, die verfchiedenen Verhaltniffe beberrfden, 
bie eintreten, je nachdem zwei Shfteme fein, ein, zwei u. ſ. w. Elemente 
gemein haben. 

J. Gefegt, zwei Shfteme Hatten fein Clement, und gwar zunächſt 
A) feinen Punft gemein, fo ift rie Frage, ob fie dann ein oder 
mehrere Gerade gemein haben finnen. Daf fie nicht zwei oder 
mehrere Gerade gemein haben fdnnen, folgt nun aus Lehrſatz 15., 
indem bie Syſteme fonfi die Durchſchnitts punkte gemein Hatten, und 
ber Borausfegung nach tein Punkt ber Syſteme fich felbft Homolog 
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ift. Hatten fle eine Gerabde gemein, fo wiirde aus Lehrfay 30. fotgen, 
bak die Softeme bann einen Punft gemein haben müßten; ba dieß 
aber gegen bie Vorausfegung ift, fo folgt, bag fie feine Gerade ge 
mein haben können, wenn fein Bunkt derfelben ein fich felbft homologer 
if. Auf gang analoge Weife überzeugt man fich, dag, wenn bie Shfteme 
B) feine Gerade gemein haben, fie and feinen Punkt gemein haben 
formen. Man fieht alfo: 

31. Lehrſatz. Haben zwei 31. Lehrſatz. Haben zwei 
in derſelben Ebene liegende in derſelben Ebene liegende 
colfineare Syſteme feinen | collineare Syſteme keine Ge— 
punkt gemein; fo haben ſie rade gemein, fo haben ſie 
aud feine Gerade gemein. | auch keinen Punkt gemein. 


I. Gefetzt zwei Syſteme hätten 1 Element, und gwar A) 1 Punkt 
gemein, fo ift durch dieſe Annahme ſchon von felt gegeben, daß 
in bem an diefem Buntte gebildeten Paar homologer Strahlbüſchel 
fein Strahl ein fic) felbft Homologer fein fann, da fonft bie Sh⸗ 
fteme gwei Elemente, ben Punkt (den Scheitel bes Strahlbüſchels) 
mb eine Gerade (ben gemeinfamen Strahl) gemein Hatten. Hatten 
aber wei Syſteme einen Punkt gemein und wire feiner der von dem⸗ 
felben ausgebenden Strahlen fich felbft homolog, fo würde aud Lebrs 
fag 30, rechts folgen, daß fte boch eine Gerabde gemein batten, bie 
night durch ben Punkt ginge: Analoges ergiebt fich, wenn man annimett, 
bie Shfteme Haben B) 1 Gerade gemein. Man ſieht alfo: 


82. Cehrfak. Haben gwet! 32. Lehrſatz. Haben zwei 
in derfelben bene liegende in berfelben Ebene liegenbe 
collineare Syſteme einen ! collineare Ghfteme etne Ge- 
Puntt, aber feine burd ibn! rabe, aber fetnen auf ihr 
gebenbe Gerade gemein, fo liegenden Punkt gemein, fo 
haben fte allemal aud eine haben fie allemal aud einen 
nidt burch ben Punlt gehende | augerhalb ber Geraden lie— 
Gerabe gemein. genden Punkt gemetn. 


Der Fall alfo, bak zwei Syfteme blog 1 Element gemein haben, 
fann gar nicht vorfommen. 

Til. €8 haben zwei Shfteme 2 Elemente, und gwar A) 2 Puntte, 
2zT Sig. 77a. gemein, e6 liege alfo 2’ mit in Z, T' mit in T, fo ift 
offenbar zunächſt (2—-T) homolog (2’—T"), alfo die Verbindungsgerabe 
ber beiden fich felbft homologen Punkte eine fic felbft homologe Gerave. 
Bire nun in feinem ver beiden bet F und T al Scheiteln vereinigten 
homologen Strahlbüſchel ein Strahl fich felbft homolog anger o, fiele 
alfo in ben conformen, conjectivifd) liegenden Strahlbüſcheln an ¥ 
md T je nur etn Strahl c auf ben ibm homologen o’, und find r 
mds, r und 8’ bie entfprecbenden Strablen ber rechten Wintel 
(|. $2. Erklaͤrung 15.) der in L vereinigten Strahlbüſchel Dros...., 
Lio's., unde undf, v/ und f’ bie entfprechenden Strablen der rechten 
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Winkel ver in T vereinigten Strahlbüſchel Trof.... T’r’o'f’...., 
fo miifte nad § 4. Lehrſatz 2. a) 6) bie Aunfetnanderfolge der 
Strablen in 2 und LY’, unb ebenfo in T und T’ bdiefelbe fein, und 
zugleich miifte fein: /or== fos mb /or'= / os; Sor / of’ 
und / ov'= / of. Heift nun der Durchſchnittspunkt von r und ( X, 
fo ift ber ibm homologe X’*) ber Punkt (1 °f’); heißt der Punt 
vs) Y, fo ift (e’-s’) Y’. Qn den Dreieden LX’'T und TYT 
ift mm ST=—ET, / XTE—= / YTZ, / of'= / ov, alfo find 
bie Dretede congruent, folglih X’'S— YL. Ebenſo ift auch LAT 
S/ALYT und XT=Y'T. Schneidet (X—Y) die o in M und zieht 
man (M—Y”’) und (M—-X’), fo wird / XMT = / YM2, aber ba 
XT= Y’'T, / of = / cr’ war, und MT=—=MT iſt, fo ijt aud 
Z XMT = / YMT und / YMZ = XMX, alfo and / YMT 
= /XM>. Nun ift (/ YMT + / YMz= 180°, alfo aud 
f/f XME + / YME= 180; folglich fliegen X’, M’, Y’ in einer geraden 
Linie, oder (X’—Y’) febneidet die o in M. Da mum co fic felbjt 
homolog und (X’—Y’) homolog (X—Y) ift, fo liegt in M and) der 
ihm homologe Punkt M’, oder M ift fich felbft homolog. Es fallen 
alfo bie auf o vereinigten homologen Punktreihen mit allen Bunkten 
zufammen nad § 4. Lebrfag 1. Es müßten alfo, wenn in keinem 
ber beiden Strahlbitfchel >, T auger o ein Strahl fich felbft homolog 
ware, beibe Syſteme eine Pnnltreihe mit allen Punkten gemein haben. 
Soll dieß nicht der Fall fein, fo miiffen fie alfo wenigftens in einem 
ber Gcheitel f ober T anfer o nod einen fich felbjt homologen 
Strahl gemein haben. Diefer Beweis ift offenbar nicht anmendbar, 
wenn einer der Punfte fF oder T, 3. B. legterer im Unendlichen liegt. 
Sig. 77b. Es Hatten dann alfo die Syſteme eine Gerade o, und 
auf iby einen im Endlichen und einen im Unendlicden ltegenden Punkt 
gemein. Gind nun Q und Q’ nod ein Paar homologer Puntte, fo 
find bie Geraden (Q- T), Q’—T) oder m, m’ homolog; zugleich find 
fie parallel und gwar parallel d, ba T im Unenbdlichen liegt. Da die 
fich felbft bomologe o« fowohl m als m’ tm Unendlichen trifft, fo 
find in bem auf m und m’ fiegenden Punftrethen die unendlich ent- 
fernten Punkte homolog; folglid) wird nad § 3. Lehrſatz 22. m und m’ 
proportional getheilt. Gind ferner R und R’ nocd ein Paar homologer 
Puntte auf m und m’, und fdneiden fid (Q—-Q’) und (R—R’) 
in M, zieht man (A-2) und ſchneidet diefelbe die m in S, m’ in 
8’, fo müſſen S und 8’ ein Baar homologer Punkte der proportionalen 
Punttreihen auf m unb m’ fein nad § 3. Lehrſatz 24. Denn es ift 


Qs 8’ Qs RS ; F 
RS pe oder og = ieee G8 find alfo auf (M- 2) zwei homo— 


loge Gerabe (2—-S) und (2—8’) vereinigt; alfo ijt (M—2) oder + 


*) In ber Figure fallen (r’-¢’) und (c’-s’) ober X’ und Y' fer nabe an bie 
Gerabe (X—Y). 
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eine fich felbft homologe Gerade. Haben die Syfteme B) 2 Gerade 
o, t, Sig. TTe. gemein, fo mug zunächſt ver Durchſchnittspunkt (co ° 7) 
over (o’* 2’) oder & ein fich felbft homologer fein. Hatten nun dte 
Shfteme weder anf o noch auf + einen fich felbft homologen Punkt und 
ift R ber Gegenpuntt der auf c liegenden Punktreihe des erften Syſtems, 8’ 
ber Gegenpunft ber auf o Liegenden Punktreihe bes zweiten Syftems, 
RK der Gegenpunft der auf + liegenden Punftreihe bes erften, 8’ dev 
bes zweiten Ehjtems, fo müßte nad § 4. Lebrfag 2. a) 8) feln 
RE =S'S und RE=—S8'T, Bieht man nun durch R eine Gerave 
x nad $, alfo eine Parallele gu 7, fo ijt fie eine Gerade des erften 
Shftems; die ihr homologe Gerade x’ bes zweiten Shftems mug 
durch R’ auf o, alfo durch ben unendlic) entjernten Bunft ber o und 
burd 8’ gehen. Es mug alfo x’ durd 8’ und parallel c geben. 
Rieht man ferner durch RK eine Gerade y nad S, fo ift fe, ba S 
in oo fiegt, parallel o; ihre Homologe y’ mug nun durch 8’ nad KR 
alfo parallel + gehen. Es ift demnach ber Durchfdnittspuntt (x - y) 
oder P Homolog (x’* y’) oder P’ oder x, x’, y, y’ bilden ein Barallelo- 
gramm, in weldem & der Durchſchnittspunkt der Oiagonalen ift. Es fallt 
alfo (Z—P) mit (2—-P’) jufammen, ober die Gerade m des erften Shftems 
mit ber Gerabden m’ des zweiten; und da ſchon o und zt fich felbft homo⸗ 
loge Strablen find, fo fallen in den fich felbft homologen, conjectivifd 
liegenden Strahlbüſcheln L,orm...., Zc’r’m’...., drei Strablen, 
alſo nad) § 4. Lehrſatz 1. alle Strablen jufammen. Soll dieß nicht 
ber Fall fein, fo mug alfo wenigftens auf einer der beiden fig 
felbft homologen Geraden o ober + auger 2 noch ein Punt ein fid 
felbft homologer fein; es fann dieß aber auch auf beiben, d und z, 
zugleich ftattfinden. Diefer Beweis und alfo anch der daraus gezogene 
Schluß ift unftatthaft, wenn ber Durchſchnittspunkt (c°s) ober =F 
dig T7d. in bas Unendlice fallt, o und + alfo parallel find. Dann 
find alfo die auf o und + mmendlich entfernten Punkte fich felbft bo- 
molog, und nad § 3. Lehrſatz 22. find demnach die auf o und + 
vereinigten Punktreihen proportional und haben daher § 4. Lehrſatz 2. Y) 
aud einen in unendlicher Entfernung Tiegenden Bunkt gemein. Es ift 
alfo auf o der Punkt M, auf + der Punkt N fich felbjt homolog, 
alfo and) bie Gerade (M—N) ober p fich felbft homolog. Es haben 
alfo bann die Syſteme auger d unb +r nod) eine dritte fic) felbft bo- 
mologe Gerabe. Beftehen endlid C) vie 2 Clemente, mit denen 
vie Shfteme gufammenfallen follen, aus 1 Punk und 1 Geraden, fo 
iit dieß offenbar möglich, indem fie a) 1 Punkt und 1 durd ihn 
gehende Gerade oder mit anderen Worten eine Bunttreihe und einen 
Puntt berfelben gemein haben, oder indem fie 6) 1 Punft und 1 
nicht durch ibn gebende Gerabde gemein haben; legtere muß aber 
bann mit ber Geraden, welche die Syſteme in Folge des Zufammens 
fallens ber Punkte nach Lehrfag 32. gemein haben, identiſch fein, indem 
fonft ber Durchſchnitt beider Geraden einen neuen fic) felbft bomologen 
Punkt lieferte. Man fieht alfo: 
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33. Lehrfag. Haben zwei 
colfineare, in bderfelben 
Ebene liegende Shfteme zwei 
Punfte LT Tgemein, fo haben 
fie ftetS auch bie Gerade 
(Z-T) gemein. Liegen a) fos 
wohl = als T in endlider 
Sutfernung, fo haben die 
Syfteme entweder bte Ge- 
rabe o mit allen Bunften 
gemein, oder fie haben we: 
nigftens nod 1 burd = ober 
durch T gehende Gerade, 
oder 1 burd F und | durch 
T gebende Gerade aufer 
g, oder einen Strahlbuſchel 
Z oder T mit allen Strah: 
len gemein. Liegt 6) einer 
ber Buntte, 3. B. Tim Un; 


g 7, 


Cofltneatton. 


33. Lehrſatz. Haben zwei 
collineare, in derfelben 
Ehene liegende ShHfteme 
zwei Gerabe o, 7 gemein, fo 
baben fie ftet8 aud ben 
Punlt (c° 7) gemein. Schnei— 
ben fim a) d und + tn end: 
licher Entfernung, fo haben 
bie Ghfteme entweber den 
Strahlbüſchel FS mit allen 
Strablen gemein, ober fie 
baben wenigftens nod 1 anf 
c ober auf liegenden Punkt 
ober l anf oc und 1 auf +r 
liegenden Punkt auger 2, 
ober cine Bunktrethe o ober 
7 mit allen Punkten gemein. 
Liegt B) ber Durchſchnitts— 
puntt (o> 7) im Unendliden, 


fo haben die Syfteme alfe- 
mal gwei im Endlichen lie— 
gende Bunfte, einen auf 
ound einet auf 7, und etne 
burd betbe gebenbde, im 
Endlichen liegende Gerade 
(M-N) gemein. tg. 77, 
774d. 


endlimen, fo baben bie Sy— 

fleme allemal noc eine im 

Endliden liegende Gerade 
emein, die burd = gebt. 
tg. 774., 776. 


34. Lehrſatz. Zwei in der- 34. Lehrſatz. Zwei in der- 
ſelben Ebene liegende colli- ſelben Ebene liegende colli— 
neare Syſteme können 1 | neare Syſteme können 1Ge— 
Punkt und 1 Gerade gemein rabe und 1 Punkt gemein 
haben; legtere fann a) durch haben; legterer fann a) auf 
ben Puntt, oder 6) nidt burd ber Geraden, ober B) nit 
ben Punkt gehen. “auf ber Geraben liegen. 


IV. Gollen zwei Shfteme 3 Elemente gemein haben, fo können 
dieß fein: A) 3 Bunfte, und gwar a) auf derfelben Geraben; dann 
fallt nad § 4. Lehrfag 1. jedes Baar homologer Puntte auf der 
Geraden jufammen; man erhält alfo ben in Lehrſatz 26. betrachteten 
Fol wieder; 6) nicht auf derfelben Geraden. Die Punkte feien Fig. 78. 
X,, Za, 23; fo fleht man fogleih, daß dann die Shfteme auch drei 

be (2,—-2,), (2, —%,), (2.7%) gemein haben müffen. 
Hatten fie nod einen Punkt auf einer dieſer Geraden, 3. B. anf 
(2,—Z,) gemein, fo erbielte man den in Lehrſatz 26. beregten Fall 
wieder; Bitten fie nod einen Punkt auferhalb biefer drei Geraden 
gemein, fo fielen nach Lehrſatz 17. beide Syſteme gang zuſammen. 


8 7. Collineation. 1di 


Hitten fie eime Grade, die 6) nicht durch einen ber Punkte D,, 2.,2, 
ginge, gemein, fo fame man wieder auf Lebrfak 26., batten fle aufer 
(2,—-2,), (2,72), (%_~Z,) noch eine, durch feinen dey drei 
Punkte gehende Gerade gemein, alfo vier Gerabe, fo fielen nad Lehre 
fag 17. bie Syſteme gufammen. Ebenſo folgt, wenn zwei Softeme 
B) 3 Gerabe gemein haben, bie «) durch denfelben Punkt geben, 
bag fie dann einen Strablbifdel mit allen Strablen gemein haben 
(Lehrſatz 26); gehen die brei Geraden 6) nicht durch benfelben Buntt, 
dig. 78, fo haben fie auch brei Puntte (c,°c.), (7, ° 73), (To ‘%s) 
gemein. Durch Annahme einer weiteren Geraden fommt man, wie 
vorgin, auf bie Lehrfdge 17, 26. zurück. Sind ferner die Elemente 
c) 2 Punfte und 1 Gerade, und fliegen a) bie Punkte 2, 2, 
vig. 78. anf der Geraden c,, fo erhalt man den in Lehrfag 33. bee 
trachteten Fall wieder. Heigen die gemeinfdhaftliden Punkte F,, L,, 
die gemeinſchaftlichen Geraden o, und liegt 6) ein Puntt J, auf der 
Geraden o,, ver andere Punkt T, auperhalb, fo haben die Syſteme 
nod) eine Gerade o, oder (2,—2,) gemein und man erhalt den in 
Lehrſatz 33. alé miglich hingeſtellten Fall wieder, dak zwei Syfteme 
2 Punfte Z,, ©, die Verbindungsgerade (2,—Z,) und 1 vurch 
einen der beiden Bunkte gebende Gerade o, gemein baben können; 
liegt y) weber Z, noc) Z, auf der Geraden o,, fo haben beide Syſteme 
auf ber Geraden (2, —2,) oder o, drei Puntte F,, D,, (o, - oy) 
gemein, und man fommt auf Lehrſatz 26. Sind D) die dret Elemente 
2 Gerade und 1 Bunkt, und gehen a) beide Gerade burch bes 
Puntt, fo erhalt man den in Lehrfag 33. betrachteten Fall wieder; 
tie Annahme 6), dag eine Geradec, durch ben Punkt F, gebe, die 
andere Gerade co, nidt, giebt wieder die in Lehrſatz 33. hingeſtellte 
Moͤglichkeit, daß zwei Syſteme gwei Gerade o, und c,, ben Durch⸗ 
ſchnittspunkt (oc, °o,) und einen auf einer von beiden Geraden liegenden 
Punkt gemein haben können; geht y) keine ber Geraden, weber o, noch 
c, durch den Punkt 2,, fo haben die Syſteme am Puntt (c, °c.) 
oder & die Strablen c,, o,, (2,—2,) gemein umd man fommt 
auf Lehrfag 26. zurück. Man ſieht alfo: 


35. Lehrfagk. Haben gwei! 35. Lehrſatz. Haben zwei 
in berfelben Ebene liegende in derfelben Ebene liegende 
collineare Syſteme bret nicht ' collineare Syſteme drei nidt 
in derſelben Geraden fies: burd denfelben Punkt gehenbe 
gende Punkte gemetn, fo! Gerade gemetn, fo haben fte 
baben fte alfemal aud drei allemaal aud drei Punfte, 
Gerade, ndmlidh die Verbins | ndmlidh vote Durchfchnitts— 
bungSgerabdetac,, o,, 7, der! punkte 2,, Z, 2, der dret 
drei Punkte F,, Ly, LT, gee | Geraben o,, o,, , gemetn. 
mein. Fig. 78. Fig. 78. 


36. Lehrſatz. Zwei in der- 36. Lehrſatz. Zwei in bers 
felben Ghene liegende colli- felben Ebene liegende colli- 
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neare Ghfteme können zwei | neare Shfteme können zwei 
Punkte, F,,2,, thre Verbin= | Gerade, o,,c,, ihren Durch— 





bungsgeraden, (Z,—Z,) und | fdnittspunktt(c,-o,)undnod 


nod eine Gerade co, gemein | einen Punkt 2, gemein haben, 
haben, bie burd einen der ber auf einer ber Geraden 
Punkte geht Fig. 78. liegt. Rig. 78. 


Man iiberzeugt fich leicht, dak hiemit die Reihe ber Möglichkeiten rid: 
fichtlich der Lage gweier Shfteme erſchöpft tft, indem man durch Fort- 
fegung der Unterfuchung ftets anf einen der fritheren Falle zurück— 
fommt. Gefegt 3. B. es fielen zwei Syſteme mit 4 Elementen, 
fo fonnen diefe fein A) 4 Bunfte; B) 4 Gerade; C) 3 Puntte 
und 1 Gerade; D) 3 Gerade und 1 Punkt; E) 2 Punfte und 
2 Gerade; F) 2 Gerade und 2 Punkte. Es mögen nur nod 
fur; bie Berhaltniffe fiir vie Faille A), C), E), angegeben wer: 
pen, indem fic) bie Underen, B), D), F) fogleid) aus ihnen finden 
laffen, wenn man die Worte: „Punkt“ mit ,,Gerade”, „Gerade“ 
mit „Punkt“, „Punktreihe“ mit „Strahlbüſchel“, „Strahlbüſchel“ mit 
„Punktreihe“, „Durchſchnittspunkt“ mit „Verbindungsgerade“, „Verbin⸗ 
dungsgerade“ mit „Durchſchnittspunkt“ vertauſcht. Es ſeien alſo die 
ſich ſelbſt homologen Elemente A) 4 Punkte 2, 2, 2, 2.. Lie⸗ 
gen dieſelben in derſelben Richtung, fo erhält man ben Fall in 26., 
ebenfo, wenn 3 von ihnen in derfelben Richtung liegen und 1 au— 
ferbalb; ber außerhalb liegende ijt dann ber Scheitel des gemeinfa- 
men Strablbiifdels; liegen Feine 3 der 4 Punkte in derfelben 
Richtung, fo erhalt man den Fall 17. Die Elemente feien C) 3 

unfte =, 2, E, und 1 Gerade c,; liegen X,, 2,, Z, auf o, 
fo fommt man auf 26., 2, und 2, auf o, und 2, auferbalb führt 
auf 35., 2, aufc,, 2, und Z, angerhalb fithrt auf 26., ba co, mit 
ber Geraden (2,—F,) tm Durchſchnittspunkt den dritten fich felbjt 
homologen Bunkt auf (2,—2,), bildet; &,, F, LY, augerhalb c,, 
aber in berjelben Richtung, führt auf 26; liegen Z,, D,, 2, außerhalb c, 
und nicht in berfelben Rictung, fo bejtimme man den Durchſchnitts⸗ 
punkt 2, von (2,—2,) mit c, und Z, von (2,—Z,) mit o,. Die 
Shfteme miiffen dann die Punkte V,, 2, Z,, TZ, gemein haben. 
Dies führt auf 17. Sind von ben 4 Glementen HE) 2 Punlte x,, 
Z4, 2 Gerade o,, v4, fo faun F, und F, auf o, liegen und c, 
burd) 2, gehen; dies führt auf 36; liegen 2, und 2, auf oc, 
und fallt ber Durchſchnittspunkt (c, -o,) weder nach LY, nod nach z., 
jo fommt man auf 26.; liegt 2, auf o,; 2, auf o, fo erhalt man 
35., 2, auf o,, Z, weder auf c, nod auf oc, führt auf 26., 2, 
im Durchſchnittspunkt (c,-c,), E weder auf o, noch auf o, führt 
auf 26., da bie Verbindungégerade (2, —Z,) ber dritte Strahl auger 
o, undo in dem bet 2, entftehenden| Strahlbüſchel ift, liegt weder 
Z, noch Z, weber auf o, nod) o,, geht aber (2, ,) durch (c, *c,), 
fo erhält man 26.; liegt endlich weber ©, nod 2, weber auf o, nod 
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auf o, und geht aud) (2, — 2.) nicht durch (c,°c,), fo gelangt man 
auf 26. allen ferner die Syſteme mit fünf oder feds Elementen 
jufammen, fo erſcheint ber Fall 36. nicht mehr; fallen fie mit fieben 
oper mehr Glementen zuſammen, fo fann aud ber Fall 35. nicht mehr 
vorfommen und man wird jtets entwebder auf 26. oder auf 17. gefithrt. 

Faſſen wir bas Bisherige zuſammen, fo können wir ben Gag 
ausfpreden, indem wir die nothwendig mit einanber verbunbdenen Be- 
bingungen unter derfelben Nummer aufführen und den Fall Lebhr- 
fag 33, B) Links unter die folgende Nummer 4); den Lehrſatz 33. 6) rechts 


erwäͤhnten Fall unter die Mummer 3) mit einbegreifen. 


37. Lehrſatz. Liegen zwei 
collineare Syſteme in dere 
felben Ebene, fo finnen fie 
folgende verfdiedene Lagen 
einnehmen: 

1) Die Syſteme haben vier 
Punkte und zugleich jeden 
anderen Punkt, als ſich ſelbſt 
bomolog, gemein. (Lehrſatz 17.) 

2) Die Syſteme haben eine 
Gerade und jeden Punkt auf 
ihr, als fic felbft homolog, 
gemein. (Lehrſatz 26.) 

3) Die Syſteme haben 
bret nidt in berfelben Gee 
taden liegende Punkte, als 
fih felbft Homolog, gemetn. 
Lehrſatz 35.) 

4) Die SHfteme haben 
zwei Punkte, ibre Verbin— 
dungsgerade und noch eine, 
durch einen dieſer Punkte 
gehende, Gerade, als ſich 
ſelbſthomolog, gemein. (Lehre 
ſatz 33. 6. links; 36.) 

5) Die Syſteme haben 
einen Punkt und eine durch 
ihn gehende Gerade, auf 
bieferaber, augerdemeinen, 
feinen gweiten Puntt, als 
ſich ſelbſt Homolog, gemein. 
(Lehrſatz 344.) 

6) Die Syſteme haben ei— 
nen Punkt und eine 


37. Lehrfatz. Liegen zwei 
collineare Syſteme in ders 
ſelben Ebene, ſo können ſie 
folgende verſchiedene Lagen 
einnehmen: 

1) Die Syſteme haben vier 
Gerade und zugleich jede 
andere Gerade, als ſich ſelbſt 
bomolog, gemein. (Lehrſatz 17.) 

2) Die Syſteme haben ei— 
nent Punkt und jede Gerade 
durch thn, als fic felbft bo- 
molog, gemein, (ebrfag 26.) 

3) Die Shfteme haben drei 


nicht durch denſelben Punkt 


gehende Gerade, 
ſelbſt homolog, 
(Lehrſatz 33. 6. 35.) 

4) Die Syſteme haben 
zwei Gerade, ihren Durch— 
ſchnittspunkt und noch einen, 
auf einer dieſer Geraden 
liegenden Punkt, als ſich 
ſelbſt homolog, gemein. 
(Rehrjag 36.) 

5) Die Sh fteme haben eine 
Gerade unb einen auf thr 
liegenden Punkt, durch diefer 
aber, außer der einen, keine 
zweite Gerade, als ſich ſelbſt 
homolog, gemein.  (Lehrfag 


ad. 
6) Die Shfteme haben eine 


als fid) 


genretn. 


nidt | Gerabe und einen nidt auf 


turd ibn gehende Gerade, ibe liegenden Punlt, aber 
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aberfeine durch ibu gebende | feinen auf thr Liegenden 
Gerade, als fidh felbft bo- | Punkt, als fic felbft homo: 
molog, gemein. (Lehrſatz 32.) | log, gemein. (Lehrſatz 32.) 
7) Die Shfteme habenfet-) 7) Ote Shfteme haben teine 
nen Punkt, als ſich felbft ho- | Gerade, als fic felbft home: 
molog, gemein. (Lehrſatz 31.) | Tog, gemein. (ehrfag 31.) 


Unterfucen wir jegt wieder, wie wir Behufs Aujjtellung bes Lehrfages 
27. und 28. thaten, bie aus dieſen verſchiedenen Lagen fich ergebenden 
Projectionsverhialtniffe ber Punktrethen und Strahlbüſchel, und fangen 
mit bem im Lebrfag 37. 7.) aufgejtellten Fall, als dem einfachjten ar, 
nehmen alfo an, 3wei Shſteme Hatten weder einen Punkt, noc eine 
Gerade gemein, fo ergiebt fich ſogleich aus diefer Annahme, dak werer 
ein Baar homologer Strahlbüſchel noch Punktreihen conjectivifd liegen 
fann, weil fie fonft einen Bunkt und eine Gerade gemein haben müßten; 
ebenfo wenig fann ein Baar homologer Punktreihen oder Strahlbüſchel 
perfpectivifd liegen; benn fonft Hatten fle ebenfalls einen Punkt, nim: 


lich den Durchſchnittspunkt ber Gerabden, auf denen fie fliegen, und tie | 





Verbindungsgeraden ber Scheitel der Strahlbüſchel gemein. Es fliegen 


alfo alle Paare homologer Punktreihen und Strahlbüſchel projectivifd. 

Im Falle Lehrfag 37. 6) fliegen, ba F Fig. 76a. 76b. cm 
fic) felbft homologer Punkt ift, jede zwei homologen, den Puntt > 
enthaltenden Punktreihen perfpectivifdh. Lage nun bas Projections 
centrum eines ſolchen Paares homologer Punttreihen, 3. B. a und a 
Sig. 76a. auferhalb o in 2, fo fann dieß ber Vorausfegung nach fen 
fic felbft homologer Punkt fein; es müßte alfo nad) Lehrfag 29. 2. a) und 
B) wo man jest 2 an die Stelle von D, 2’ an die Stelle von > 
fege, entweber (2’—2), oder irgend eine andere durch 2’ gebente 
Gerade fic) felbft homolog fein; fo lange 2’ auferhalb o liegt, ii 
aber beides unmöglich, da, wenn es eine durch LD’ gehenbe, fich felbft 
homologe Gerade o’ gibe, mag fie mun nach Y oder irgend anders 
wohin gehen, zu folgern wire, dag der Durchſchnittspunkt (co 0) mit 
o ein ſich felbft bomologer ware, gegen die Vorausſetzung. Es fann 
alfo =’ nur auf o liegen. Wlfo das Projectionscentrum jeder zwei 
perfpectivifch Liegenden homologen Punftreihen liegt anf o; ebenfo 
geht bie Projectionsaxe jeder zwei perfpectivifch Itegender Strahlbüſchel 
z. B. derjenigen in A und A’ Fig. T6b. 2c. durch Z. Alle anderen 
Paare homologer Punktreihen, die nicht burd LF geben, milffen pro 
jectivijd) liegen, (woven man fich ebenfo überzeugt, wie bet Erörtermg 
bes alls 7.), desgleichen alle Paare homologer Strahlbüſchel, deren 
Scheitel nicht auf o fliegen. 

Im Falle: Lehrfay 37. 5) liegt, wenn =F der fich felbft homologe 
Puntt, o dte durch ihn gebhende, fich felbft homologe Gerade heist, 
jedeS Baar homologer Punktreihen, deffen Richtungen burch F geben, 
perſpectiviſch, und gwar jedes Baar fiir ein anf o liegendes Projec 
tiondcentrum. Denn lage fiir ein Baar homologer Punttreihen daé 
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Projectionscentzum auferhalb o in >’, fo mifte nach Lehrſatz 29. 2. 
a) B) entweder (X) fich felbft homolog fein, gegen bie Borans- 
febung, daß o die einzige fich felbft homologe Gerabde der Syfteme 
fein foll; ober e8 müßte eine anbere burd ©’ gehende Gerade ſich 
jelbft Homolog fein, was ebenfalls gegen die Vorausſetzung ftreitet, 
daß auf o nur ber Punkt 2 fich felbft homolog fein foll. Ebenſo 
liegt jedes Paar homologer Strahlbifdel, deren Scheitel auf o liegen, 
perfpectivifd und man überzeugt fic burch analoge Schlüſſe, bak die 
Wze allemal durd) > gehen mug. Daf fein Paar Punktreihen auger 
denen, deren Richtungen durch J gehen, perſpectiviſch liegen kann, folgt 
wie im alle 7); ebenfo daß fein Paar Strahlbüſchel, deren Scheitel 
nicht auf o fliegen, perfpectivifd liegen fann, desgleichen, daß fein Baar 
Strahlbüſchel auger ZF und fein Paar Punktreihen, aufer c, conjectivifd 
liegen fan. 

Jim Falle: Lehrjak 37. 4) liegt jedes Paar homologer Punkt⸗ 
tethen gig. 79., deren Richtungen a, a’ durch L, geben, perfpectivifd. 
Lage das Projectionscentrum =’ auferhalb o, und auferbalb o,; fo 
müßte entwebder nad Lehrjag 29. 2) a) (2’—2,) ſich felbft homolog 
fein, dieß tft aber nur miglic, wenn 2’ auf o, liegt, da fonft (2’—-~z,) 
mit o, einen fic felbft bomologen Durchſchnittspunkt ergeugen würde, 
gegen bie Vorausfegung; ober es müßte nach Lebrfak 29. 2. 6) eine 
burch 2’, aber nicht durch A, gehende Gerade fic) felbft homolog fein. 
Der Borausfegung nach ift aber nur eine fich felbft homologe, nicht 
durch X=, gehende Gerade ba, nämlich o,; es kann alfo 2’ auch nur 
auf o, liegen. Ferner liegt auch jedes Paar homologer Punttreihen 
6, BY, die durch Z, geben, perfpectivifd. Lage ihr Projecttonéscentrum 
augerhalb o, undo, in ©”; fo müßte nad Lehrſatz 29. 2. a) =” 
anf einer fich felbft homologen, durch 2, gehenden Geraden lieger, alfo 
entweder auf o, ober auf o,, oder nad Lehrſatz 29. 2. 8) auf einer 
anderen durch 2”, aber nicht burch &, gebenden fich felbft homologen 
@Geraden. Dies ift aber nicht möglich, da e8 eine andere fich ſelbſt 
homologe Gerade als c, und o, nicht giebt. Es fann alfo D” nur 
auf o, ober auf o, liegen. Auf analoge Weife überzeugt man fic, 
daß die Projectionsaren der perſpectiviſch liegenden Strahlbüſchel, deren 
Scheitel auf co, legen, durch 2, oder burd 2, gehen milffen. Daf 
fein anbderes Baar Punttreiben und Strahlbüſchel perfpectivifa legen 
fann, davon itberzeugt man fich wie oben. Dag fein andereé Paar 
Punktreiben, auger c, und oc, conjectivifd liegen fann, ergiebt fid 
barans, baf, wenn bies mit emer burd) D, oder ZF, gehenden Gera- 
ben ber Fall ware, dieß gegen die Vorausſetzung ftritte, bak von F, 
ur eine, von ©, nur zwei fich felbft homologe Gerade ausgeben 
follen; daß keine weder durch F, nod durch F, gehende Punktrethe 
conjectivifd fein foun, ergiebt ſich daraus, weil ſonſt auf co, und oc, 
no ein Paar fich felbft homologer Punkte entftinden. agen ein 
Baar Strahlbafdel conjectiviſch außer F,,2,, fo hätten die Syſteme 
nom einen Punkt gemein, gegen die Vorausſetzung. 

Weifenborn, Projection. 10 
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Ym Falle Lehrfag 37. 3), Fig. 78. iibergeugt man fich, wie im 
vorigen ffalle 4) leicht, daß dad Projectionscentrum eines Paares he 
mofoger Punttreifen, deren Ridtungen 3. B. durch Z, gehen, auf c, 
ober o, ober co, fliegen mug, dag die Projectiongaze eines Paares 
Strahlbüſchel, veren Scheitel 3. B. auf o, liegen, durch 2, ober 2, 
oder &, gehen mug; bag ferner fein Baar Punktreihen perfpectivifd 
fiegen fann, deren Ridtungen nicht durd Z, oder Zq ober FS, geben, 
daß fein Baar Strabhlbiifchel perfpectivifd fliegen fann, deren Gebeite | 
nicht auf o, oder d, ober o, legen, dag ferner fein Baar Strahl: | 
büſchel und Punktreihen conjectivifd. liegt, auger 2,, 2, Ly, o, | 
To, Ts. Der Fall: Lehrſatz 37. 2) ift ſchon durch ben Gebrfat 27, 
und 28. erirtert; der Gall: Lehrſatz 37. 1) bedarf feiner weiteren 
Unterſuchung. 

Faſſen wir alſo das Reſultat dieſer Erörterungen zuſammen, ſo 
haben wir drei weſentlich verſchiedenen Fille au unterſcheiden, wenn | 
wir vom Fall 1) gang abfeben: | 

| und gugletd: 


I. Gin Theil ber Paare hoz 
mologer Punktreihen Liegt 
perſpectiviſch für daſſelbe 
Projectionscentrum > (Lehre 
fag 29); ber andere Theil ber 
Paare homologer Punktrei- 
ben liegt conjectivifd, und 
thre Richtungen gehen alle 
burddas Projectionscentrum 
y= (Lehrſatz 27.) Kein Baar 
bomologer Punktreihen aber 
liegt projectivifd. (Lehr— 
fag 27, 37. 2)). 

IT. Gin oder mebrere Paare 
homologer Punktreihen lie— 
gen conjectiviſch, aber nicht 
ſo, daß die Richtungen von 
drei oder mehr Paaren durch 
einen und denſelben Punkt 
2 gehen (Lehrſatz 28); die 
ibrigen Baare homologer 
Punktrethen liegen theils 
perfpectivifd, aber fitr ver. 
fdjiedene PBrojectionscentra, 
theil8 projectivifh. (Lehr— 
fag 37. 3), 4), 5), 6)). 


IH. We Paare homologer | 


Punltrethen liegen projec 


I, Gin Theil ber Paare 


bomologer Strahlbäſchel 
liegt perfpecttoifd fiir die 
felbe Projectionsare o (Lehre . 
jag 29.); beranbere Sheil der © 


Paare homologer Strahlbü— 
ſchel liegt conjectivifdm unt 
ihre Scheitel liegen alle auf 
ber Projectiongare o (Lehr: 
fag 27). Kein Paar Homo: 
loger Strahlbüſchel aber 
liegt perſpectiviſch. (Lehr— 
fag 27d, 37. 2)). 

II. Gin ober mehrere Paare 
bomologer Strahlbäſchel 
fliegen conjecttvifad, 
nit fo, bag bie Scheitel 


aber — 


Don drei ober mehr Paaren | 
auf einer unbd derfelben Ges — 


raben o liegen (Lehrfag28.); 
bieibrigen Baarebomologer 
Strahlbüſchel fliegen theils 


perfpectivifad, aber fir 


verfchiedene Brojectionsaren, 


theils projectivifd. (Lehrfag 


37. 3), 4), 5), 6)). 


Ill. We Baare homologer 
Strahlbifdel liegen projec. 
tivifd; feines weber conjece | tivifd, feines weder congec: 
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tiviſch, nod perfpecttoifd. | tiviſch, nod perfpectivifd. 
(Rehrfag 37. 7)). (Lehrſatz 37. 7)). e 

Da beim Gintreten des Falles I. offenbar bie burch die perfpec- 
tiviſche age bewirkten Verhältniſſe die wichtigeren find, indem alle 
aus ber conjectivifcen Lage ohne Einwirkung perfpectivifd liegender 
Grundgebilde fic ergebenden Verhaltniffe im Falle I. behandelt werden; 
ba ebenfo im alle IT. wieder bie perfpectivifd und projectivifch gele⸗ 
genen Grundgebilde an Bedeutung zurücktreten und nur in fofern in 
Vetradt fommen, als fie Aufſchlüſſe geben über die Gefege, denen 
bie conjectivifd liegenden untertoorfen find; fo definiren wir: 


38. Erklärung. Die Lage zweier collinearen, in 
einer und derfelben Ebene befindliden Syſteme heißt, 
wenn bie Punltreihen und Strahlbüſchel, aus benen dte 
Shfteme beftehen, bie unter I. angegebene Lage haben: 
»peripectivifd”; wenn die Punktreihen und Strahlbüſchel, 
aus denen die Syſteme beftehen, bie unter I. angegebene 
Lage haben: ,,conjectivifdh”“; wenn die Punktreihen und 
Strahlbüſchel, aus denen bie Shfteme beftehen, die unter 
ITT. angegebene Lage haben: ,,projectivifd”. 

Vergl. § 2. Erflirung 19. Wir haben nun diefe bret Falle im 
Folgenden genaner zu betrachten. 


§ 8. 


Per[pectivifdhe Lage ebener Syſteme. Affinitdt Aehnlichkeit. 
Congruenz. 


1. Erklärung. Der Schei⸗ 1. Erklärung. Die Rich— 
tel des ben beiden perfpece . tung der den beiden perſpee— 
tivifd collinearen Syſtemen l'tivifd collinearen Syſtemen 
gemeinfdaftliden GStrahl-! gemeinfdaftliden Punt. 
bäſchels (§ 7. Lehrſatz 26), | reihe (§ 7. Lehrfatz 26), 
z heift das ,,Gollinentions:- | co heißt die ,Gollineationsare”. 
tentrum”. ig. 70. | Sig. 70. 

2. Erfladrung Feber | 2 Erklarung. Feder Puntt 
Strahl a, B, y...., bes den! U, Y, Z.... der ben beiden pers 
beiben perfpectivifd collie | fpectivifd collinearen Sy— 
Rearen OHftemen gemeins | ftemen gemeinfdaftliden 
ſchaftlichen Strahlbüſchels Punttrethe o UYZ.... heist 
Lapy.... heißt ein: ,,Collinea: | ein: „Collineationspunkt“. Fig. 
tiousſtrahl“. ig. 70. 70. 

Maire in zwei perfpectivifd) collinearen Syſtemen nod ein Puntt 

M Gig. 80. auger bem Gollineationscentrum = und den Punkten der 

Collineationsaxe ein ſich felbft homologer, fo atten beide Syſteme 

etn Biered ABMS (oder AME, oder BME etc.) gemein und fiefer 
10° 


\ 
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alfo nad § 7. Lehrfag 17. ganz gufammen; mire außer ber Cofld 
neationsage und ben Strablen bes GCollineationscentrums pod eme 
Gerade py fich felbft homolog, fo Hatten die beiden Syſteme ein Bier: 
felt aBuc (ober aypc, ober Pyyo etc.) gemein und fielen alfo nad 


§ 7, Lehrſatz 17. gang zuſammen. 


3. Lehrſatz. In zwei per- 
ſpectiviſch collinearen Sy— 
ſtemen iſt außer dem Colli— 
neationscentrum und den 
Collineationspunkten kein 
Punkt ſich ſelbſt homolog. 
Fig. 80. 


Man erhält alſo den 


3. Lehrſatz. In zwei per— 
fpectivifd collinearen Sy— 
ftemen ift auger ber Colli— 
neationgare und ben Colli— 
neattonsftrablen feine Ge— 
rabe fim felbft Homolog. 
sig. 80. 


Da ferner nach § 7. Erfldrung 38. jedes Baar homologer Punt: 


reigen entwebder perfpectivifd liegen foll fiir bas Collineationscentrum ~, 
oder conjectivifd, aber auf einer durch 2 gehenben Geraden, dba ferner 
jedes Paar homologer Strahlbüſchel entweder perfpectivifd liegen foll 


für die Collineationsaxe o, ober conjectivifd, aber mit dem Scheitel 
in einem Punkte ber Gollineationsaze liegend, fo Lift fic) allgemein | 


fagen: 

4. Lehrſatz. Die Verbin— 
bungSgerabde jedes Paares 
homologer Punfte A und A’, 
Ho und ob’ u. ſ. w. in zwei pers 
fpectivifd collinearen Sy— 
ftemen geht burd das Colli- 
neationScentrum 2. Fig. 70, 








4, Lehrſatz. Der Durd- 
fnittspuntt jedes Paares 


homologer Geraber a und 


a,cunda, uf. win zwei per- 
fpectivifd collinearen Sy— 


ftemen liegt auf ber Colli— 


neationsare o. Fig. 70. 


Da e8 nad § 7. Lehrſatz 13. zu jedem Punft nur einen eingigen 
homologen und gu jeder Geraden nur eine eingige Homologe Gerabe 
giebt, und man fonft in Widerfprud mit Lehrſatz 4. geviethe, kann 


man umgefebrt fagen: 

5. Lehrfak Iſt in einem 
Paar perfpectivifd colli. 
nearer Oh fteme FT bas Colli— 
neattonscentrum, undA ein 
Punkt bes einen Syftems, 
fo mug ber ibm homologe 
Punkt A’ bes anderen Sy: 
ftems auf ber Geraben (2—A) 
liegen. Fig. 70. 


Da ferner nach Erklärung 1. und 


5. Lebrfag Iſt in etnem 
Paar perfpectivifd collt- 
nearer Shfteme o die Colli-« 
neationsare und a eine Ge— 
rabe des einen Syſtems, fo 
muß die thy homologe Ge- 
rabe a’ bes anderen Syſtems 
burd ben Punkt (c-a) gehen. 
Fig. 70. 


2. ſowohl das Colfineationscentrum 





als jeder Gollinentionspuntt fic felbft homolog ift und auger diefen — 
nad Lehrſatz 3. fein anderer fich ſelbſt homologer Buntt vorhanden iſt; 


ba ferner ſowohl die Collineationsaze alé jeder Collineationéftrahl fid 
felbft homolog ijt und außer diefen keine fich felbft bomologe Gerade 
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vorhanden ift, fo fann man bas bereits § 7. Lebrfak 27. Ausgefpre- 
dene genauer ausdrücken, indem man fagt (ogl. § 4. Lehrſatz 1.): 


6. Lehrſatz. Feber Colli— 6. Lehrſatz. Feder Colli- 
neationsftrabla u. f. w.ents | neationSpuntt U u. ſ. w. ents 
halt bie Ridtung, tn berein | halt den Scheitel eines Paa— 
pPaarhomologerconjectiviſch res homologer evnjectiviſch 
gelegener Punktreihen gelegener Strahlbüſchel 
a25hOM und a,db’O'M u. f.w.,! U,cwan und U,cu’a'p uw. f. w., 
ji befinden, bte mit zwei die mit gwei Paar entfpre- 
Baar entfpredhenden Punk- | denden Strablen zuſammen— 
ten gufammenfallen. Diefe | fallen. Otefe Strahlen find: 
Bunfte find: bas Collinea- die Collineationsaze o und 
tionScentrum © und der die Berbindungsgeradve 
Durhf[anittspunkt M des | des Collineationspunttes t 
Collineationsſtrahls a mit! mit bem Collineattonscen- 
ver Collineationsaze o. Fig. | trum 2. ig. 70. 

70. 


Bei der perfpectivifden Lage giebt e8 wieder der Lage nad) meh⸗ 
rere Falle gu unterfeeiden, und man definirt: 


7, Erklärung. Bwet per- 7. Erklärung. Zwei per- 
fpecttntf{d collineare Sy⸗- | fpectivifd collineare Sy— 
feme hetfen: einftimmig pere | fteme heißen: einftimmig per- 
frectivifd collinear, wenn | fpecttvifd collinear, wenn 
bie auf ven Collineations= | bie an ben Gollineations- 
ſtrahlen vereinigten homo⸗ punkten vereinigten homo— 
logen Punktreihen aXHOM | logen Strahlbüſchel U,cawp 
und a De’OM u. f. w. einftims | und U,cau’p (oder U,cuen und 
mig werlaufen; Fig. 70. | Ucaup) u. ſ. w. einftimmig 
81a, 8lb.; fie heißen entge | verlaufen; Fig. 70; 81a; 81b; 
gengefept perfpectivifd colli- | fie heißen: entgegengefegt per- 
near, wenn fieentgegengefegt | fpectivifd collinear, went 
verlaufen. Fig. 8lce. 8ld. | fie entgegengefegtverlaufen. 

dig. Sle; 81d. 


Man fieht ſogleich, daß beide Erklärungen daffelbe ausſagen, indem dex 
Verlauf der in Rede ftehenden Punltreihen von dem der Strahlbüſchel 
abhäängt und umgekehrt. Bisweilen wird bie Erklärung aud) in der 
Form gegeben, daß man ſagt: 

8. Erklärung. Die per— 8. Erklärung. Die per—⸗ 
ſpeetiviſche Collineation ſpectiviſche Collineation 
zweier ebenen Syſteme heißt zweier ebenen Syſteme heißt 
tinftimmig, wenn bas Colli- einſtimmig, wenn die Collinea⸗ 
neationScentrum © unb der|tionsare co und ber Collis 
Collineattonspuntt M, beibe | neationsftrahl p» beibe gus 
zigleich anf der endliden, von gleich in der lade bes ſpitzigen, 


— — —— 
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gwet homologen Punften O 
und O beftimmten Strede 
OO’, Fig. Blb., ober beide 
gugleid) auf der nnendliden, 
von gwei hHomologen Punkten 
© und O’ beftimmten Strede 
Ono’. Fig. 70., liegen’s die 
Collineatton heißt entgegen- 
gefept, wenn bas Collinea- 
ttonscentrum 2 auf ber end: 
liden und gugleich der Colli- 
neattonSpunft M auf ber 
nunendliden Strede 0 oO, Fig. 
81d. oder das Gollineantions- 
centrum Lauf ber unendliden 
—— 
puntt M auf der endlichen 
Strede OO’, Fig. 8lc. liegt. 
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bon zweihomologen Geraden 
wund uw beftimmten Winkels 
uw’, ober beide zugleich in der 
Fläche des ftumpfen, vom zwei 
bomologen Geraden wv undu 
beftimmten Winkels 180° — 
uw’ Fig. 70, Bla, Sib. lies 
gen; die Collineation heißt 
entgeqengefegt, wenn die Colli— 
neationgare co in ber Fläche 
bes fpigigen und zugleich der 
Collineationsftrahl pin ber 
Slide des ftumpfen, Fig. 8lce. 
ober, bie Gollineationsare 
in ber Fläche bes ftumpfen 
und zugleich der Collinea— 
tionsftrabl p in ber Fläche 
des fpifigen Winkels ua’ Fig. 





8id. liegt. 

Man fieht leicht, bak diefe Erflarungen nichts anderes find, als 
bie in 7. aufgeftellten, denn der einftimmige ober entgegengefegte Ver⸗ 
lauf ber Punktreihen, oon dem in 7. bie Rede war, wird nur bedingt 
von der Lage des Collineationscentrums J und des Collineationspuntts M, 
in weldem der Gollineationsftrahl a, auf bem die Punktreihen liegen, 
bie Collineationsaxe fchneidet; der einftimmige oder entgegengefegte Ver⸗ 
auf der Strabhlbiifdel wird nur bedingt von ber Lage der Gollinea- 
neationsaxe o und de8 Collineationsſtrahls u, welcher den Collinea⸗ 
_ thonspunft U, an welchem die Strahlbiifdel liegen, mit dem Collinea- 
tionScentrum verbindet. Auch fieht man ſogleich, daß die in Fig. 70., 
80a. und 81b. dargeftellten alle nicht etwa verfohieden find, denn 
aud in fig. 70., wo 2 auf Ow’ lag, hatte man ſogleich ein 
Paar Punkte finden können, die fo ltegen, dak L auf der endliden von 
ihnen beftimmten Strede fich befindet. Denn fucht man die Gegen- 
puntte O, Q’ der auf a vereinigten Bunftreiben a,.2&OM und a’ Z’O'M, 
fo liegen bdiefelben nach § 4. Lehrſatz 2. a) a), weil 2 und M die 
Hauptpuntte find, außerhalb der endlichen Strede OM. Sit nun D 
ein auferhalb 2M liegender Punkt ves erften Syftems, fo mug, da 
ber homologe Punkt Y ves zweiten Syſtems die Eigenſchaft haben mug, 
daß a,2b'O’MQ"Y'co A a,ZhOM OVO ift, YW zwiſchen Q’ und 
oo fliegen. Es find alſo D und YD’ ein Baar homologer Punkte von 
berfelben Gefchaffenheit, wie O und O in Fig. 81.b, fie liegen 
namfid) fo, bag EF und M auf der endliden Stree VY’ fie 
befinden. Man fieht zugleich bieraus, daß der einem Punkt WM zwiſchen 
M und oo bes erften Syſtems homologe Punkt W’ ded gweiten auf 
ber endliden Strede MQ’ fich befinden mug. Es haben alfo WP und 
W’ viefelben Gigenfdaften, wie O und O in Fig. Sla., nämlich es 
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fiegt fowobhl 2 als M auf ber unendliden Strede WoW’. Es ift 
alſo audy ber Fig. 81. a. dargeftellte Fall von dem Fig. 70. verzeichneten 
nicht verſchieden. Auf diefelbe Weife überzeugt man fich, dak and die 
vig. 81. c. und Fig. 81. d. ſchematiſch dargeftellten Falle identiſch 
find. Man fieht alfo: 

9. Lehrſatz. Es giebt nur gwet weſentlich verfdie- 
bene Fälle ber perfpectivifden Collineation, nimlid die 
einjtimmige und die entgegengefegte perfpectivifdhe Col- 
lineation. 

Da nad § 7. Erklirung 19. die Gegenaxe m des erften Syſtems 
ter unendlich entfernten Geraden m’ bes zweiten hemolog ift, nad 
Rehrfag 4. aber bomologe Gerade fic) auf der Collineationsaxe o 
ſchneiden, die unendlich entfernte m’ aber bie o in dem unendlid 
entfernten Bunfte fcbneidet, fo mug aud m bie c in bem une 
endlich entfernten Punkte treffen, bd. h. e8 mug m parallel o fein. 
Mus pbenfelben Griinden mug aud p’ iio fein. Zugleich mug nad 
§ 7. Erklärung 6. 2,2M0O A a2MQ’oo fein, alfo: aa sco 

=M fm , ‘ 
=oM' Jo’ ober FO = MQ’. Man fieht alfo: 

10. Lehrſatz. Gu gmwel perfpectivifd collinearen 
Syſtemen find bie Gegenazen m, p’ parallel gur Collie 
neationsaxe o. Sig. 70. 

11. Lehrſatz. In gwei perfpectivifd collinearen 
SHftemen ift bie Entfernung ZO des Collineationscens 
trums > von bem Durchſchnittspunkte O der einen Gegen- 
aye m mit einem Gollineationsftrabl a ebenfo grog alé 
pie Entfernung MQ’ des auf dbiefem Collineantionsftruhl 
a fiegenden GollineationSpunfts M von bem Durch— 
fdnittspunftte Q’ ber anderen Gegenaze p’ mit dtefem 
Collineationsftrahl a. Fig. 70. 

Zugleich folgt aus Erklärung 7. und § 4. Lehrfag 2. a) a) und 6): 

12. Lehrſatz. Iſt ote Collineation gweier perfpece 
tivifd collinearer Syſteme einftimmig, fo liegen die 
Durdhfdnittspuntte O, Q’, ber beiden Gegenazen m, p’ 
mit jedem Gollineationsftrahl C auf ber unenbdliden 
Strede 20M, die bon bem Collineationscentrum und 
bem auf bem Strabl a befindliden Collineationspunft M 
gebildet wird, Fig. 70., 8la., Sib.; tft bie Collineation 
entgegengefept, fo liegen die Durchſchnittspunkte O, Q’ 
auf der endliden, von 2 und M gebilbdeten Gtrede 2M 
sig. 8le, 81d. 

Rieht man ferner eine Gerade r des erſten Syſtems parallel gur 
Gegenare und alfo auc nach Lehrfag 10. parallel zur Collineationsaze, 


. 


152 § 8. Perfpectivifde Lage ber ebenen Syſteme. 


unb fncdht ble ihr homologe Gerade x des zweiten Shftems, fo mug 
nah § 7. Sehrfak 22. das Gefek gelten: 

13. Lehrſatz. Jede gwet der Golltneationsare oc 
zweier perfpectivifd colltnearen Syſteme parallele 
homologe Gerade r und r, t und t uw. f. w. werben in 
bomologen Punkten proportional getheilt unbdumg efeh rt. 

Werdenin zwei perfpectivifd collinearen Syſtemen, 
in weldhen nicht jedes Baar homologer Punktreihen pro- 
portional getheilt wird, etn ober mehrere Paare homo— 
loger Gerabder r und vr’, t und t u. f. w. in homologen 
Punkten proportional getheilt, fo müſſen fte alle etn- 
anber und ber Collineationsare o parallel fein; 

wegen §. 7. Lehrſatz 20. ' 


13*. Aufgabe. Die Gegenaxen m, p’ jweter per— 
fpectivifd collinearen Syſteme gu finden. Fig. 82. 

Auflöſung. Man fuche irgend ein Paar homologer Punfte S 

und S’, und ziehe von S eine Gerade c parallel einem, gleidgiltig 
weldem, Gollineationsftrahl a, welche die Collineationgaze oc in I 
ſchneidet, unb giehe dann (S’—T), die den Strahl a in Q’ trifft, fo 
ift eine burch Q’ gu o parallel gezogene Gerade die Gegenare p’ des 
zweiten Shftems. Denn da 8’ homolog S ift, und nak Lehrſatz 4. 
fede zwei homologen Geraden fic) auf ver Collineationsare ſchneiden, 
fo ift (S’-TL) ober c’ homolog (S-T) ober c, und ba nach Lehrfak 4. 
auf jedem Collineationsftrabl 3. B. a, ein Paar homologer Punktreihen 
vereinigt find, fo ift aud nad § 7. Lehrfag 15. der Durchſchnitts⸗ 
puntt (a°c’) homolog dem Durchſchnittspunkt (a-c). Da aber c || a 
it, fo liegt (a-c) im Unendlichen. Es ijt alfo Q’ derjenige Punkt 
bes gweiten Shftems, ber bem unendlich entfernter ber Geraden a 
im erften Syſtem homolog tft. Es geht alfo nad § 7. Lehrſatz 20. 
bie unendlid) entfernte Gerade p des erften Syſtems durch (a-c), 
unb alfo bie ber p homologe Gerade p’ durch (a-c’), ober die 
Gegenaxe des gweiten Shftems geht durch (ac’). Nady Lehrfag 10. 
ift fie aber auch parallel c, alfo ift bie durch (a°c’) parallel zu c 
gezogene Gerade p’ bie Gegenare des zweiten Shftems. Um die bes 
erften, m, zu finden, fann man nun nach) ehrfag 11. und 12., wenn 
Q’ auf ZooM ober auf ZM liegt, einen folder Punkt O ſogleich 
finden, ber ebenfo liegt, wie Q’, und filr ben DO = MQ’ ift; eine 
burd) ihn gu o parallel gegogene Gerade m ift dann dte zweite 
Gegenaxe. Man fann aber auch ebenfo bverfabren, wie bet der 
Conjtruction von p’, indem man von S’ ans gu einem belicbigen 
Colfineationsftrahl 3. B. wieder gu a eine Parallele d’ sieht, welche 
bie d in A trifft und dann (S—A) zieht, welche die a in O ſchneidet. 
Statt durch O und Q’ eine Barallele zur Collineationsare zu ziehen, 
kann man and) einen zweiten Punkt Q’,, O, der Gegenaren fuchen. 
indem man von 8 und S’ aus Barallelen zu einem anderen Collineations: 
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ftrahl 3. B. 3u 6 zieht und fo verfährt, we oben fiir a angegeben 
wurde. 


14. Aufgabe. Ein Paar perſpectiviſch collineare 
Syſteme zu zeichnen. Fig. 70. 


Auflsfung 1. a). Man zeichne einen beliebigen Strahlbüſchel 
L,aPyé.... Fig. 70. und ſchneide ihn durch zwei Paar Transverſalen 
s und s, ( und ( ber Art, dag bie Durchſchnittspunkte (8) ober 
€ und (s’°f) oder C’ auf demfelben Strahl bes Büſchels = liegen, fo 
entftehen die conformen Punftreiben s,ABCD A 8A’/B’CD’ und 
(,eCOVs A (pb'C'O'd’, Nun verbinde man jeden Punkt ber Punttreihe 
auf s mit jedem Punkt der Reibe auf ¢ burch Gerade, und ebenfo 
jeden Punkt der PBunktreihe auf a’ mit jedem der Reihe auf f, fo ers 
Halt man ein Paar collinearer Shfteme nad § 7. UWufgabe 12. Aufs 
léfung 1. 2). Da nan in den Dreieden LAC und L’A’C’ die Bers 
bindungsgeraden (b’—), (A’— A), (C’—C) burch denfelben Puntt = 
gehen, fo ſchneiden a nad § 3. Lehrfag 13. bie Geraden (4- A) 
unb (&’— A’), (b&b —C) und (-C), (A—C) und (A’—C’) auf derfelben 
Geraben co; aus denſelben Griinden müſſen die Durchſchnittspunkte der 
Seiten in den DOreieden C&B und C’h’B’, alfo die Durchſchnittspunkte 
von (-C) und (-C), (B—C) und (B’—C’), (&— B) und (S-B) 
in berfelben Geraden fliegen. Da aber (B—C) und (B-C) biefelben 
Geraben find, wie (A—C) und (A’—C’), fo mug alfo ber Durch⸗ 
fhnittspuntt von (4-B) und (-&’—-B’) and auf co legen. Cin 
Gleiches läßt fich yeigen von (A—vd) und (A’—1’). Sehneiden fid 
nutt (&—B) und (A) in 8, (&-B) und (A’—W/) in 8, fo 
liegen alfo bie Durdfdnittspuntte der Seiten (A—B) und (A’—B), 
(A—8) und (A’— 8), (B—S) und (B'- 8) auf berfelben Geraden o; 
alfo miiffen fid nad ‘ Lehrſatz 13. bie Geraden (A’- A), (B’- B), 
(3’—8) in demfelben Punkte fdneiden. Da fic) mun (A’—A) unb 
(B’—B) in 2 feneiden, mug aud (8’— 8) durch S gehen, u. f. w. 
Man ſieht, daß vie Syſteme perſpectiviſch liegen. 

Auflöfung 1. 6). Man ziehe eine beliebige Gerade c, und 
zeichne gwei Paar fiir o perſpectiviſch liegender Strahlbüſchel S,achd 
umd 8'a'c'b'd’, 8a6cd und 8a’, fedocy fo, bag (S—8) und (8’- 8’) 
fi auf o ſchneiden, und ſuche den Durchſchnittspunkt jedes Strahls 
ves DViifdels S mit jedem Strahl des Büſchels 8, unb ebenfo jfedes 
Strabhls des Büſchels S’ mit jedem Strahl bes Büſchels 8 fo erbhalt 
man zwei collineare Sbjtente nad § 7. Aufgabe 12. Auflöſung 2. a) 
mtb fiberjengt fich, wie bet ber Auflöſung 1. 2), daft fle perfpectivifd 
liegen. 

AnflBfung 2.2). Man kann die Auflöſung 1. a) vereinfachen, 
indemt man ftatt ber Punktreihen ,rCOw und (/%/C’O'b’ die gemeins 
fame Punktreihe o UYZ.... Fig. 70. nimmt. Man conftruire alfo 
emen Strahlbüſchel L,afy.... und ſchneide thn durch zwei Transverfaler 
s und 8’. Dard) den Durchſchnittspunktt (6° os’) ziehe man eine be 
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fiebige britte Transverſale o. Fig. 83a. Die Geraden s, s', c, wer⸗ 
bet nun von den Strablen des Strahlbüſchels 2 bezüglich in A, B, 
C, D...., A’, B’, C’, D’...., A,B, T,A...., geſchnitten. Zieht man num von 
jedem beliebigen Punkte der c, A, B, T, A, E, Z, H.... aus Gerabe 
nach jedem pay aay on Br My B’, C’, 28 fo 
find (A— A) und (A— A’), (A—B) und (A— B’, (A—C) und (A—C’)...., 
aa = (B~A’), (B—-B) und (B—B’), (B—C) und (B—C’) ete. 
— Gerade perſpectiviſch collinearer Syſteme. Denn man hat 
ein Baar von Punftreifen s,ABCD.... und c,ABTA...., bie bas erſte, 
und ein anbderes Baar Punftreihen s’,A’B’C’D’ und c,ABTA...., die 
bas zweite Shftem erzengen. Nun ijt der Conftruction nad s,ABCD.... 
F 8 A’B'C'D’, und c ABTA.... gleid) und alfo, aud) A c,ABIA .... 
Das von ben Punftreihen s und o erjeugte Shftem ift alfo dem ven 
ben Punktreihen d und a’ ergeugten nad § 7. Aufgabe 12. Aufldfung 1. a) 
collinear, und zugleich liegen fie perfpectivifd, da fie eine Bunftreihe 
o ABIA.... mit allen Punkten gemein haben, und einen StrabhlbAfdel 
Taye... mit allen Strablen; (denn eS find auf a 3. B. die homo⸗ 
fogen Geraden (A— A) und (A—A’), auf 6 find (B-B) und (B—B) 
vereinigt, alfo ift 2 ein fic felbft homologer Bunft, unb a, B, y.... 
ſich felbft homolog). Man fann fich anc birect davon überzeugen. 
Denn ſchneiden fih (D - A) oder a und (B—C) oder bin E., (T—A’ 
ober a’ und (B—C’) ober b’ in E’, fo bat man zwei Dreiede AEB 
und A‘E'B’, in denen (A—E) und (A’-E’), (A—B) und (A’—B), 
(B-E) und (B’—-E’) fih anf bderfelben Geraben o fdneiden, alfo 
miiffen nad § 3. Lehrſatz 13. (A—A’), (BB), (EE) burd den- 
felben Punkt geben; folglich geht (H—E’), da die erften beiden ſich in 
XY fcneiden, ebenfalls durch =F u. ſ. w. 

Auflöſung 2.6). Statt ber Strahlbüſchel Sabcd und 8'aB'c'e’ 
Sig 70. fann man den gemeinfamen, L,aBye.... nehmen. Man ziehe 
alfo eine beliebige Gerabe o, Fig. 83b., und beſchreibe zwei far fie als 
Are perſpectiviſche Strahlbiifdel S,abcd und S'ab’c’d’. Auf ver 
Berbindungsgeraden (S—8’) ihrer Scheitel nehme man einen beliebigen 
Punk T an, und giehe von ihm als Scheitel beliebige Strablen, und 
beftimmme die Durchſchnitte jedes Strahl a, B, y, o, 2, C m des 
Strahlbüſchels Z mit fedem Paar entſprechender Strablen ber Strabl- 
büſchel S und S, fo ift jedes fo entftehende Bunftpaar ein Paar 
homologer Punkte zweier perfpectivifd collinearer Syſteme. Denn bas 
eine wirb erzeugt von S,abced.... und L,aByd...., bas andere von 
Sa’b’c'd’.... und Z,aByd...., und es ift S,abed.... A Sia’b’e'd’.... 
und D,aByd.... A LaPyd.... u. f. w. Der Beweis ift bem fiir 
Auflöſung 2.a) ganz analog. 

Nah § 7. Lehrfag 16. ift burd ein Paar homologer Vierecke 
ABA, AB’ Fig. 70. die Collineation zweier Shfteme vollftindtg 
beftimmt. Liegen diefelben nun perfpectivifcd, ober, mit anderen Worten, 
befinden fic) nicht alfein A und A’, B und B’, & und &’, % und W’ 
in Projection fic denfelben Punk Z, fondern zugleich auch ber Durd- 
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ſchnittspunkt von (A~B) md (A—%) mit dem Durchſchnittspunkt 
von (A’—B’) und (A/— w’), der Durchſchnittspunkt von (A — vb) und 
(%&—B) mit dem Durchſchnittspunkte ven (A’—v’) und (&’—B’), der 
Durchſchnittspunkt von (A—L) und (%d—B) mit bem Durchſchnittspunkt 
von (A’—b’) und (v’—B’), fo fieht man aus ber Aufldfung 1. a) der Auf⸗ 
gabe 14., daß dann beide Shfteme perfpectivifd liegen. Denn nimmt man 
auf (A—B) over a einen beliebigen Punft C an, und fucht denjenigen Punkt 
C’ auf (A’—B) ober 8’, der bie Befchaffenbeit hat, dak, wenn man der 
Durdfcnittspuntt von (A—B) und (&— 2d) mit C, den von (A’— BY) und 
(eh) mit C’ begeichnet, nC ABC A 8'C’A’BC ijt, fo kann e8 nur einen 
einzigen folden Buntt auf es’ geben nach § 2. Lehrſatz 10., und es muß 
(O-O) durch & geben, da dieß mit C-C), (A—A’), (B~B)ber Fall ift. 
Ebenſo giebt e6 zu D nur einen entfprecenden Punt D’ auf 8, gu 
© auf f nur einen entfprechenden ©’ anf ſ, 3u © anf f nur einen 
entfprecenden © anf f u.f.w. Es find alfo zwei Paare conformer 
Punktreihen s,ABCD XK s,ABCD,, (,eCOrvds A f,e’'C'O Wd’ vollfom- 
men durch die Annabme beftimmt, und nach Auflöſung 1. a) gu 
Aufgabe 14. liegen bie Syſteme perfpectivifh. Ja e8 tft ſchon die 
Boransfegung, daß nicht allen € und C’ in Projection ftehen follen, 
fondern and) 8 und 8’, G und &’ infofern gu diel, als, wie in ber 
genannten Auflöſung gezeigt wurde, wenn © und C’, und jedes andere 
Paar entfpredender Punkte auf s und s’, ( und in Projection ſtehen, 
von felbft folgt, daß dieß auc) mit 8 und 8’, G und G’ der Fall fein 
mug. Ebenſo überzeugt man ſich, bak, wenn zwei vollftindige Vier- 
feite abab, aſb'aſb/ zweier collinearer Syſteme perfpectivifd liegen, dieß 
mit ben ganzen Shſtemen der Fall fein muß. Man kann alſo ſagen: 

15. Lehrſatz. Liegt ein 15. Lehrſatz. Liegt ein 
Paar homologer vollſtändi- Paar homologer vollſtändi— 
ger Bierecke ABA, A’BLd’ | ger Vierſeite abab, a’b’a'8’ 
sweter collinearer Ghfteme | gweier collinearer Syſteme 
perfpectivifd, fo liegen die | perfpectivifdh, fo liegen bie 
gangen Syſteme perfpectis | ganzen Shfteme. perfpecti- 
vifd. Fig. 70. vifd. Fig. 70. 

Zugleich fieht man, bag bier auf dew Unterſchied von Biered 
mb Bierfeit nichts anfommt, denn liegen die ganzen Shfteme pers 
ſpectiviſch, ſo ijt dieß aud der Fall mit den durch vier Punkte 
beftimmten ſechs Gerabden, alfo mit einem Wierfeit, deffen Seiten die 
Verbindungslinien der vier Puntte find, und umgekehrt. 

, Der legte Lehrſatz giebt uns nun auch den Weg an zur Aufld— 
ing ber 
16. Aufgabe. Bwet ebene collineare Shfteme in 
perfpectivifde Lage gu bringen. Gig. 84. 
Diefe Anfgabe fommt nach) dem Lehrfag 15. zurück auf bie 

Aufgabe: Zwei vollftindige Vierede oder Vierfeite auf einander 

qu projiciren in bem § 6. Erfldrung 1 ausgeſprochenen Sinne, 
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Wufldfung*). Das eine Shftem werde mit J., das andere mit 
II, begeichnet. Fig. 84. Man waͤhle in beiden ein "Pace homologer 
Bierede ober BVierfeite. Sie follen im Folgenden immer burch „Vier⸗ 
ecke“ begeichnet werden. Sie feten ABCD und ABCD’. Naim fudge 
mat bie — m, p’ ber beiden Syſteme J. und I. Dieß ge 
ſchieht nad § 7 Rar te 19., 20. indem man auf swet Baar houto- 
logen Geraden 3. B. auf BC und BC’, BA und B’A’ bie Gegen: 
punkte der auf ihnen befindlichen Punttreihen ſucht nach § 2. Auf⸗ 
gabe 18. Es ſchneide nun (Fig. 84. liuts) m bie (A-B) in L, 
bie (A—C) in M, p’ ſchneide bie (A’-B) in J’, die (A’-C’) in K’. 
(Gig. 84. rechts). Wun beſchreibe man ber LM ein Dreied LM= 

w /\IKA’, fiber JK’ ein Dreied JK’? ~ A LMA und ziehe im 
Syſtem I. eine Gerade (N—RB) || (L- M) ober m, fo bag fie von 
% fo weit abfteht, als (J’— K’) Ab 8’, giehe ferner (2— R) || (A-C) 
(2 7) AR fe fo with /INR= / ALM= /8JK’, / TRN 
SKS’, alfo A ZNRw~ A 8K. Da fic in 

— — die Seiten verbaltet, wie die zugehörigen —— 
dikel, bie Perpendikel aber von 2 auf NR und von 8’ auf JR 
Gonfteuction nach gleid la fo uy NR=J'X,, alfo AENBSe A STK" 
Schneidet nun (2— 2) bie m in T, fo beftimme man auf (2—N) 
einen ſolchen Puntt bag bie Punktreihen ET oX und Z NMNX 
conform find, ober daß 
EX Eo EX, 
: * SK No’ NX? 
ober, daß LT = NX 
ift, und ttache auf (2—-R) die Strede RY —= SW, wenn W den 
Durchſchnittspunkt von (R—-Z) mit m —— — muß —* RS 
|\(R—-N) fein. Denn es ift A TNR w~ TW, weil 
|(T—W) ober m ift; alfo verbalt fic 2 R= = £T:2W und 
ba NX = ST, RY = EW ijt, EN: R XN : YR, woraus folgt 
(X-Y)||(R-N). Nimmt mat fest F als Collineationscentram, (XY) 
als Collineationsare ¢ an, fo fans man (L~M), (N-R), als Gegen- 
axen zweier perfpectivifch colfinearer Syſteme betrachten nach Lehrſatz 
10. wd 11. Man conftruive nun ein gu bem Viereck ABCD per- 
ſpectiviſch collineares KWEO, fo läßt fich geigen, bas dieß mit ATB’CD’ 
congruent fein mug. Denn um & gu finben, bat man, ba & bas 
pray aaa argo (L~-M) und (R-N) bie Gegenaxen fein follen, 
auf (£—A) einen Puntt A der Art gu fucen, dag, wenn (Z—A) die 
(L~ in Q, dle (N-R) in Q ſchneidet, bie Punttreihe TAQa 
“K S009, oder 


7: 


*) Bergl. L. J. Magnus: „Sammlung von Aufgaben nnd Lehrfdwen ans 
ber pies ete @eometrie". § 18. Aufgabe [21]. I. und: Effen: ,, afin ag 2 
en Geometrie, insbefonbere eine elementare eel Nig ber Verwanbt{daft 
aie ber gente et enthaltend, " in Grunert’s „Archiv ber Mathematif und Sout 
29, pag. 
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ober ZA: QA zs Fh: EQ 9 

iſt. Nun iſt hahaa A'S8SK’ Viereck SLAM, denn e8 ift / A’ 
=/%; /JI — ne ZA; — gM, und ferner 
LU LV Ze es Lys 6 LZY= 23; 20+) 
=/(bB+a j Z Ke $ ei — 54 4 * Ge  verbalt fa ferner, 


weil /A\ JK’'A’ 
— — JA: LE; 
und, weil IXSAMIMA iſt: 
JK’: LM = J's’: LA; 
alfo auch J’A’: LE = JS’: LA; 
oder JA’: J’ = LE: LA. 
Da nun and / (71 + YY) = JF (n + 3) ift, fo ift auch A Sas 
~ A\ LEA und ebenfo A K’A’S’ ~ A MA; folglih ift aud / a’ 
=/fa, (P= ZB etc. und es verhalt fid 
SA: QA = A'S’: Q8;, 
alfo ift nad *) Th: ED = A'S’: Q'S’. 
Nun war /\ SRNL /A 8K'I’, alfo RY = K’8’, / TRN= / 8K'S'. 
zugleich ft RAM (als corre{pondirenbe Wintel ) 
LSQK’ (weil As’QK’ ~ A AQM jft), alfo A ZRQIZL 
A Seg, folglid Q’8’ = £2; alfo geht die letzte Proportion: 
EA: 29 = AS’: Q's’ 
iber in dle Gleichung: Te = A’, 
Zugleich ft, ba / ADR = g A ASK’, / &EN= / A'S)’, IN 
= $'J', ER = 8K’ ijt, A SANS ASAD, A EHR S A AK, 
fo: Biereck ENR & Biered SAK’ Viereck ALEM. 
Nun fdneiden fig (A—L) und (4—N) auf (X—Y), wie ſich fol- 
gendermagen geigen (apt: Sn den Dreieden TQT und FZX verHalt 
ſich EQ: ET = 22: EX, 
ober, da nach ber Conftruction ©T — NX ift: 
=Q: NX = 2Z: 2X; 
ober: NX: 2X = 2Q: 22. a) 
Sn ben Dreteden LZX und FON verbhilt fic: 
9Z:NX = 9: =N; 
ober, da fich in ben Dreieden SQT und LON 
22: 2=N = 2Q:2T 
verhaͤlt, 9Z:NX = =Q:2T. 
Da nun nach der Conftruction NX == XT ijt, fo folgt hieraus: 
QZ = XQ. p) 
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In den Dreieden TQL und AQN verhaAlt ſich ferner: 
XQ : 42 = QL: QN; 
ober, ba fich in ben Dreteden AQL und FQN 


QL:9N = AQ: 22 
verhält: =Q: 49 = AQ:29, 
ober: =Q : AQ = &Q : 29; 
alfo rQ: TA = AQ: Th 


und, ba EQ = BZ ift,. nach 8): 
9Z: TA = AQ : Leb; 








ober: 97:49 = ZA: =H; 
alfo aud: 97: &Z = LA: bA; 
&Z- TA 
woraus folgt: Q4=— 
SoZ + EA 
ober nad 6): 2Q=-y 
Man hat alfo nach a) die Proportion: 
eZ EA 
NX: 2X = — al 
NX hZ bA 
NX No &Z dA 
ober EX‘Eba— Sz ° Fa° 


Es ift alfo Punktreihe NXZ oo A Punttreihe LZZA, und ba beide 
mit einem Paar entfpredhender Punfte, © gufammenfallen, liegen fie 
pele alſo ſchneiden fic) (6-N), (Z—X), (co —A) ober 
(&—-N), (X—Y), (AL) in einem uud demfelben Buntte, over: 
oe L) und (&—N) convergiren in einem Puntte U ber (X—Y). 
benfo läßt 6 zeigen, daß aud) (A-M) und (&—R) in einem 
Puntte V ver (X—Y) fich ſchneiden. Sucht man nun in ben per- 
fpectivifce collinearen Syſtemen, die aus ben Strablbiifdeln bei A 
unb & und bem gemeinſchaftlichen = gebildet werden (vergl. Auf⸗ 
gabe 14. Wufldfung 2. 6)) den dem Punt B ves Syſtems I. homo. 
[ogen des gweiten Syſtems, indem man alfo (X-Y) als Gollinea: 
tionsaxe anfieht, fo mug, da B auf (A—U), ltegt, auch vd auf (%—U) 
fic befinden, und da B ber Ourchfdnittspuntt von (A-—U) umd 
(=—B) ift, fo mu ber prea aad ta bon (2— B) mit (& — U) 
ben dem Puntt B homologen vd geben. Bugleid ijt, da (2 —N) 
over (—T) || (A-B), (2-L]| (&—-N) ift, im Strahlbifdel mit 
bem Sebeitel 2 und den Strablen (2—A), (2—B), (Z—N), (2-L) 
bie Punktreihe ABoL A Punktreihe LUN oo, Mad ber Bors 
auéfegung aber ift aud) bie Punktreihe ABoo LA Punttreihe A’B'S’ x 
alfo aud, nach § 2. Lebrfay 13. Punktreihe A’B’I’ 7K Punttreibe 
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AN oo, ober: A'B’: AJ = Av: AN, Da nun /\\SHNV AS A'S fit, 
wie oben gezeigt wurde, fo ijt alfo LN — A’J’, und fotgit Jets == A'B’*), 
Ebenſo mug auch der bem Punlt E des Shftems I. homologe Punkt 
C pes gweiten Syſtems auf (&—N) und (2—E) fich befinden, unb 
es [abt fic, mie von Lb, fo bier zeigen, bap mc — AK! iſt. 
Schneiden fic) ferner (A— M) und (&—R) im Punft V der (X- Y), 
fo mug ber dem Punkt G homologe Punkt G fih auf (&—V) bes 
finden, und es ift RG = K’G’; ber dem C homologe Punt © liegt 
ebenfalls auf (&—V) und es ift RE =K'C’. Es ift alfo AC + dub 
= AT’ + A'B, ober vo = BE’; ferner, wenn G’ der Durie 
ſchnittspunkt — "A'C! und BD ift, RC — RG = K’C’ — K'G’, alfo 
OG=CG’. Da ferner A THR A SAK’ war, fo ift AR = 
AK’, alfo RG — R& = K’G’ — K’A’, alfo &G = A’G’; ferner 
war Y («+ o)=(' + 0), alfo aud 180° — (e + ¢) = 180° — 
(+0), alfo /A\ to%G Se B’A’G’, alfo %G = B/G’, und / RA&c 
= / KAP’; alfo ba aud aus Reb = KA’ und RE = KO’ ſich 
ergiebt RO — RA = K’C’ — K’A’, ober &C = A’C’, fo folgt ACC 
LA CAE; alfo aud C= CH. Es ift alfo bas dem Viered 
BECG homologe Viered in dem mit dem* Shftem J. perfpectivifd 
collinearen WCOGLBECG’. Durd vw, C, ©, G, find aber aud 
® und F beftimmt, alfo ift aud) bas pollftindige Viereck LVsCO@D CL 
bem vollftinbdigen Biered ABCD’, und daher bas aus dem erfteren 
erzeugte Syſtem congruent mit bem Syſtem I]. und in perfpectivifcher 
age mit bem Syſtem I. Es ijt alfo die Aufgabe gelöſt. — Dian 
wird bemerfen, dag dieß auf verfchiedene Weife möglich ijt. Denn 
bas Dreieck LEM ~ /\ J’A’K’ Fann fowohl anf ber einen, als auf 
ber anderen Seite von LM conjftrutrt werden, (unferer Figur 84. nad, 
fowohl auf ber unteren, als auf ber oberen). Ebenſo fann bas Dreied 
J8K’ ~ AL LAM ſowohl anf der einen, alé auf der anderen Seite 
von JK’ conftruirt werden. Da jedoch Biered ALIM Viereck 
SJ’'A'K’ fein mug, wenn die perfpectivifde Lage der collinearen Sy⸗ 
ſteme hervorgebracht werden foll, fo find in Bezug auf die Conftruction 
diefer Dretede LEM und J’8K’ von den möglichen vier Fallen nur 
zwei zuläſſig. Diefe vier Falle find nämlich (amit Rückſicht auf unfere 
Bigur) folgende. Es fann Tiegen, Figur 8d. 
I. A, LEM rechts von LM und zugleich A J’S'K’ finfs von JK’ 

i L\ LEM rechts von LM, n LAI SK’ redts von J’K’ 


ao ee ie ſich dieß aud) fo jeigen: Aus ABo LA A’B'S’ oo folgt AB: 
; aljfo AB ay AL: AL = A’B’ + B’J’:J'B’ ober BL: AL = A’J’ 


JB's I JB = — 2 . Aus ABOoL FV AUN folgt ebenjo AB: AL 


= Ad : Nab, alfo AB + AL: AL = Sovh + Nah: Nob ober BL: AL = AN : Nah, 
AL: AN ss asd , 3 
affo Nyb = . Da nun AN= A's’ ift, fo ift alfo Nub = J'B’, und 


FA — Nah = J'A’ — JB’, ober evb = A'B’. 
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TM A LEM links von LM und gugleth A J'8'K’ linte von JK’ *) 
IV. A, LEM links von LM, wn LSB!’ rechtes von JK’. 
Bon diefen vier Fallen nun find offenbar nur J. und IV. zu⸗ 
laffig, weil nur dann Viereck ALIM cw BWiered 8 J’AK’ fein fann, 
was bei IL. umd II. nicht der Fall ift, obfchon die eingelnen Dreiecke 
LIM und J’AK’, JK’ und LAM, jedes Paar fitr fic), einanbder 
Ghnlich find. Yn jedem der beiden zuläſſigen Falle I. und IV. aber 
find wieber gwet Unter-Ubtheilungen möglich; es fann nämlich die 
Gerabe (N—R) der Fig. 84. gufolge entwebder unter oder über =, 
ber Jig. 8D. gufolge entweder rechts ober links von LF und 2, gelegt 
werden. Es können alfo vier Faille eintreten, indem fiir ein Profecs 
tionscentrum 2 die Gegenaren (L-M), (N-R) auf verſchiedenen 
oder auf derjelben Seite fiegen können, und ein Oleiches fir das ans 
Big. 85. IV. fich ergebende Projecttonécentrum 2, gilt. 3ugleid 
fallt aud die CollineationSaze anf die eine oder bie andere Seite 
von 2. Außerdem ſcheint es anf ben erften Unblid noch zwei Mög⸗ 
lidjfeiten gu geben, wie bie Aufgabe geldft werden könnte. Es war 
nämlich, um zwei collineare Syſteme in perfpectivifche Lage gu bringen, 
ndthig, aber LM ein Oreied LME ~ A JK’A’ und fiber JK’ ein 
Dreieck J’'K'S’ ~ A LMA ju conftruiren. Wir Hatten dieB bis fegt 
fo gemacht, bag wir ben Winkel A’J’K’ oder 7! an die Ede L des 
Dreieds ALM und ben Winkel A'K’’ oder & an die Ede M des 
Dreieds ALM, den Winkel ALM oder F an die Ede J’ des Dreiecks 
A’JK’, den Winkel AML ober y an die Ede K’ bes Dreteds AJX 
anfegten, wodurch bie dbnlichen BVierede ALIM ~ 8'J’A’K’ Fig. 85 I. 
und AMLZ, ~ 8’, K’J’A’, Fig. 85. IV. entftanden. Es fcheint 
nun miglich gu fein, bag man auch ben Winkel A’I'K’ an die Ecke M 
bes Dreteds ALM, den Winkel AKI’ an L deffelben Dreiecks, den 
Winkel ALM an die Ede K’, den Winkel AML an bie Ede J’ des 
Dreieds A’J’K’ antragen könnte. Es würden dadurd allerdings auch 
in dieſem Falle gwet Paar ähnlicher Vierecke entftehen, nämlich, mit 
Außſchluß ber auch hier unmdglicen Faille IT. und IIL. Viered ALT, M 
~ 8 KAJ’ Sig. 85. I. und ALE, M w 8",K’A'J’ Big. 85. Iv. 
Man wird jedoch aus dem Friiheren bemerft haben, daß es nothwendt 
ift, ben an L, den /& an M, ben /y an K’, den / 3 an J 
angutragen, wenn AB und A’B’, AC und A’C, je ein Baar homo⸗ 
loger Gerader der collinearen Syſteme fein follen, und L, M, J’, K’ 
bie Gegenpuntte bezüglich von (A-B), (A—C), (A’—B’), (A’-C’) 
find, indem fid) im anderen Falle in Fig. 84. (&—W) und (A-C), 
(& -0) und (A—B) auf der Collineationsare ſchneiden wiirben, 
fo bag alfo dann A’B’ und AC, A’C’ und AB homologe Gerade 


. *) Da in Fig. 85. III. und IV. ber Puntt | ein anberer ift, alé in I. und 

Il., fo ift ec mit einem anderen Zeichen, burd E,, und ba in II. und IV. ber 
Puntt 8’ ein anberer ift, als in J. und IIL, fo ift er in ber Figur burd §,’ be 
zeichnet worden. 
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wiren, was gegen die Borausfegung ft. Wenn wir baer das Biss 
berige jufammenfaffen und in ig. 86. der Shmmetrie wegen den 
Punkt, den wir in Fig 85. fclechtweg mit X bezeichuet Hatten, jegt 
Z, nennen, fo haben wir mit Ausflug der alé unmöglich begeichneten 
walle nur nod folgende gwei: bad bem /\ J’'K’A’ ähnliche /A\ LMZ 
liegt : 

I. rechts von LM und zwar 
Zn (Fig. 84.) an L; 7 & an M; > (Fig. 84) in Z, (Fig. 85. oder 86.) 

II. links son LM und gwar 
Ln (Big. 84.)-an L; 7 & an M; J (Fig. 84) in Z, (Fig. 85. oder 86.) 

Legen wir nun in Fig. 86., wo die in Fig. 85. als unbrauchbar 
verworfenen Bunfte ©, 2, der Ueberficht wegen noc einmal mit anf. 
genommen find, im Galle 1. die Gerade (N-R) oder p (vel. Fig. 84.) 
a) unterbalb 2,, fo bag der Punkt N der Fig. 84. nad N, fallt, fo 
jallt der Punkt X (Fig. 84.) nah X,, T (Fig. 84.) nach T,, die 
Collineationsaze d (Fig. 84.) nach o,. Da nun bie Durchſchnittspunkte 
N, und T, der Gegenaxen (N—R) und (L—M) (Fig. 84.) mit dem 
Collineationsftrabl (2 -X) (Fig. 84.) auf der unendliden Strede 
P,oX, liegen, fo ift nach Lehrfag 12. die perſpectiviſche Lage der 
Shfteme einftimmig. Legen wir B) die (N- R) oberbalb x,, indem 
wir 2 ,N’, =2,N macen, fo fann die zugehörige Collineationsare offen⸗ 
bar nicht zwiſchen 2, und N’, liegen, weil fonft bie Aufeinanberfolge der 
homologen Puntte anf bem Collineationsftrabl (2, —N’,) wicht diefelbe 
wire. Es fanu alfo die Strede FT, (vgl. Fig. 84.) von N’, nicht nad 
N’,X”, abgetragen werden, indem dann Punktreihe (2, —X”,), 
>,T,X”,0 A (2,—-X",), B,oX",N’, fein miigte, was bei 
ber dann fiatt babenden Aufeinanderfolge der Punkte unmöglich iſt. 
Gs fann alfo die Collinentionsaze nicht die Lage o’, haben, fondern es 
muß bie Strede ,T, von N’, aus nach X’, abgetragen werden, 
fo bag vie Are in o, liegt. Da nun jet N’, und TI, anf die 
endlide von 2, und X’, begrengte Strede fallen, fo ift nach Lehre 
fag 12. die perfpectivifde Lage ber Syſteme entgegengefebt. Legt 
man im Falle LI. vie (N-R) a) unterhalb 2, nad p’;, fo fann 
bie Strede FT, von N, nicht nad) X”, abgetragen werden, weil 
fonft die Anjeinanderfolge ver homologen Punkte geftdrt würde, fondern 
fie muß von N, nad der anderen Geite getragen werden, und gwar 
mug man dann vie frühere Collineationsaxe o, wieder als Collineas 
tionsaze erhalten. Denn, ſchneidet (2,—N,) die d, in X,, fo ift, 
wenn man bas Parallelogramm F,T,T,8, conftruirt hat, $, 9G, 
= 2,N,; es ift aber and 2,N, = 2,N, —$,96,; alfo ift N,9%, 
— 518, ober, da offenbar 8,2, = 2-2, if, N,o, =2-2,7,. 
Es ift aber ber Couftruction nad 9G, X, — NX, =2,T, =38,T, 
=2,T,, alfo ift N,X, = 2,T,. Es fallt demnach die gum Collie 
neationscentrum 2, gebdrige Axe wieder nad o,, und, da N, und 
T, auf ber endliden von 2, und X,, begrengten Strede liegen, 

Weifenborn, Projection. 11 
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ift bie Gollineation entgegengefegt. Ebenſo überzeugt man fid, dak, 
wernt mat (N—R) 8) oberhalb 2, nad p’, legt, die dann fic) erge 
bende Collineationsaxe mit ber friiberen o, gufammenfallen mug. Da 
sugteid) dann N’, und T, auf der unendfliden von 2, und X’, be 
grenzten Strecke liegen, fo mug nach Lehrſatz 12. die perſpectiviſche 
Lage der colfinearen Syſteme einftimmig fein. Faſſen wir diefe Ver: 
Haltniffe gufammen, fo erhalten wir bie Ueberſicht: 
A. Gentrum 2 (Rig. 84.) in F, (Gig. 86.) und gwar: 
a) Uxc o (Fig. 84.) in o, (Gig. 86.) Collineation einftimmig, 

w 0 " n Ty " ” entgegengejegt. 

B. Centrum 2 (Fig. 84.) in D, (Fig. 86.) und gwar: 

a) Ure o (Fig. 84.) in o, (Big. 86.) Collineation entgegengeſetzt, 
nw OO ” nw Tyg ” ” einſtimmig. 

Es könnte endlich der Gedanke erwachen, als ob man andere 
Collineationscentra und Collineationsaxen, als die zwei genannten, 
erhalten könnte. Jetzt nämlich hatten wir in den Vierecken ABCD 
und A’B’C’D’ die Gegenpunkte auf ben in A und A’ convergirenden 
Geraden (A—B), (A-C);*(A’—B, (A’—C’) gefucht und über LM, 
JK’ Dreiece conftruirt. Es wäre nicht undenfbar, daß man anbere 
Sentra und Aren erhielte, wenn man die Gegenpuntte auf zwei in einem 
anderen Buntte, 3. B. in B, B’ convergirenden Geraden (B—D), (B<F); 
(B’-D’), (B’- ¥”) ſuchte und, wenn L,, M,; J’,, K’, (Big. 84), 
biefe Punkte find, iber L,M, ein Dreieck L,F,M, ~ A J’, BK’, 
ther J’,K’, ein Dreieck J’,3’,K’, ~ L, BM, conftrnirte. Es ligt 
fic) jedoch leicht zeigen, daß fic) dieß nicht fo verbalt. Denn zunächſt 
miijfen nin L,, M, dite Durchfchnittspunfte oon CL—-M) oder m mit 
(B-D), (B-F): i ip K’, die Durchſchnittspunkte von (J’—K’) ober 
p mit (B’-D’), (B’- FE’) fein, ba es in jedem Syſtem nur eine 
eingige Gegenaxe nad § 7. ehrfag 20. geben kann. Sind nun 
N,, R, die Durchſchnittspunkte von (b- O), (W-æs) mit (N—R) 
und zieht man (Z—-N,) fo mug, ba (N—R) eine Gegenare ift, (BN, ) 
||(B-D) fein, inden (2-N,) die (B-D) im unendlich entfernten 
Punkt treffen mug; ebenfo ift (2—-R,) || (B-F), alfo, ba (N,—R,) 
||(L,—-M,) iſt, wenn man ſich (©—R,) gegogen denft, /A\N,2R, 
~ AL, BM 1» Wegen der oben nachgewiefenen Congruenz ver urd) 
bie Punfte %, vs, ©, ® und A’, BY, C’, D’ beftimmten Syſteme aber, 
ft AN, 2R,2/)J' 8K’, alfo ift auc AJ’ 8K’, ~ AL, BM,. 
Conftruivt man alfo über J’, K’, ein Dreied y4.8K', ~ /\ L,BM,, 
fo mug 8’, nad 8’ fallen, wenn man nämlich ben Wintel BLM, 
an J’,, den Winkel BM, L, an K’, anfegt und gwar an der linken 
Seite von J’, K’,. In einem anderen der vier miglichen Falle fann 
auc 8’ nach bem Punkte 8’, (Gig. 85. II., III.) fallen; jedenfalls aber 
mug e8 nach dem Bunfte 8, den man unter gleichen Vorausfegungen 
erhalten Bat, indent man über J’K’ ein Dreied ähnlich LMA cone 
firuirt, fallen. Ebenſo ift, wenn man fic) (Z-M,) und (Z-L,) gee 
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jogen denft /A\L,2M, (Fig. 84.) ~ AN, WR,, alfo A L,2M, 
wo AJ’, BK’,; conſtruirt man alfo fiber LM, en /\ L,2,M, 
~ AJ’, BK’ ,, fo fallt ©, nach & ober nach E, (Big. 85. LIL, Iv.), 
jedenfallé in benjenigen ber zwei Punkte 2,, 2, ben man evbalt, 
wenn man unter denſelben Vorausſetzungen über die Lage ber Wintel 
ATK’ und AKI’ ther LM ein Dreied LMT w~ A JK’A’ cone 
ftruirt. Man erhalt alfo, man mag, ftatt bie eben angegebene Cons 
ftruction in A gu vollziehen, fie in trgenbd einem anderen Punkte machen, 
ftets nur diefelben zwei Collineationscentra und ebenfo diefelben zwei 
ColfineationSazen. Man hatte alfo, da nichts darauf anfommt, daß 
man die Conftruction gerade an A macht, ftatt ber Punkte A, A’ 
aud andere nebmen, alfo ein anderes Baar Bierede, etwa BCDP 
und BYCD’P’ nehmen, und die Conftruction an B machen können; 
und ba nichts darauf anfommt, daß dieß gerade an B gefchebhe, anftatt 
Beinen anderen Punt, etwa Q, alfo ein Paar andere Viercede CDPQ 
md CDP’Q’ wählen und die Conftriction an C machen fdnnen; 
und ebenfo hatte man auch ftatt C und ftatt D antere Buntte, alfo 
jedes beliebige Paar homologer Vierecke wählen finnen, und hatte 
ftets eines ber gwet Centra Z,, Z, und eine ber gwei Axen o,, o, 
erhalten. Man erhält alfo den 


17, Qehrfag. Wenn von 17. Lebrfag. Wenn von 


einem Baar ebener collinea- 
rer Syſteme bas eine feine 
Yage nicht dnbert, fo läßt 
fih bas andere fiir gwei 
punkte D,, 25, al8 Collineas 
tiongcentra, und zwei Ge— 
tabe o,, os, als Gollinea- 
tiongaren mit bem erften in 
berfpectivifde Lage brin- 
gen, unb gwar fir: 
Centrum >, uw Arec, oderc,; 
" 3 nw Oy wp Gq} 
je nachdem die Collineation 
entgegenfegt ober einftime 
mig werden ſoll. Sowohl 
bieeinftimmige, als bte ent- 
gegengefegte Lage fann auf 
zweierlei Weife hervorge- 
bradt werden. Fig. 86*). 


—— 





einem Baar ebener collinea— 
rer Syſteme das eine ſeine 
Lage nicht ändert, ſo läßt 
ſich das andere für zwei Ge— 
rade o,, 74, als Collinea— 
tionsazen, und zwei Puntte 
Zi, 2Z,, al8 Collineations- 
centra mit bem erften in pers 
ſpeetiviſche Lage bringen, 
und gwar fir: 

Arec, u. Centrum, ober sy, ; 


nw Ts, y z ” 3) 
je nachdem bie Collineation 
entgegengefegt oder einſtim— 
mig werden foll. Sowohl 
bie einftimmige als ble ents 
gegengefegte Rage fann auf 
zweierlei Weife hervorges 
bracht werden. fig. 86*). 


*) Die von Witzſchel in feinen: „Grundlinien der neneren Geometric“ 
angegebene Methode, zwei collineare Syfteme in peripectivifde Lage gu bringen, 
(§. 176) ift offenbar unrichtig. Denn wm fibergeugt gu fein, daß ber Puntt P, 
bet auf bie amt angezogenen Orte erwähnte Methobe — wird, bas Collinea⸗ 

u 


tionécentrum fet, ware erſt nod) gu beweiſen, daß a 


jeder ber bafelbft erwähnten 
1? 
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Man fieht ferner an Fig. 83a., ba b und b’ ein Paar homologer 
Gerader der beiden perfpectivtfd liegenden collinearen Syſteme find und 
nad § 1. Lehrſatz 11. der Strahlbüſchel BPbb’o jeden Colfineations 
ftrabl «, y, d.... conform theilt und an ig. 83b., da B und B’ ein 
Paar homologer Puntte der beiden perfpectivtfd liegenden coflinearen 
Ghfteme find und nad § 1. Lehrſatz 11. alle durch die Punktreihe 
BBBB’S gebenden Strahlen, fie mögen von einem Collineationspuntt 
E, I, A.... ausgehen, von welchem fie wollen, conform find, fogleid 
bie Richtigheit des Gages ein. 


18. fehrfag. Das Doppel-| 18. Lehrfak Das Sinus: 
verhältniß derjenigen Punkt- Doppelverhältniß dverjeni- 
reihen y»ZCCT; 3@,2FERYA;| gen Strahlbüſchel Tyccc’y; 
LEE; .... weldhes von dem | A,cffd; E,cee'c;.... welches von 
Collineationscentrum 2, den | der Collineationsaxe o, den 
Durchſchnittspunkten C, C’; | Verbindungsgeraden c, Cc; 
F, F; E, E%.... deffelben Baares | f, £3 ©, e;... deffelben Paares 
homologer Gerader b, b’ mit | homologer Punkte B, B’ mit 
pen Gollineationsftrablen, | den Collineationspunften 
und bem jedem Collinea- und bem jebem Collinea: 
tionsftrabl y, o, «.... zugehö⸗ tionspunkt T, A, E...., jus 
tigem Collineationspuntt | gebdrigen  Gollineations: 
r,A,E, ... gebildet wird, ift | ftrabl y,¢,¢,... gebildet wird, 
fiir alle Gollineationsftrah- iſt für alle Collineations- 











fen gleich. Es ift alfo: punfte gleich. Es ift alfo: 
ZC fC OF SF OSE OSE’ since singe’  sinef sinof 
ro ro AR’ APF EE’ BE | singe! sin ye’ ain pf ain pf” 
ig. 83a. __ singe, since’ 








gin ye © sin ye’ 
| $tg. 83b. 


Es finnen nun bet der perfpectivifden Lage ebener Syſteme 
nod ein Paar beſondere Faille eintreten. Es fann nämlich 

2 Das GCollineationscentrum in bas Unendlice riiden. Fig. 
87a. 87b. Yn diefem Falle werden ſämmtliche Collineationsftrahlen 
a, Bp y.-.. parallel. Gind nun 6 und s’, ober ¢ und f, oder t und 
t’ etc. ein Paar homologer Gerader, fo mug ber unendlich entfernte 
Punkt, 3. B. auf s, ba er ber Durchſchnitt von s mit einem in un- 
endlicher Ferne liegenden Collineationsftrahl ift, dem unendlich ent 


burd) benfelben Punkt P gehenden Verbindungsgeraben DD’, aa’, BC’, yy’ ber bo- 
mologen Bunfte D, D’; a, a’; B, B's y, »’3 fe nod ein Paar homologer Puutte 
fic) befinde. Denn offenbar wire erft bann dargethan, bah jebe biefer Berbin- 
bungégerabert eine ‘fig felbft homologe Gerabe ber beiben collinearen Gyfieme, und 
allo ihe Durchſchnittspunkt P ber Scheitel eines fich felbft homologen Strahlbüſchels 
mire, Diefes ift aber a. a. O. micht bemiefen, und läßt fic aud nidt be- 
weifen. (Dt. vergl übrigens Magnus: , Sammlung von Aufgaben und Lehr⸗ 
ſätzen aus der analytiſchen Geometrie’. §. 13.) 
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fernten Bunft auf s homolog fein; ebenfo der unendlich entfernte 
Punkt auf ¢ dem auf ſ, ber unendlich entfernte Punkt auf t dem auf 
 u. f. w., e8 werden alfo alle bomologen Geraden, 3. B. s und a’, 
(und f u. f. w. in bomologen Buntten A und A’, B und B’, C unt 
C,... F und F’, G und G,.... proportional getheilt nach § 3. 
Lehrfatz 22., 25. Wir erhalten alfo auf dieſe Weife ein Baar von 
Syſtemen, in benen jedes Paar homologer Geraver, 3. B. a, a’; 
t,t; (, {3 ete. proportional gethetlt ijt, und die baber von ber bisherigen 
Betrachtung burd den § 7. Lehrſatz 5. ausdrücklich ausgeſchloſſen 
worden waren, ba von einem Paar folder Syſteme die im Friiberen 
auSgefprodjenen Gage nicht bebauptet werden können. Es ift demnach 
natürlich, bag wir diefen befonderen Fall mit einem befonderen Namen 
belegen. Wir fagen daher, indem wir bemerfen, dag die Broportio- 
nalitat ein befonderer Fall ber Conformitdt tft, indem wir uns an 
bie gweite in § 7. Erilirung 6. anfgeftellte Definition von „collinear“ 
balten. 
19. Erfldrung. Iſt in gwet collinearen Syſtemen 
jedes Paar homologer Punltreihen proportional, fo 
heifen bie Syſteme affix, 


wobet eS freilich, wegen. bed Lehrſatzes 5. in § 7. fich eveignen koͤnnte, 
daß wir bier mit ber erften ber in § 7. Erklärung 6. ausgefprochenen 
Definition in Widerfprud famen. Denn, wie dort § 7. Lebrfag 4. 
gezeigt wurde, ift die Eigenſchaft, in perfpectivifche Lage gebracht 
werben ju koͤnnen, eine nothwendige Folge von ber Conformitét bomo- 
foger Punttreihen in zwei Shftemen, e8 fann dieß aber nicht behauptet 
werben, wenn bie Conformitat den fpectellen Gharafter ber Broportionas 
fitét annimmt. Wir haben alfo, uns on die gweite, mehr arithmetifde, 
Definition haltend, gleichwohl Shfteme, in benen jedes Paar homologer 
Punktreihen proportional ift, far eine befondere Art der allgemeinen 
Gattung ber ,colfinearen” Syſteme erflirt. 

Da ver Sak, daß jedes Paar homologer Punttrethen proportional 
ift, unmittelbar aus ber Definition hervorgeht, können wir alfo fagen: 


20. Lehrfak. Yu affinen Shftemen find die unend⸗ 
lich entfernten Punkte jedes Paares hHomologer Puntt- 
reihen bomolog. | 


In Fig. 87. liegen nun die beiden Shfteme fo, daß dte Bers 
bindungsgerabden jedes Paares homologer Punfte — (B-B), 
(C—C’%, u. f. w. parallel find. Affine Syſteme koͤnnen nun allers 
dings fo liegen, aber fle müſſen nicht. Wir ftellen daher die 


21. Aufgabe. Bwei affine ebene Shfteme in belies 
biger Lage gu conftruiren. Fig. 88. 


Wufldfung. Da die Proportionalitdt nur ein befonderer Fall 
ber Gonformitit ift, fo können wir bie gu § 7. Aufgabe 12. gegebenen 
Anfldfungen wieder benugen, natiirlich jedoch nur bie unter 1. aufge⸗ 
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führten, indem per Charalter zweier Syfteme, als ,affiner’, nur von 
ber befonderen Cigenfdaft ber Punktreihen abbingt, während ten 
Strahlbüſcheln feine befondere Eigenſchaft zukommt. Dian giehe baber 
a) gwet Baar proportionale Punttreihen von einer unbegrengten Anzahl 
von Puntten, 3. B. Fig. 88. Punftreihe a ABCDE.... oo A s',A'B’CD'E"... 
0; (pUBCDE ....00 A fp W/C@'C’.... oound giehe bie fid ans 
ihnen ergebenden Geraden (A), (A’—&); (C—O), (C’—-©’); 
(%- B), (&’—B’)...., fo folgt, ba die Punktreihen s und a’, ( und f 
proportional find, Broportionalitét aber nur ein fpecieller Fall von 
Conformitit ift, ebenfo wie § 7. Aufgabe 12. Auflöſung 1. a) gegeigt 
wurde, daß auch auf jeden gwet homologen Geraden 3. B. (%&—B), 
(&’—B’) conforme Bunftreihen entftehen. Es ift aber jest nachzu⸗ 
weifer, bag diefelben aud alle proportional find. Zieht man ju 
bem Rwede (A-&) md (C—-C); (A’- &’) und (C’-©’), fo ift nad 
8 1. Lehrſatz 8. 
PS SO Eww de’! se’ EA’ 


AC = 36 En UO fe = oe Py 

So He EA se’ Wd’! A’ 
ober: pag —_—_ — ee und age — — — 

80 AC Eob S'C A’C E's 


So siO’ AhO EA A/C’ EA’ 
sc SC’ AC Ewe AC! OBA” 
— SO SC’ Ch EA Ol! EA’ 
— — Ca" 

Ch Ch’ EA E’A’ 
oe der Vorausſetzung ift aber ck Pe on Ga 
ba 8, ACKoo 7 8',A’C'H’co ; (ROK A f',b/OH on tft; alfo ift and: 
te so s’‘o! 
so s'c’' 
Es ift ferner nad § 1. Lehrſatz 8. 
hoo Sih EO &/C! S’b’ E’C! 
ac sa" EG“. no = 3a" Ee" 
Sal S’ Ao’ 

woraus folgt: SA > war’ 
G8 find alfo auch die Geraden (A—&) und (A’—&); (C—C) 
und (C’—©’) proportional getheilt, ober es ift auf ihnen Punktreihe 
SsbA co A S’b’A’ 00, Sot on A SCC’ wo; ganz ebenfo lage fid 
geigen, dag aud) auf (B—w%) und (B’-w), (D-®) und (D’- 0+) 
Punktreihe SisBoo 7 8'Bloo; SDM ao A SD'O'o, dak auf 
(A—%) und (A’—%’), (Bd) und (B'-ab) auch Punktreihe SLA 
ao Gib’A’ co 3 GIEBO A GB’ oo u. f. w. iff. Da die Punkt⸗ 
reife GAA co mit der Punftreibe SrA oo drei Punlte &, A, o, 
bie Punttreihe GA'A’ oo mit S’v’A’ o drei Punkte &’, A’, oo, 
die Punttreihe GSB oo mit $v>B oo bie Puntte vb, B,oo, die Puntt- 


alfo : 
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reihe GLB’ co mit 8'vb'R’ oo bie Punkte vw’, Bi, oo gemein hat, fo 
folgt aus § 2. Lehrſatz 12., daß auch Punttrethe SEHA oc A G’'B'sb’A’ oo 
mb Punttreihe SExB oo A S'B'd'B’ oo iſt. CEbenfo läßt fich zeigen, 
mg ard) O®Daw A V'O'’D’ co und alfo S000D F VUOD w, 
bag OA co A O'b’A’ co und alfo OGLA co A O'G'h’A’ iſt. 
Serner fieht man aus § 1. Lehrſatz 8., indem man vd ftatt des dor. 
tigen A, © ftatt B, A ftatt A’, B jtatt B’, M ftatt S, E ftatt © 
fest, dag Punktreihe MvbA oo A Md’A’oo und daß MNabA o 
~ MINNA’ co, MQECBoo A MQ’C'D’ o ift u. ſ. w. Man ere 
hilt alfo Lauter proportional getheilte Gerabe, die wieder durch Ber- 
hindung ber verfdjiedenen Punkte andere ebenfalls proportional getheilte 
Gerade erzeugen, folglid) gwei affine Shfteme. Nach § 2. Lehrfat 12. 
ift nun die Conformität ſchon durch drei Punkte beftimmt, fo dag man 
afjo, wenn nur drei Binfte A, B,C; A’, B’, C’; A, vb, &; d’, vb ©, 
aufs, 3, f, ( gegeben find, zu jedem Bunkt D der s den entfprechenden 
Putt D’ der 8’ u. f. f. finden fann. Man fonn alfo 6) zwei nur 
drei Punkte enthaltende Punktreihen als gegeben anfehen (vergl. § 7. 
Aufgabe 12. Aufldfung 1. 6)). Es ift indeffen dabei gu berückſichtigen, 
bak da bie Punktreihen nicht conform im Allgemeinen, fondern fpeziell 
rroportional fein folfen, vie Buntte, 3. B. A, B, C; A’, B, C; 
4, vb, ©; fo’, vb’, ©’ nicht gang willfiirlich gewablt werden dürfen, 
a é Init? 
fonder fo, bag = — at — — — iſt; aber ſelbſt dann findet 
nod ein Uebelſtand ſtatt. Es muß nämlich, da der Punkt E homolog 
E’ fein ſoll, zugleich auch den Bedingungen genügt werden: ae = — 
bE AE’ 
CE OO/E”? 
werden. Dieß wird indeffen vermieben, wenn wir 3. B. ftatt der 
Punkte B, B’ auf s, s’ die Punfte E, EH’ und ftatt der Punkte vs, vd’ 
auf (, f° ebenfallS bite Bunfte E, EB’ ober C, C’ wablen. Wir können 
alfo (vgl. § 7. Aufgabe 72. Aufldfung 1. B)) ein Paar affine Shfteme 
conftruiren, wenn auf s und s’, ( und (’ unr gegeben find die Punkt⸗ 
reihen sn ABE und s,A’BR’; (,USE und fe 'C’", Man fieht alfo, 
bak man nicht, wie in 3 7. Aufgabe 12. Auflöſung 1. y), zwei bee 
licbige vollſtändige Vierecke affin auf einander begiehen Fann, ſondern 
nur folde Bierede ABvd.%, A’Brvd’b’, von denen man fich verficert 
hat, daß der Durchſchnittspunkt EH und E’; von (A—B) und (&— vw); 
B! Ud —R& 
(A'—B’) und (b’-b'), fo gelegen iſt, bag AF == und 
iit, Iſt dieß aber, fo erhält man durch Ziehen aller durch die Vierecke 
ABA, A’Bvo'’ hervorgerufenen Geraden lauter Punktreihen, die in 
homologen Punkten proportional getheilt find, und jede Gerade ſchneidet 
bie s und f, 8° und in einem ſolchen Punkt, daß ex der entſprechende 


es fann alfo aud E und E’ nicht beliebig angenommen 
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in ben proportionalen Bunftreihen 8,ABE ao A 8) A'BE' ; (,evs€ o 
ete Ch «GL! Sth GI 
A freo'c’oo tft Denn, bag 3. B. at te > oe 
fic verhält, beweift fic) gang wie oben bei a) gezeigt wurde. Mad 
bemfelben Gage § 1. Lehrſatz 8., ber ebenſowohl gilt, wenn die pro- 
jtcirenden Geraben auf berfelben Seite des Gefichtspuntts, 3. B. ven 
G fliegen, oder wenn fie auf verſchiedene Seiten bes Geſichtspunkts, 
3. B. von DY fiegen, Hat man ebenfo, wie oben bei a) gezeigt wurde, 
Dr Wa Ve Vi _. 

DB = yp? Da = pyr Bieben rir nun (6-%D), (G Ti) 
C—E), (© —E’, fo ift ber bei D, D’ entftehende von (M— A), (V-Fy 
V- B), (Y-E); (W’-A), (H’-P), — —— gebilbete 

trablbiifdel harmoniſch, alfo aud) Bunftrethe s und 8, A’E’BE’ 


harmoniſch, alfo s,AFBE X s',A'PB'E’; es verhalt fich alfo = : = 
AF, AF AE A' AF A’F’ 
= pr? PE BE pe iſt, fo tft auc) == = Fp ebenſo ift 
. Punttreige (AAFC harmoniſch und A (Fuse, alfo aud, da x 
Ce 
= — iſt, no wT Man erhalt alfo, wenn man die von ben 


und ba 


Vierecken ABw%, A’Bd'b’ erzeugten Shfteme conftruict, durch jedes 
Paar homologer Gerader (G— VY) etn Paar homologe Punkte F, F; 
J, # der proportionalen Punttreiben auf s, 8’; (, (/. €8 ift ferner 
ber bet E und E’ entftehende vot s, (P—E), f, (6—-E); 2, (Y'-E 
f, (@’—E’) gebildete Strahlbüſchel harmoniſch, alfo Punttreibe AWW 
Ay ap AW 


Fat? , — — — 
harmoniſch und conform AX“Y43'W’, alſo, ba DD — wp war, Te 
A'®’ 


= Wer Jn bemfelben Strahlbijdel ift ferner Punktreihe SLXB 


— we WB’ wx 
⸗ ⸗ — — 
harmoniſch und SvXB, alſo ba = = ae war, aud) Fy 


afy’X’ | 
= pyri ebenſo ift Punttrethe S&LYA harmonifd und A AYA’ 
AS Co 8 Co ®&Y ’y’ : 
alfo, da AG > pe war, aud => = 75 u. ſ. w. Man fieht, wie 
fid) dieß fortfegen läßt (vgl. § 7. Uufgabe 12. Auflöſung 1. y)) und 
bag durch die Gonftruction aus ben Biereden ABvs%, A/Bd'A’, in⸗ 
bem man (A—‘D), (A’- DY); (6-E), (8’-E); (W-E’, (’—-E) etc. 
gieht, auf jedem Paar homologer Geraber proportionale Punktreihen 
ATW, AD WW’, BXWS, BX Ws AYAG, AVL’: etc. 
entſtehen, dag man alfo ein Baar affine Syſteme erhalt. Wir batten 
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alfo jegt bie bret PBuntte A, B, E auf s; %, vb, C auf ¢; A’, BY, P 
auf 8’; &’, wh’, C’ anf / angenommen. Nichts bindert aber, ftatt 
3 B. ber Punkte B, B’; W, vs’, die unendlich entfernten Punkte von 
a 8's (, f angunehmen, oder mit anberen Worten, nur bret Puntte 
eines jeden Syſtems, ndmlid A, E, (oder €), & des erften, A’, F 
(oder C’), Me’ des gweiten Syſtems willfiirlich gu wablen, Bu jedem, 
auf 8 ober f weiter angenommenen Punkt 3. B. B, vb, bes erften 
Syſtems giebt eS dann nur einen einjigen Punkt B’, vs’ des gweiten 
AB A'B! bth = ed! 
Shftens, ba die Gleichungen EB EB’ fg — aM erfüllt fein 
miffen. Will man nicht, wie bisher angenommen wurde, beibe Shfteme 
zugleich entftehen laſſen, conſtruire man d) erſt ein beliebiges Syſtem, 
nehme dann zwei Gerabe a’ und ( an, die fic) tn eſchneiden, und 
fege feft, bie Gerabe 8’ folle homolog fein irgend einer Geraden des 
erften Syſtems, 3. B. der 8; 7 folle homolog fein einer anderen Gee 
raben f; alfo E’ homolog bem Durchſchnittspunkte E von 6 und f. 
Auf s’ nehme man einen beliebigen Bunft A’ an, und fege feft, dieſer 
folle homolog fein irgend einem Punkte auf s, 3. B. bem A; ebenfo 
nehme man auf (’ irgend einen Punkt ’ an und fege feft, dieſer folle 
homolog fein irgend einem Punfte auf (, 3. B. dem & ft nun B 
en Punkt auf s, vd auf, fo conftruire man num auf s’ und (/ fe einen 


Bp’ Afi’ = At 
— iſt und conſtruire 


das von bem vollſtändigen Viereck ABvd% erzeugte Syſtem, fo iſt dieß 
bem erſten affin (ſ. Uufldfung 6)). Man kann alſo gu jedem belie⸗ 
gen Syſtem nicht bloß eins, ſondern unzählig viele affine Syſteme 
conftruiren (vgl. bas oben über collineare Syſteme Geſagte). Man ere 
haͤlt alſo nach bem Vorigen den 


22. Lehrſatz. Das zu einem 
gegebenen Syſtem affine 
Syſtem iſt vollſtändig be— 
ſtimmt: 

a) wenn bon beiden zwei 
bomologe proporttonale 
Punttreihen gegeben find 
sABC....0c0 A 8,A’B’C’....00, 
[AWC 00 A ((heAb’C’.... 00 

B) wenn von betben je zwei 
Ridtungen s, 85 f, / und auf 
jeder zwei Bunfte A, B; 
A’, B’; sb, Uh; ob’, vb’ gegeben 
find, und feftgefegt ift, bag 
A’ bem A, B’ dem B, &’ bem 
&, We dem vb, (8°) oder E’ 


22. Lehrſatz. Das gueinem 
gegebenen Syſtem affine 
Syſtem ift vollftindig bes 
ftimmt, wenn von beibden bret 
Gerabe a, «a, e; a, a, e', gee 
geben find, die nidt dburd 
einen Punt gehen, utd be 
ftimmt ift, daß a ber a, — 
ber a, e ber e homolog fein 
folle; ober 


Das gu einem gegebenen 
ShHftem affine S yftem tft voll. 
ftindig beftimmt, wenn bet- 
ben zwei homologe Dreifeite 

‘ela’ gegeben find. Fig. 


aee, a/e'a 
88. 


170 


bem (sf) oder E homolog 
fein folle, und wenn zugleich 


bie Bedingung erfallt ift 
AE AE’ d a 
BE BE" QE We? 


vy) wenn von beiben drei 
Punkte A, &, E, A’, &’, KH 
gegeben find, bie nidt in 
einer Gerabden liegen, und be- 
fttmmt ift, daß A’ bem A, &’ 
bem &, KH’ dem E homolog 
fetn folle; oder: 

Mas gu einem gegebenen 
Syſtem affine Syſtem ift 
vollftindig beftimmt, wenn 
bon betben gwet bomologe 
Dreiede AB, AHN’ gege- 
ben find. Fig. 88. 


Hieraus folgt unmittelbar der 


23. Lehrſatz. Wenn in gwei 
affinen Syſtemendrei Punkte 
bes einen Syſtems, die nidt 
auf derfelben Gerabden liegen, 
A, E, %, je mit den homolo— 
gent Bunften A’, BE’, &’ des 
anberen Ghftems zuſammen— 
fallen, oder: 

Wenn zwei affine Syfteme 
mit einem Baare homologer 
Dreiede ABA, AHL’, zuſam⸗ 
menfallen, fo fallen beide 
Syſteme fo jufammen, daf 
jeder Punkt und jede Gee 
rabe bes einen, auf bet ho— 
mologen Punkt und bie ho— 
mologe Gerabe bes anberen 
Syſtems gu liegen fommt. 
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23. Lehrſatz. Wenn in 
zwei affinen Syſtemen drei 
Gerade des einen Syſtems, 
die nicht durch denſelben 
Punkt gehen, a, e, «, je mit 
pen homologen Geraden 
a’,e,« bes anberen Syſtems 
zufammenfallen, oder 

Wenn gwetaffine Shfteme 
mit einem Baare bomologer 
Dreifeite aea, vee, zuſam⸗ 
menfallen, fo fallen beibde 
Syſteme fo gufammen, daß 
jede Gerabe unb jeder Punkt 
bes einen auf die homologe 
Gerabe und den homologen 
Punt des anderen Syſtems 
ju liegen fommt. 


Da ferner die Gegenare eines Syſtems ſämmtliche Punkte ent: 
halt, die ben unendlich entfernten Punften bes anderen Syſtems bho- 
molog find, in affinen Goftemen aber nach Lehrſatz 20. bie unendlid 
entfernten bes einen den unendlich entfernten des anderen homolog 


find, fo folgt: 


24, Lehrſatz. In affinen Shftemen liegen bie Gegen— 
aren tm unendliden Raume. 
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Da ferner nach Lehrſatz 20. die unendlich entfernten Punkte jeder 
zwei homologen Geraden homolog ſind, ſo folgt, daß, wenn man in 
Fig. 88. durch irgend einen Punkt, z. B. & eine Parallele (fie mag 
n heißen) gu irgend einer Geraden, z. B. gus zieht, und die dieſer 
Geraden n Homologe n’ im zweiten Syſtem ſucht, dba nls iſt, d. h. 
bie s im unenblich entfernten Punft fchneidet, auch n’ bie s’ im un- 
endlich entfernten Punkt ſchneiden, alſo s’ fein muß. Man fieht alfo: 


25. Lehrſatz. Sind in einem von zwei affinen Syſte— 
men zwei Gerade n, 8 parallel, fo ſind auch in dem zwei— 
ten Syſtem bie ihnen homologen Geraben n’, 8’ parallel. 


Kehren wir nun wieder gur perfpectivifden Lage affiner Syfteme 
zurück, fo ijt zunächſt flar, bag das Gollineationscentrunt im Unendlichen 
liegen mufR. Denn lage es im Endlichen, fo ware auf jedem Colfi- 
neationsftrabl a, in weldem zwei homologe Gerade beider Shfteme 
bereinigt find, bas Centrum = ein fich felbjt homologer Punkt. Nad 
Rehrfag 20. tft aber ſchon ber unendlich entfernte Punkt von a fid 
felbft homolog, und nach Lehrfag 3. fann es auger bem Centrum und - 
ber Ure keinen fich felbft homologen Bunk geben. Nun Fann nicht 
rer unenblich entfernte Bunft jedes Collineationsftrahls auf ber Axe 
fiegen, bemt dtefe Lage fonjt felbjt im Unendlichen und man erhielte, 
wie an gig. 93. gezeigt werden wird, ben fpeciellen Fall der Aehnlich⸗ 
fit. Wir ftellen zunächſt die Bezeichnung feft: 


26. Erflirung. Liegen zwei affine Syſteme pers 
ſpeetiviſch, ſo führt die Collineationsare o den beſon— 
beren Namen: Wffinttitsare. Die von dem unendlic ents 
fernten, fic felbft homologen Collineationscentrum 
ausgebenbden, fic felbft homologen Strablen a, B, y...., 
heißen: Uffinitdtsftrablen, die fic felbft homologen Punfte 
A,B, I... ber Uffinitdtsare heißen: Uffinitdtspuntte. Das 
Collineationscentrum fann nidt bezeichnet werden, denn 
eS liegt im Unendliden. Fig. 87a. 8Tb. 


Zundehft entfteht nun bie leicht zu löſende 
27. Aufgabe. Bwet perfpectivifm liegende affine 
Syſteme gu conftruiren. Fig. 87a, 87b. 

Auflöſung. Man giehe beliebige parallele Gerabe a, B, y, d, es... 
nebme dann anf dreien derfelben, 3. B. anf 6, y, « Fig. 87 a., 
8Tb. beliebige jwet Punkte an, 3. B. B und B’ anf 6; F und 
FP auf y; E und E’ auf « und ziehe (B-F), (B—E), (EF), 

TP), (B'-E), (E’-F), fo miffen fic) (B-F) umd (B’— FP), 
B-E) und (B’—E’), (E-F) und (E’-F’), ba ſich (B-B’), 
(F-F), (E- E’) in einem und demſelben (unendlich entfernten) Bunfte 
ſchneiden, auf einer und derfelben Geraden o ſchneiden nad § 3. Lehr 
ſaz 13. Diefe ift die Affinitdtsare. Mun find jede gwet von homo— 
logen Punkten (8* a) und (s’-a), (8-6) und (8), (s*y) und (a’*y); ... 
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(f° a) und (P. a), E B) wd (7 B), —9— und (fy)... (t°a) und 
(t'*a), (t° 6) und t’- 6), (t*y) und t-y)...., ausgehenden und fid 
auf o fcjneidenden Geraden, 3. B. e und oe’, die von A und A’ aus- 
gehen und fich im Punt H ver o fchneiden, Homologe Gerade. Ihrer 
fann man fo tele ziehen, als man will unb man erhält fo gwet 
affine Syſteme in perfpectivifder Lage. 

Die perfpectivifde Lage affiner Shfteme hat nod eine bemerfens- 
werthe Gigenfdaft. Es feten B und BY, E und E’ irgend gwet 
Paar Homologer Punfte, und man ziehe (B—E), (B’— EH’), fo ſchneiden 
fic) bdiefelben jedenfallS auf der Affinitätsaxe o in ©, Fig. 874. 


: BB 
87b., und es verhalt fid == I und ebenſo = = owt aljo $= 
BB’ BB EE 


= ay obet BS = gp Gind ferner 3. B. F und EF’ nod ein be- 
licbiges Baar homologer Puntte und zieht man (B- F) und (B’-F), 
bie fidh im Punkte E ber o ſchneiden, fo bat man ae = oe = 
=F alfo ee ober aa = oe Sind D und D’ nod ein 
Paar homologer Puntte, fo folgt ebenfo, indem man (F—D) und 


(E’~D’) sieht, $= So. Man fieht, wie fich dieß fortfeyen Lage. 


Zugleich tft aud), wenn C und C’ ein anderes Paar, mit F und F 
auf bemfelben Affinitätsſtrahl Hegender Punfte ift, ba tas fich felbft 





homologe Gollineattonécentrum © im Unendlichen liegt, * ie = 
oF oC’ rc TC’ r'F rc 
Tri po oder FR Pp OPES oP = u. ſ. w., fo daß man den 


Sag erbhilt: 


28. Lehrſatz. In zwei perfpectivifd liegenden affinen 
Syſtemen tft bas Verhältniß ber Streden, welche auf 
einem Uffinitatsftrabhl von einem Paare homologer 
Punkte und bem gugehsrigen Affinitatspunkt gebildet 
werden, fir alle UAffinitdtsftrablen und alle Paare ho- 
mologer Punkte baffelbe, alfo conftant. €8 tft alfo 

BB TF rc _AD __AG _ EE 
BB’ rr YC’ AD’ AG” ER” ‘°°’ 
Hig. 87a, 87b. 


Es feien ferner BEF und BET’ zwei homologe Dreiede in 
zwei perfpectivifd affinen Syſtemen, ihre Flächen mögen bezüglich durch 
F, f bezeichnet werden; bie Flächen ber Dreiecke BOF, ECF ſeien 
bezüglich F,, F,., die der Dreiede BCE’, E’'CE’ begitglih /,, 5,; 
bas von B auf —— gefällte Perpendikel babe die Lange H, ; 
bas von E anf (C—F) gefallte die Länge H.; bas von B’ und von 
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E’ auf (C’— EF’) gefalite hat nun ebenfalls bezüglich die Linge H,, 
H,; alſo ift: F, = CF. 2; F,=CF.%; 4, = Cr. %; 
f= OF 3; alfo it F=CF-St; poor. ths: folg- 
lich verhält fich — ve G8 verhilt ſich aber, ba die Syſteme 
affin, C, C’; F, FY, bomologe Punfte, Fein ſich felbft homologer 
Puntt ift, TO: TF=TC :rF, folglid TC:CEF=rcC:CF, ober 
es ift ao = ae Diefer Werth ift aber nach Lehrjag 28. conftant. 
Man hat alfo dex 


29. Lehrſatz. In zwei perfpectivifd liegenden affinen 
Syſtemen iſt das Verhältniß ber Flächen F, ff aller 
Paare homologer Dreiecke, z. B. BEF und BEF’, conſtant, 
nämlich gleich dem Verhältniß der Strecken, die auf 
einem Affinitätsſtrahl von zwei homologen Punkten und 
dem zugehörigen Affinitätspunkt abgeſchnitten werden. 
Es iſt alſo: 

FTC rF_ BB AD_ AG __ 
f° Ctr BR AD ~ Aq *** 
Sig. 87a., 87b. 


Wir faben oben, § 7. Lehrfag 16., dak zwei collineare Syſteme 
burch gwet Bierede ober Vierſeite beftimmt fein, und Lehrſatz 15., dag 
fie perfpectivifd legen, wenn ein Paar homologer vollftandiger Vierede 
oder Vierfeite perfpectivifd liegt. In Lehrfag 22. ſahen wir, daf 
jet affine Syſteme durch ein Baar homologer Oreiede oder Dreiſeite 
vollſtaͤndig beftimmt find; es liegt nun ber Gedanke nabe, daß fie fid 
in perfpectivifder Lage befinden werden, wenn ein Baar homologer 
Dreiede oder Dreifeite fich in perfpectivifder Lage befindet, und gwar 
fo, bag bas Gollineationscentrum im Unendlichen liege. Hieriiber haben 
wir uns Gewißheit gu verſchaffen. Es feien alfo BFE, BYE’ Fig. 89. 
zwei homologe Dreiede zweier affiner Syſteme, und es feien die dret 
Serbindungsgeraden (B—B’), (F—F’), (R—E’) ober 8, y, ¢, parallel. 
Da diefelben alfo in einem und demfelben (unendlicy entfernten) Punkte 
convergiven, fo ſchneiden fid nad § 3. Lehrſatz 13. die Geraben 
(B-E) und — (B-F) und B’-F), (E-F) mb (E'-F) 
auf derſelben Geraden o. Wird nun (B—E) von y in C gefchnitten, 
und fudt man ben ihm homologen Punkt C’ des aweiten Shftems, fo 
mug fic verbalten = =i e6 mug alfo (C—C’) || (B-B) und 
K(E-E’/) fein. Dieß ift aber ſchon ver Fall, da || 6 |} iſt, alfo 
ift ber Durchfehnitt von y mit (B’—E’) der bem Puntt C homologe 
C, baber 5 etne fich felbft homologe Gerade, indem auf ihr bie ho⸗ 
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mologen Geraden (C—F), (C—F) fliegen. Zieht man nun dard F 
eine Parallele zu (B—E), fo mug nach Lehrſatz 25. die — 
Gerade durch EF’ gehen und parallel (B/—E’) fein; zieht man durch 

eine Parallele gu (BF), fo muß nach Lehrſatz 25. dte homologe 
burd) E’ gehen und parallel gu (B’— EY) fein. Schneiden fic alfo 
biefe durch F und E, durch F’ und E’ gezogenen Barallelen in K 
und K’, fo find dieß bomologe Punkte ver beiden affinen Syſteme. 
Schneidet nun « die (F—K) in H, und die (FY—K’) tn H, fo tit 
gunddjt im Parallelogramm BEKF, bie Lange EK = FB; KH 
= KF —FH = BE—CE = BC; / EKH= / FBC, alfo 
L\ EKH & A FBC; ebenfo ijt A PKS A FBC; denft man 
fih nun in bem DOreied FBC bas Loth von B auf CH, im Dreieck 
EKH, bas oth von K auf HE gefallt, fo müſſen diefe gleich fein, 
wegen ber Gongrueng ber Dreiede, ebenſo tft das Lot bon K’ auf 
HE’ gleid bem von B’ auf CE’. Die Lothe von B anf CE und 
von B’ auf CE’ find aber gleich), da 6 || y war; alfo find aud) die 
Lothe von K auf HE und von K’ auf HE gleich, und auch parallel, ba 
betde | « ftehen. Alſo ift awd (K—K’) || «; baber aud (K—K’) || (E-E’) 
|(C-C). Es verhalt ſich alſo auch = = ; es finb alfo aud) H und 
H’ homologe Buntte der affinen Syſteme, alfo ift « eine fich felbft ho— 
mologe Gerabe, ba auf iby die Homologen Geraden (E— H), (E’—H’) 
vereinigt find, mithin iſt ber unendlich entfernte Punkt, da fic) in ihm 
bie fic) felbft homologen Geraden y unde fcueiden, ebenfalls fic felbft 


homolog, unb alfo 6, y, «, x, Uffinitdtsftrablen. Da fic ferner ae 
— oS verhält, fo mug © fic) felbft homolog fein, ebenfo M und N. 
Es ift alfo o die Affinitätsaxe. Man hat alfo den 


80. Lehrſatz. Bwei affine Shfteme befinden fic in 
perfpectivifdcr Lage, wenn zwei homologe Dreiede 
ober Dreifeite BEF, BET’, fo fliegen, dag die Verbins 
bungSgeraden (B—B’), (E-E’), (F—-F’) ber hbomologen 
Eden durch einen und denfelben unendlidh entfernten 
Punkt gehen, und alfo parallel find. Diefe Berbin- 
bungSgeraden find daun bie Affinitatsftrahlen; die Ge- 
rabe co, auf ber nad § 3. Lehrſatz 13. die Durchſchnitts— 
punfte von (BE) mit (B’-E), (B—F) mit (B-F), (B-F) 
mit (H’-F’), liegen, ift bie Affinitätsaxe. Fig. 89. 

Mit Hiilfe viefes Lehrfages köͤnnen wir nun aud vie Anfgabe 
gu löſen verfuchen: Zwei affine Shfteme in perfpectivifde 
Lage zu bringen. Offenbar finnen wir bie Auflöſung der Aufgabe 16. 
bier nicht anwenden, denn dieſe griindete fic) anf Confiruction ber 
Gegenaxen nnd bei affinen Syſtemen fiegen diefelben nach Lehrſatz 24. 
tm unendlichen Raume. Zugleich erinnert man ſich, daß nad § 7. 
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Rehrfag 5. es überhaupt problematifd tft, ob affine Shfteme ſich in 
perfpectivifche Lage bringen Laffen. Wir haben alfo zunächſt die Frage 
ju beantworten: Laffen fic zwei affine Syſteme ftets in pers 
fpectibtfde Lage bringen? Da eS nun zu jedem Shftem unend- 
lich vtele affine giebt, wie oben bemerft wurde, alfo auch bie einem 
beftimmten DOrete ABC bes einen Shftems homologen Dreiede ABC’ 
in den thm affinen Syſtemen die verfchiedenften Geftalten und Größen 
erhalten fdnnen, ba ferner nad Lehrſatz 30. zwei affine Syſteme dann 
perſpectiviſch liegen, wenn fie fic in eine ſolche age bringen laſſen, 
bak bie Verbindungsgeraden (A~ A), (B- BY), (C—C’ ber bomologen 
Eden eines Paares homologer Dreiede ABC, ABC, parallel find; 
fo fieht man, bag bie Veantwortung unferer Frage auf die Beants 
wortung ber Frage hinaus fommt: Laffen ſich zwei beliebige 
Dreiede ABC und ABC’ in eine folhe Lage bringen, dak 
(A-A), (B-B), (C-C’) parallel tft? Auch in diefer Form kön⸗ 
nen wir bis jet noch nichts Beftimmtes fagen, denn nach § 6. Lehre 
fag 8. laſſen fitch gwar jebe gwet Dreiede fiir jeden Bunt, als Gee 
fichtspunkt in PBrojectionslage bringen, jedoch nur fo Lange derſelbe 
fih in endlider Gntfernung befindet, was hier eben nicht ber Fall 
fein fol. Wir haben alfo unfere jegige Aufgabe fiir fich gu unter⸗ 
fuden. Es feten nun ABC und ABC gwei bomologe Dretede in 
zwei affinen Syſtemen. Laffen fie fic) nun zwiſchen drei parallele 
Gerade a, B, y, fo legen, dag A und A’ anf a; B und B’ auf ps 
C und C’ anf y Liegen, oder, daß a, 6, y bezüglich die Verbindungs⸗ 
geraden (A—A’), (B—-B’), (C—C’) find; fo miiffen fic in ben 
Shftemen, fo lange fie noch nicht perſpectiviſch liegen, ſolche durch 
A, B, C; A’, B’, ©, gehenbde parallele Gerabe a,, Bi, 7,3 01) Ba Wy 
finden laſſen, bah ber direfte Whftand ber Geraden a, von 6, ebenſo 
grog ift alg ber von a’, von f’,, und bak gugleic der birefte Whftand 
ber a, bom y, ebenfo grog ift als ber ber a’, von », Fig. 90. 
Denn barn fann man bas gweite Shftem fo auf das erfte legen, daß 
a, auf a,; BY, auf By; 7, auf y, fallt, und e8 find alfo dann, 
ba A und A’ anf a,, B und B’ auf 6,, C und C’ auf y, fic be- 
finden, und a,, B,, y, parallel find nad Lehrſatz 30., bie Shfteme 
in perfpectivifder Lage. Es entfpringt alfo die Aufgabe, an zwei 
Dreieden ABC und ABC’ folche parallele Gerade a,, B,, y,, jit 
finden. Es LaGt<fich nun leicht getgen, bag dieß nicht immer moͤglich 
ft. Man überzeugt fic) hiervon folgendermafen: Dtan befchreibe Aber 
ben bret Geiten AB, AC, BC bes Dreieds ABC. Fig. 91. als 
Ourdmeffer Kreife, ziehe durch A, B, C die Parallelen bezüglich 
a, B, y und verfolge nun bie verſchiedenen Verhaltniffe, die eintreten, 
j¢ nachdem man diefelben in der einen ober der anderen Richtung 
sieht. Wir gehen von bem Fale aus, wo a, B, y fenfredt auf AB 
ftehen. Dann liegt in unferer Figur y zwiſchen a und B und der 
direlte Ubftand ber am wweiteften von einander entfernten Geraben a 
ton B ift gleich AB. Drehen wir jest ben Strahl a um A, fo bag 
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bas unterbalb AB liegende Stück AG’ von links nad) rechts fid) fort- 
bewegt, fo drehen fich natürlich aud) 6 und y, ba fie mit a parallel 
fein follen. SOffenbar bleibt y zwiſchen a und 6 fo Lange, bié a || BC 
wird, (inbem es in bie age (E—D) fommt), und alfo B unb y mit 
BC jufammenfallen. Dann ift offenbar ber Abftand des a von 6 
gleid) BD, denn der Winkel ADB fteht auf dem Halbtreis und ijt 
ein Rechter. Da aber AD || BC ijt, fo ift aud / CBD = 90°, 
und giebt man von C nad bem Punkte EH, in welchem die DA die 
Peripherie bes Kreifes über AC ſchneidet, die Gerade CE, fo ift auc 
CE=BD. Gbenfo ijt, went AG’ ben Kreis über AC in G trifft 
und CG gezogen wird, “ AGC = 90°, weil er iiber bem Halbkreis 
fteht, alfo aud) CG fenfrecht auf AG, und ba aud AB fenfrecht auf 
CG war, fo ift CG {| AB; ebenfo CH || AB; alfo fallt CH und 
CG in diefelbe Gerade GH, und diefe ijt gleidh AB. Wir können 
aljfo fagen: Drehen fic) die Strahlen a, B, y aus der gu AB fenk 
rechten Cage bis in die gu BC parallele Lage, fo liegt ftets y zwiſchen 
a unb B, a und S find die am weiteften vou einanber entfernten 
Gtrablen, und die dtrefte CEntfernung derfelben nimmt ab von AB 
= GH bis BD= CE. Laſſen wir nim die Strablen a, B, y, ſich 
weiter breben, fo daß alfo ber untere Theil des Strahls a rechts von 
AD fallt, fo find jest a und y bie duperen und 6 ber innere. Hat 
a nod bie Lage AD, fo ijt bie direkte Entfernung der duferen a und 
y, ba y mit CB jufammenfallt nad) CH= BD; fie nimmt offenbar 
su, bid a, B, y ſenkrecht auf AC gu ftehen fommen, bis alfo a ben 
Kreis über AB in F, y den Kreis über BC in J trifft, denn dann 
ift bie Entfernung bes Strahls a von y gleich AC. Es ift alfo damm 
/ CAF = 90°, aber aud / BFA = 90° als Winkel im Halbtreis; alfo, 
ba ſowohl BF als CA fenfredt auf AF ftehen, BE jj AC; ebenfo ijt, ba 
aud / ACII= / BJC= 90° ift, aud BJ || AC; alfo fallen BF und 
BJ in dieſelbe Gerabe, und es ift AC—FJ und die Entfernung bes a und 
y bat alfo gugenommen von der Größe CE = BD bi8 anf AC = FJ. 
Die Strablen a und y bleiben nun die dugeren, twenn fic a, B, y, 
weiter drehen, fo lange big a und B mit AB, unb y mit GH 3u- 
fammenfallen, bann ijt die direkte Entfernung des a von y gleid 
AG = BH; es hat alfo die Entfernung des a von y abgenommen 
von AC= FJ bis auf AG = BH. Bei weiterer Fortfegung der Dre⸗ 
hing werden 6 und y die dugeren Strablen, a ber iunere. Die direfte 
Entfernung der äußeren 8 und y ift alfo Anfangs gleid BH — AG. 
Gie wächſt offenbar, bis a, B, y, ſenkrecht zu BC werden, wenn alfo 
y nat) CE, 6 nad BD fallt; dann wird fie BC = DE. Bet weiterer 
Drehung bleibt nod eine Zeit lang a der innere Strahl, fo lange 
namlich, bis a, B, y parallel AC werben, und alfo a und y nad AC 
gufammenfallen. Zugleich nimmt dabei die Entfernung bes B von y 
wieder ab, indem fie zulegt ben Werth CJ = AF befommt. Wei 
weiterer Drehung werden wieder a und B die duferen Strablen und 
ihre direlte Cutfernung wächſt offenbar fo lange, bis a, B, y ſenkrecht 


x 


§ 8. Perjpectivifde Lage der ehenen Syfteme. 177 


of AB ſtehen, indem dann die anfanglide Entfernung AF — CJ 
auf AB = GH angewadfen ift. Hiermit find aber a, 6, y, wieder 
in die anfanglid) angenommene Lage guriidgefommen. Um das bisher 
gefundene beffer überſehen gu fdnnen, bezeichnen wir kurz die direfte 
Entfernung bes Strahls a von B, wenn y zwiſchen beiden liegt, durch: 
„Entfernung ayB“, die direfte Entfernung des Strahls a von y, wenn 
B zwiſchen beiben liegt, burdh: ,,Cntfernung afy“, die divelte Entfernung 
bes Strahls 6 von y, wenn a zwiſchen beiden liegt, durch: ,,Entfernung 
Bay”. Dieß vorausgefegt, können wir das Frithere fo gufammenfafjen: 


— 
ayß nimmt ab von AB=GH bis BD=CE; wenn AD || BC 
aby , ju , CE=BD , AC=FJ; , AFLAC 
aby , ab , AC=FJ , AG=BH; , CG || AB 
pay ,» ju , BH=AG , BC=DE; , BDLBC 
pay », ob , BC=DE , CJ=AF; , BJ || AC 
ap , ju, AF=CJ , AB=GH; , AG_LAB; 


bie grifte Entfernung ay6 gleid AB — GH 
” ” ” a ” AC=FJ 
” ” ” Bay ” BC = DE 
„kleinſte ayB , AF ober BD 
nwo" " aby » CE , AG 
” ” ” Bay » BH , CJ; 


Der fiber AB als Durchmeſſer conftruirte Kreis ſchneidet aber 
offenbar bie BC im Fußpunkte des von A auf BC gefallten Höhen⸗ 
perpendifelé. Denn heißt der Durchſchnittspunkt M, und zieht man 
AM, fo ift /“ AMB = 90°; ebenfo ſchneidet er die AC in einem 
Bintte N, welcher der Fußpunkt beds von B auf AC gefallten Höhen⸗ 
perpendifels ift; und ebenfo ift CL bas von C auf AB gefällte Loth. 
Bezeichnen wir nun bie Dreiedsfeiten AB, AC, BC bezüglich kurz 
mit c, b, a; bas von C auf c gefillte oth mit b., das von B anf 
b gefallte mit hp, das von A anf a gefillte mit h,; fo können wir, 
ba offenbar AF — CJ = BN, BD=CE=AM, BH=AG=CL 
ift, ben letzten Gag auch fo ausſprechen: es ijt | 


I. 1) bie grafte Entfernung von ayB gletd) : : 


2) » ” ” nw GRY ; 
3 ” ” ” ” Bay nw «8; 

YW. 1) , Heinfte , » ayB » hy oder bp; 
2) ” ” ” wn Opy x he i» he; 
3) ” ” ” » Ray » hp » he. 


Geſetzt, eS fei nun in bem Dreied ABC des einen Syſtems h, 
<hy, alfo h. die Heinfte Entfernung von ayB; im homologen Dreied 
ABC’ hes zweiten Syſtems fei hi,’ <h’,’, alfo bh’, die kleinſte 

Beigenbora, Projection. 12 
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Entfernung a’y’B’ und zugleich fet c’ > c und h’,’ > c, fo leuchtet aus 
I. 1), IL 1), ein, dag Big. 91. durch die Eden A, B, C; A’, Bi, C’ 
feine Geraden o,, Bip y1; Oa, Bx, YH qr ſo gegogett werden können, 
daß y, gwifden a, und B,, >, zwiſchen a’, und f’, zu liegen 
fommt, und daß betm Aufetnanberlegen a’, auf a,, 6, auf B,, 9, 
auf y, fallt. Denn foll y, und », zwiſchen a, und 6,, a’, umd 6, 
gu liegen fommen, fo fann die größte miglide Entfernung des a, vou 
B, nad) I. 1) höchſtens —c fein; nad Il. 1) aber mug die Heinjte 
migliche Entfernung des a’, von P’, mindeſtens —h’, fei, (wenn 
h’,, << hy ift), Mun ift aber ſchon h’,, > c der Vorausfegung nad. 
Es ift alfo unmöglich, die Dreiecke ABC, A’B’C’ in eine ſolche Lage 
zu bringen, bag (A—A’) || (B-B’ || (C-C’) ift und bag (C—C’/ 
zwifden (A—A’) und (B—B’) liegt. Es fdnnte aber foeinen, als 
wire es dann immerhin nod möglich, die Dreiecke in folde Lage ju 
bringen, daß (A—A’ || (B—-B’ || (C-C’) wire, wenn man nur (C—C’/) 
gu etnem ber duperen Strablen madhte, indem man drei andere parallele 
Gerade 3. B. a5, Bar ¥o3 @ or Bar Y, als Projectionsftrablen 
nabme. Dock aud die zeigt fich fogleich als unmöglich. Denn, 
gefegt, gwei Dreiede BFE und BFR Fig. 89. ließen fic) fo in 
perſpectiviſche Lage briugen, bag (E—E’) einer der dugeren Parallel⸗ 
ftrablen ware, fo braudte man nur EK || BF, E’K’ || BE’, FK |] BE, 
E’K’ || BYE’ gu ziehen, fo waren nad Lehrſatz 25. aud EK und EK’, 
FK und FK’ homologe Gerate, alfo K und K’ homologe Punfte, 
Viereck AEKF und APRT homologe Vterece ber affinen Syſteme 
und (K—-K’) || (B—B’) || (F—-F’) || (E—E’). 8 find aber der 
Sonftruction nad AEKF umd A’EK'E’ Parallelogramme, alfo 
BFE & A KEF, A BFE’ SKEF, und in den Dreiecken 
EF und KET’ (liegt (E—E’) zwiſchen (K-K) und (F-P). 
Man fieht alfo, deg, wenn bie Dretede ABC und A’B’C’ Fig. 90. 
fic) in eine foldje Lage bringen liefen, dak (C—C’) einer ber duferen 
Strahlen ware, fie fic) anc) in eine ſolche Lage bringen laffen müßten, 
daß es einer ber inneren wire (wie man fich in Fig. 89. BFE an die 
Stelle von KEF, BFE’ an bie Stelle von KEE’ gelegt denten 
Fann), was dod) ned) bem Vorigen nicht möglich ift; zugleich erhellt, wie 
fitch jeder äußere Punkt EB alé ein innerer darftellen läßt, wnb umge⸗ 
fehrt. Wir haben alfo im Borigen einen Fall betracdtet, in welchem 
es nicht möglich ift, zwei Dretede ABC und A'B'C’ in Projectionslage 
mit parallelen Projectionsftrablen gu bringen. Es ift übrigens ſogleich 
aus bem Borigen erficdtlid, bag, auc) wenn tm Dreieck ABO bh’, 
<h'y und zugleich <c wire, baraus nod nicht geſchloſſen werden 
fann, bag ABC und AB'C fich in perſpectiviſche Lage bringen Laffer. 
Denn es tft nicht genug, daß fic) ſolche Strablen a,, 6,3 @’,, PB, 
finden laſſen, der Art, bag die direkte Entfernung bes a, von B, 
gleid) fft ber bes a’, von B’,, und daß zugleich y, gwifder a, und 
B,, und ¥, grifden a’, und 6’, liegt, fondern e6 mug auch zugleich 
bie dtrefte Entfernung bes a, von y;, gleich fein der bes a’, von y,, 
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und die des 6, von y, gleich ber des AY, von »/,. Die weitere 
Verfolgung biefer Gerhaltniffe tft indeſſen bier überflüſſig, denn es 
fam ier nur darauf an, gu unterfuden, ob zwei beltebige Dretede 
ſtets zwiſchen bret Parallele gelegt werden fbunen. Dak dieß nicht 
ver Fall ift, ift ſchon betwtefen, wenn auch nur ein lider Weife 
eintretender Umftand nachgewieſen worden iſt, ber die AnflSfung un⸗ 
möglich macht. Wir finnen alfo nach dem Vorigen mit Rückſicht auf 
bas an Fig. 89. Gezeigte fagen: 


31. Lehrſatz. Bwet beliebige Dretede ABC und 
ABC laffen ſich nicht immer in eine foldhe age bringer, 
bag bie Berbindbungsgeraden (A—A’), (B-B’), (C-C) 
parallel find. 

Laffen fie fic) aber in eine foldhe Lage bringen, 
bag 3. B. (C—C’) gwifden (A-A) und (B-B’) fallt, fo 
faffen fie ih aud fo legen, bag (C- 0O) eine ber dugeren 
wird; Laffen fie fim fo Tegen, daß (C—C/) eine äußere 
Parallele wird, fo laffen fie fim aud fo legen, daß es 
eineinnere wird; laffen fie fic nidt fo legen, bag (C—C’/ 
bie Innere Parallele wird, fo laſſen fte fick aud nidt 
fo fegen, bag es eine äußere wird; laffen fie fim nicht 
fo legen, daß (C—C’) eine äußere Barallele wird, fo 
können fie aud nidt fo gelegt werden, daß (C—C) die 
tunere wird. 


Zugleich folgt aus Lehrſatz 30: 
32. Lehrſatz. Zwei ebene affine Syſteme laſſen ſich 
nicht immer in perſpectiviſche Lage bringen. 
Die Bedingungen, unter welchen dieß möͤglich iſt, ergeben ſich 
zugleich mit, bei der Auflöſung der 


33. Aufgabe. Zwei ebene affine Syſteme in per— 
ſpectiviſche Lage zu bringen, wenn es möglich iſt. 
Auflöſung. Man braucht offenbar die Dreiecke nur in eine 
ſolche Lage zu bringen, bag fie mit einem Paar homologer Punkte, 
3 B. A mb A’ in einen Punkt A gufammenfallen, und daß zugleich 
—B) || (C—O) ift, Fig. 92. Schneiden fis nun (B-C) und 
BC) in I, fo ift (A—I,) die Wffinitétsaze o,, denn man kann 
burd A nod einen Strahl a parallel (B-B’) und (O-O) legen, 
a, B, y als Affinitdteftrablen, A als einen Affinitätspunkt anfehen. 
And fann man bie beiben Dreiede zwiſchen ben Parallelen a, B, y 
beliebig verſchieben, und fo, dag A und A’ immer anf 2, B und B’ 
anf B, C und C’ anf y bleiben. Die Shfteme find aud dann immer 
in perfpectivifder Lage und ihre Affinitätsaxe tft ftets parallel ber 
(A-T’,) ober o,. Denn hat man 3. B. das Dreied ABO (oder 
ABC) in bie Rage LO’ geriidt, fo ſchneiden fic) immer nod 
(A~B) und (&’— vw’), (A-C) und (-0), (B-C) und (Wb’— @) 
12* 
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auf emer und derfelben Geraden f nah § 3. Lehrſatz 13. Zugleich 
ift, inbem man bas Dreied A’B'C’ gwifden Parallelen fortgericdt 
bat, auch C'b’ || CA; C'rd! || C’B’, b’ed’ |] AB’; und es verhalt fid 
CT :Cr ,=Ce':CC; e’a:CA = Ce’: CC’; folglid CT: A= OT, 
:CA. Da nun auch (TV’A=>= /T,CA= (Wer'’= / BCA 
und OCT || CT,, C/A || CA ift, fo folgt, dag aud) die dritten Seiten 
ber Dretede TE’A und T,C’A parallel fein müſſen, bag alfo ¢ || c, 
ift. Dieß gilt aud noch, wenn bie Dreiede fo gu tegen fommen, dag 
nicht mehr A und A’, fondern 3. B. C und C’ gufammenfallen, menn 
alfo bas Dreied A’B/C’ in bie Lage A”B”C gelangt iſt. Dann 
ſchneiden fich — und (A”—B”) in I”. Und es verhäaͤlt ſich 
Br’: BA = B’T’: B’A”, ober ta BUA” = BA ift, Br’: BA 
= B’T’: BA, und auch, wegen der Aehnlichkeit der Oreiede BY’ BI’ 
und BBA, Br”: BA = BB”: BB’. Es berbalt fic aber ferner 
BB’: CC’= Br, :Cr,, ober, ba CC = AA” = BB” ift: BB’ 
: BB” = Br, Cr,, folglid BB’: BB” = Br, : BC oder BB”: BB’ 
= BC: Br, alfo aud Br’: BA = BC: BY, oder Br”: BC = BA 
‘Br, ; es ift alfo, ba / CBr’= /T,BA ijt, A CBI” ~ AT,BA, 
alſo (02 ) || (AT, ) oder o” || o,. Man fieht alfo, bag, wie behauptet 
wurde, bie Dreiede, wenn fie zwiſchen ben parallelen Strablen a, B, y ver- 
ſchoben werden, ftets in perfpectivifcber Lage bleiben. Wiffen wir 
alfo bie Entfernung bes Punftes T, von B over C, fo ift die Auf- 
gabe, die Dreiede ABC, A’B’C. in perfpectivifd affine Lage zu bringen, 
geldft. Denn, dba fic verbalten mug Br, : BC=— BT, : BC, fe 
fann man aud BY, und CT, finden. Gonftruirt man nun fiber 
AY, uit AC’ und br, ein Dreted, zieht (C—C’) und durch B eine 
Parallele mit (C—C’), jo fcbneidet diefe die CT, in BY. Es fommt 
demnach darauf au, bie Strede BI, gu finden. Sie beige x. Fig. 90., 
wo I an ver Stelle von [, in Fig. 92. fteht); BT hetfe x’, die 

ntfernung bes Punktes D, in welchem bas von A ausgehende Höhen⸗ 
perpenbdifel h, die BC ober a, ober ihre Verlangerung trifft, werbde I, 
bie Entfernung des Punktes D’, in weldem das von A” ansgebende 
Hbhenperpendikel h’,, bie BC’ oder a’, ober ihre Verlingerung trifft, 
werbe |’ genannt; bie übrigen Bezeichnungen ſeien diefelben, wie die 
bet Fig. 91. gebraucdten. Es mug mm, dba AT—= AT fein foll, 
AD? +TD? = AD? +PrD" ober AD? + (BD+TrB)? = AD’ 
+ (BD’ + TB’)? fein, oder: 

h? + (+ x)? =h?, 4 (1! 4 x92 
ober, ba h? + 12 = c?; h?, + 2 iſt: 
c2 + 2x + x2 2)’x’ + x’2, 

Nun muk fic) verbalten (vol. Big. 92., wo alfo I, ben bier I ges 
nannten Bunt begeichnet): TB: TB’ = BC: BC’ over x:x’ =a: a’, 
es iſt alfo: — 


x — — xX. 
& 


Setzt man diejen Werth ein, fo nimmt die legte Gleichung dle Form an: 
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a’? — a? al’ — al 


+292 = -x = —(c’3 — 3), 
woraus folgt: 
x — — [(a! — al) + ver al)? — (a’?—a2) (c’? 2—¢3)]; 
und 
x = — 5" [ (a — al) + yal — Faia aay. 


Der Ausbrud fir x und alfo auc) der für x’ wird unmsöglich, wenn a 
Rabicand der Wurgel negativ wird. Da nun | = Yo*—h?; |’—Ye?— 


ijt, fo fann man ibm durch Ginfegen dieſer Werthe und — 
ber ſich aufhebenden Glieder die Form geben a'(c*—h?,) + 93(c?— h¥) . 
— 2aa’. vye Vc%—h”,, woraus man ſieht, daß, wie ſchon oben 
auf rein geometriſchem Wege bewieſen wurde, wenn die Conſtruction 
ũberhaupt möglich fein foll, hb’. <cundh, <c’ fein muß; zugleich aber 
auch, daß bie Erfüllung diefer Bedingungen noch nicht hinreichend ift, Id ift, bap 
vielmehr aud) noch a?(c* —h®) + a*(c? — h®) > 2a’a Yo? — h?, 
Vo? — h%, fein mug, wenn fich bie affinen Shfteme in perfpectivifae 
tage bringen laffen ſollen. Man bemerkt zugleich, bag man ſtets 
zwei, aber auch nur zwei Werthe für x, aſo zwei Punkte T, fie mö⸗ 
gen I, und Ty heißen, alſo auch zwei Affinitätsaxen (A~I',) und 
(A— r a) erhilt (vgl. Fig. 92.). Es ift leicht, die Lage der aiwelten 
Axe o, gu ermitteln. Man ziehe von A eine page auf bie 
ajfinite tejtrablen a, B, y, welche bie B in M, die y in L fdnetbet, 
made LC’ — LC, MB” = MB’, fo ift A, CAC” und /A\ BAB" 
gleichfchentig. alfo AC” = AC, AB” = AB’, ferner / LAC’ 
= / LAC”, /~ MAB’ = / MAB’, aljo / LAC’— / MAB’ 
— LAC / MAB’, over / C/AB’ = / C°’AB”; es ift alfo 
in ben Dreieden C’AB’ und C’AB” Geite C’A = CA, BA = B’A, 
/, CAB’ = / CAB”, alfo find fie congruent. €8 laͤßt ſich alfo 
LV CAB’ aud in die age CYAB” bringer. Da nun C” anf y, 
B” auf 6 liegt, fo liegt aud C’AB” mit CAB perfpectivifd affin, 
und der Durchſchnittspunkt von (C’—B”) mit (C—B), alfo T,, be 
ftimmt eine gweite Ure (A-I,) ober o,. Da aud bei diefer Lage 
bie Gleicungen fiir die Sraiticiong ber Strede x ober BI (Big. 90). 
genau diefelben bleiben, wie man fic) ſogleich überzeugt, fo mug Br, 
per zweite Werth der fiir x quadratiſchen Gleichung fein. Man hat 
alfo fir Br ober x bie beiben Streden BY, BI. Zugleich fieht 
man fogleid, bag die perfpectivifde Affinitat fiir bie Axe o, entges 
gengefegt ift. Man hat alfo zwei verſchiedene Uren o,, o,. Nur 
in einem Falle ſcheint es, als erhielte man nur eine Affinitätsaxe, 
nämlich dann, wenn in beiden Dreieden die Seite B’C’ = BC, alfo 


a’ =a ijt. Dann wird nämlich * 1, alfo x’=x und die Gleichung 
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c2 + Qix + x2 = c’2 -++ 2)'x’ + x’? geht iiber itt c? + 2x = ce”? 


+ 2I'x; woraus folgt x = = . — Es iſt aber leicht zu ſehen, 
daß dann bie Gerade a’ ober a ſelbſt ebenfalls eine Affinitätsare it. 
Denn follten 3. B gwet Dreiecke ACT, und A’CT’,, in denen AT, 
= AT’, ift, in perfpectivifdbe Lage gebracht werden, fo Lege man fie 
Hig. 92. fo, dag AT’, auf AT, fallt, ziehe (C—C%), und durd A 
und, Parallele gu (C—C’), fo find dieß Affinitätsſtrahlen; verſchiebt 
man nun beliebig bad eine ober andere Dreied gwifden diefen Pa- 
rallelen, fo bleiben fie immer in perfpectivifder Lage und die Affini⸗ 
tätsaxe ift parallel (A-I,) ober (A’—I”’,). Die Ridhtung einer 


zweiten Are alfo ergiebt fic aus der Gleidung x — = ° — Auch 


dieſe ſelbſt kann ſich noch vereinfachen, wenn c’'2 —c?2 0 wird, dann wird 
x0. Man überzeugt ſich aber anf dieſelbe Weiſe, wie eben gezeigt 
wurde, daß dann nicht allein a’ ober a, ſondern aud) c’ ober c ete Affini⸗ 
tätsaxe ift. Wire endlich nod b’ = b, fo waren die Dretede congruent, 
und beidbe Shjteme fielen gang gufammen, welder Fall aber ausge⸗ 
chloffen fein foll. Es giebt alfo ftets gwei, aber aud nur zwei 

ffinitdtéazen, ober genauer, zwei Richtungen, in denen die Affinitats: 
axen liegen Ednnen (A-T',) und (AT), oder o, und o,. Fig. 92. 
Wir hatten bisher, bas eine Oreied ABC in fefter Lage liegen Laffend, 
bas andere Dreieck ABC fo anf das erftere gelegt, dag A’ auf A 
fiel. Es ift nun mit Hilfe des Borigen letcht gu geigen, da man, 
aud, wenn man A’B’C’ fo legt, daß 3. B. C’ auf C fallt, vennod 
die beiden oben gefundenen Richtungen o,, ov, der Affinitätsaxen wieder 
erhalten muff. Denn es war oben bewwiefen worden, daß die Gerade 
von C nad dem Durchſchnitt r” von (A—B) and (A”—B”) parallel 
fein muß ber Geraden von A nach dem Durchſchnitt ©, von (C—B) 
und (C’-B’). Denkt man fich alfo dte Dreiecke ABC und ABC 
fo auf einander gelegt, daß C’ auf C fallt und fucht bie Strede BI’ 
Fig. 90. als Unbefannte x, fo erhält mat filr fie ebenfo, wie fir 
BI, zwei, und nur zwei, Werthe. Der eine derfelben muß nun jeden: 
falls BI” Fig. 92. fein, da diefer ber geftellten Anforderutg geniigt. 
Man erhilt alfo die Richtung o” oder o, wieder. Man hatte ebenfo 
bie Dreiecke ABC unb ABC” zwiſchen den AUffinitatsftrablen a, B, y 
verfdieben fénnen, bis C” nach C gefallen wire, und aud bier mug, 
wenn ber ſich dann ergebende Durchſchnittspunkt von (A”—B”) und 
(AB) durch I, bezeichuet wird, (C-I”,) || o, fein. Es muß alfo 
Br”, eine Wurzel der Gleidung fein. Da aber die Gleichung nur 
zwei Wurzeln haben fann, fo erhalt man alfo nur die fchon gefundenen 
Ridtungen co, und co, wieder. Zugleich bemerft man, daß es gletds 
gültig ift, ob man gerabe die homologen Dreiefe ABC und A’B'C’ 
ber affinen Syſteme oder ein anderes Baar 3. B. DEF und DET’ 
walt, um fie in perfpectivifde Lage zwiſchen Barallelftrablen gu bringen. 
Denn ergdbe ſich, daß dieß für DEF und DE” fiir eine von c, 
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und o, verſchiedene Richtung o, als Axe möglich ware, fo müßten 
fi auch ABC und ABC für diefe Ridtung als Axe zwiſchen Pa- 
rallele legen Laffer, was dem Boriger nad unmöglich ijt. Was 
ſchließlich bie Conftruction bes Werthes fiir x felbft betvifft, fo ges 
ſchieht biefelbe mit Hilfe der aus der Planimetrte befannten Meittel*). 
Mian erbhalt demnach den 


34. Lehrfag. Zwei ebene affine Softeme laffer fid, 
wenn fte überhaupt in perfpectivifhe Lage gebracht 
werbden können (vergl. Lehrf. 32.), ftets fir gwet Rid. 
tungen o, und oo, d. h. far jedeentwebderin der Ridtung 
g, ober tn ber Ridtung co, verlaufende Gerade, aber 
aud nur fiir diefe, als Uffinitatsaze, in perfpectivifde 
age bringen, je nadbem dite perfpectivifde Affinitat 
einftimmig ober entgegengefegt fein foll. Borausgefegt 
wirb babei, bag bas efne ber affinen Syſteme feinen 
Ort nidt verändere. 

Als Schluß ver Betrachtung der Affinitätsverhältniſſe mag nur 
nod) Folgendes erwahnt werden. Es feien Fig. 89. BEF und BRE’ 
zwei Homologe Dreiede zweier affiner Shfteme (fie mögen perfpecttifd 
liegen oder nicht). Da in ibnen nach ehrfak 19. homologe Puntt- 
reiben proportional (f. § 3. €rfldrung 21.), find, fo mug, wenn L 
der Mittelpunft von BE ift, ber homologe Puntt L’ fo liegen, daß 

BL BL’ BL BL! 
ſich verbalt FL FL? es mug alfo, ba = = 1 tft, aud rp 
alfo BL’= FL’, alfo L’ bie Mitte ber Stree BE’ fein. Es ift 
alfo aud bie Gerade (E—L) homolog (H’—L, ebenfo ift bie von 
B nach dem Mittelpuntte von EF und die von F nach dem Mittel- 
puntte von BE gehende Gerade homolog bezüglich der von B’ nad 
ver Dtitte von EE’ und der von EF’ nach ber Mitte son BE’ gehenden 
Gerabden. Die von ben Gefen eines Dreiecks nach ben Miittelpuntten 
ber Gegenfeiten gehenden Geraden aber ſchneiden ſich tn etnent und 
demſelben Punkte und dieſes ift ber Schwerpunkt. Man erhält alfo ben 


3d. Lehrſatz. Bu gwet affinen Shftemen find dte 
Schwerpunkte jeder zwei homologen Dretede homologe 
Punkte. 


*) Es läßt fich übrigens bem Ausdruck für x eine in arithmetiſcher Hin⸗ 
ſicht merkwürdige Form geben. Setzt man nämlich fir I’ und 1 ihre Werthe 
Ud "9 — a ; g 
rave L= —— ein, und bezeichnet kurz a? — a? durch 
-p?, b’? — b® durch q?, e'2 — es burd r?, fo kann man ihn leicht auf die Gorm 
bringett : 


x= — * [(p*—q?-+r*) + Viptq+n (—p+atn) (p—a+) (p+a—1) - V1) 
iu welder bie erſte Wurzelgroͤße eine bemerfenswerthe Analogic mit bem Ausdruck 
fit den —X eines Dreiecks, deſſen Seiten p, gq, r, find, zeigt. 
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Alles diefes waren Folgerungen, bie fic baraus ergeben, dag 
wir in zwei perfpectivifd) liegenden collinearen Syſtemen das Colli- 
neationscentrum in bas Unendlice riiden ließen. Es fann aber auch 


2) Die Collineationsare in bas Unendlice rien. Fig. Wa, 
93 b. 
Da fich in gwet perfpectivifch liegenden collinearen Syſtemen jere 
zwei homologe Gerabe s und s’, a und a, 6 und 6, u. f. w. auf der 
Collineationgaze fdneiden, nach Lehrſatz 4., bier aber die Collineationé- 
axe in unendlicher Gntfernung fich befindet, fo folgt, bak jet jebde 
zwei homologe Gerade parallel find, und bag alfo ber von zwei Ge- 
raben, 3. B. a und b, oder a und s u. f. w. des einen Shftems 
eingeſchloſſene Winkel ab, as, u. f. w. gleich iff dem von den homo- 
loge Geraden, a’ und b’, oder a’ und s’, u. f. w. bes anderen Shftems 
gebildeten Winkel a’b’, a's’ u. f. w. Da alfo dann jede gwet bomo- 
logen Dreiede, 3. B. ACK und BCH’ abulich find, fo bezeichnet man 
Shfteme, in welden alfo homologe Strablen in bomologen Strahl 
büſcheln gleiche Winkel mit einander bilden, 3. B. im Strahlbifdel 
S,abede und S’,a’b’c'd’e, wo ab=—ab, be — be’, ad=ad’, be 
= be’, u. f. w. ift, mit einem befonderen Namen, und definirt, ba 
dieß von jedem Baar homologer Strahlbüſchel gilt und Gleichheit ein 
bejonderer Fall der Conformitat ift: 


36. Erflirung. Bildenin zwei collinearen Syſtemen 
jede gwet hHomologe Strablen in jedem Paar homologer 
Strahlbüſchel gleihe Winkel, fo heißen die Syſteme 
ähnlich. 

Auch hier könnte es ſich ereignen, daß man, wenn man ſolche 
Syſteme als unter die allgemeine Gattung der „collinearen“ fallend 
anſieht, mit der erften ber in § 7. Erklärung 6. gegebenen Definition von 
collinear” in Wlderſpruch kämen, ba nad § 7. —* 5. von Syſtemen, 
wie die bezeichneten ſind, nicht behauptet werden kann, daß ſie ſich in 
eine ſolche Lage bringen laſſen, daß ſich die Verbindungsgeraden von 
je zwei homologen Punkten in einem und demſelben Punkte ſchneiden. 
Man hält fich jedoch auch hier, wie bei den affinen Syſtemen, an die 
zweite ber in § 7. Erklärung 6. gegebenen Definitionen und rechnet 
bie ähnlichen Syſteme zu den collinearen. 

Es ſeien nun Fig. 93. ACE und AC ein Paar homologer 
Dreiede in zwei ähnlichen Syftemen, fo find diefelben, wie bereits 
erwähnt urbe, und wie aus der Definition hervorgeht, ähnlich. Es 
ift alfo ae = —— — Da nun jede zwei homologe Strahlen 
in homologen Strahlbüſcheln gleiche Winkel einſchließen, ſo iſt Winkel 
ab = a6’, be = Be’, ag map’, es e's’ UL jf. w. Mun verhält fid 
AC: 8C = sin a8: sin as; FC: 8C = sin &: sins, alfo a 
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sin as A’C’ sin a6’ sin «’e’ 
ames? FO ~ asc ane’ ber jeder Wi 
:—— 5 ebenfo iſt Ga anole Da aber j Winkel 


bed einen Ehftems bem Homologen des anderen gleich ift, fo folgt 





; AC AC’ ., AB__ A’B’. AD ___‘A'D’ 
hieraus Sa = Her und ebenfo ergiebt fic cB OF) GD = OD; 
cD _C’D’, FC _ FC’, AB A’B’ AC FC | AB 


BD? BO PC? Da = pw Se oder TG = EE) DR 
CB. AD cD, cD _ BD, FC BC. AB BD | 
=n ay = op oD = BD Fo > Fei VB = BD HIM 

iſt AC — FC _ BC _ AB BD CD _ AD 

oer eb iit Do = Fr = re = AP > BD = oY = AD 

G8 ift alfo das Verhältniß jeder gwet homologen Strecfen anf den homo⸗ 

logen @eraden s und s’ conftant, e8 find alfo nach § 3. Erklärung 21. 

bie Punktreihen s,ABC.... und s,A’B’C’.... proportional getheilt; und 

auf gleiche Weife (apt fich diefes von jedem Paar homologer Puntts 
AE AC CE AC 


= uf, Ww. 


reihen zeigen. Oa nun wie Cr Te ift, fo iſt alfo: 
ac FC UBD LAE SE LC — 
AC” FC BD" ~ VE SEO" EC’ Slo 


md ba aud /A\ C8N ~ A C8N’, A ESS ~ A E'S’, A S8G8 ~ 
ASG’, ASGK ~ ANSGK’, A 8KS ~ A 8K’, A K8L ~ 
AXKSL' u. ſ. w. ift, fo iſt aud 
re =8C — 8N_ sn. 8 _ 8G _ F@i 
EC” sc "" Sw SN gs” "SG FG’ 
_ _. 8K _ GK 
— e000 — Fx — Q’K’ 
Man überzeugt fich auf diefe Weife, bak jede zwei homologe Strecen 
ein und daſſelbe Verhältniß zu einander haben. Man ſieht alfo: 


37. Lehrfag. Yu zwei dbnliden Syſtemen find fede 
jwet homologe Dreiecke ähnlich. 

38. Lehrſatz. In zwei ähnlichen Shftemen haben 
jede zwei, von homologen Punkten begrenzte Strecken 


ein und daſſelbe Verhältniß. Es iſt alſo an = ae 
KL 
= KT — .... Fig. 93 a., 93b. 


Wir ſahen ferner, daß, was bereits in dieſem letzten Lehrſatz 
liegt, aber doch noch einmal beſonders ausgeſprochen werden mag, 
jedes Paar homologer Punktreihen proportional iſt; daß alſo in jeden 
zwei ſolchen Punktreihen das Verhältniß zweier homologer Strecken con⸗ 


AC CD __ BF 
fiont ft, 3. B. So = cay = ....3 dies fand auch bet affinen 





— woos Ue ſJ. w. 
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Syſtemen ftatt; allein hier ſahen wir, dak bas Verhältniß sweier ho— 
mologer Strecken, nicht, wie bei affinen Syſtemen, nur anf der- 
ſelben Punktreihe daffelbe ijt, fondern, daß in ähnlichen Syſtemen dieß 
auf allen Punktreihen ſich gleich bleibt. Qn affinen Syſtemen Fig. 87. 





: ‘ CD AB _ ’ FG XG 

ijt allerdings aud) Clr’ Apo" auf s und s, und PG — EG 
° cD FG ‘ : : 

= ,5.. auf f und (3 es ift aber nicht Gy = wars Wie es hier, Fig. 


98. ver Fall ift. Man fann alfo den legten Lehrſatz auch fo aud 
ſprechen: 

39. Lehrſatz. In zwei ähnlichen Syſtemen iſt jedes 
Paar homologer Punktreihen proportional, und das 
Verhältniß zweier Homologer Streden ift in allen 
Punftrethen daffelbe. Fig. 93a., 93b. 

Mian fieht daher auch wohl bie Webnlichfeit als einen fpectelfen 
Fall ver Uffinitat an. Zugleich folgt hieraus, bag die durch die Pro- 
portionalitit der homologen Punktreihen begründeten Verhältniſſe and 
bei Ghnlichen Syſtemen wiederfehren, und bag man fagen fann: 

40. Lehrſatz. Die von affinen Shftemen bewiefe- 
nen Lehrſätze 20, 24, 25. gelten aud von ähnlichen 
Syſtemen. 

In Fig. 934. und 93b. befanden ſich die ähnlichen Syſteme in 
ſolcher Lage, daß die Verbindungsgeraden jedes Paares homologer 
Punkte durch einen und denſelben Punkt gehen. Dieſes kann eintreten, 
aber es muß nicht. Wir ſtellen uns daher zunächſt die 


41. Aufgabe. Zwei ähnliche ebene Syſteme in be— 
liebiger Lage gu conſtruiren. 

Auflöſung. Aus Lehrſatz 39. erhellt, daß 1. 2) dieſelbe Me: 
thode a), bie zur Auflöſung der Aufgabe 21. augewaudt wurde, aud) 
hier gebraucht werden kann; nur iſt nicht mehr, wie der dort, nachdem 
einmal bie Geraden s und ( rwillfirlich angenommen find, der Winkel, 
den 8’ und bilden, ganz beliebig, fondern es — Winkel sf — 
Winkel sf angenommen werden, wegen Erklärung 36. Zugleich find 
aud die Bunltrethen 8 ABCDo; S8, ABOD'e ow; f,btbE@ ov; 
[po'vy’e’D’ oo nicht mehr beltebig; ſondern fie milffen fo gewablt 

AB AC _ CD Aovd ho - 


— — 
= 


werden, daß AB’ nO OD > ift. 
Es ift leicht eingufehen, dag man dann nicht affine, fondern ähnliche 
Syſteme erhilt. Cin Gleidhes gilt, wenn man B) die unter 8) an- 
gegebene Methode der Wufldfung von Aufgabe 21. autwendet; dann 
mug, wenn gu einem ſchon gegebenen Syſtem ein ähnliches conftruirt 
werden foll, sf’ = af und A, A’, &, cb’ fo angenommen werden, dak 


: WE 
fic verbalt cm = tig Dieß gefchieht am einfacdften, indem man 
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dn Baar ähnliche Barallelogramme (man denfe fic 3. B. unter ABw», 
ABR'A', Fig. 88., Parallelogramme) homolog fegt, dann riden bie 
als homolog angufefenben Punkte E, E’ in das Unendlice, die Punkt⸗ 
reihen auf s, 8’, f, f bleiben alfo proportional. Ferner find die Homolo- 
gen Puntte F, FY, ¥ beide die Mtittelpuntte von AB, A’B’; Aub, Jevb’; 
bie homologen Puntte YD, D balbiren Avs, At’; Bd, Biel: ete., 
und man fiebt leicht ein, bag fede zwei homologen Drelede bbnlig 
werden miiffen. Endlich fann man auc y) wie in Aufgabe 21. y) zwei 
Dreiede einander homolog fegen; dtefelben müſſen aber damm ähnlich 
fein. Davon, daß man in allen diefen oret Fallen gwei Syſteme erhält, in 
venen alle Bunttreifen proportional find und gwar fo, dab der Quotient 
jweier homologer Abſchnitte anf allen Bunftrethen derfelbe ift, davon 
iberjeugt man fic) — wie in Auflöſung von Aufgabe 21. indem 

_ ser Sv Sol! 


se sc _ 8 sc’ s©& sc od 
Se ef uw. f. w. Man fann and: 2. a) fo — Man con⸗ 


ſtruire zwei saa gleicher Strahlbüſchel Fig. 94. S,abcde == 9’,a’b’c'd’e’ 
siege ‘oBode’,.,., in denen alfo ab = ab’, «6 — a's! u. f. w. 
iſt, und —* bas bon ihnen erzeugte Syſtem. "Dann ift, ba ce 
=ce,co=c'e’ ift, /\SB8 ~ A SB8’, alfo SB: SB’ = 88: 88; 
$B: SB’ = 85:88. Desgleiden ift /\SA8 ~ A SA'S’; alfo aud) 
SA:S’A’ = 88:88’; SA: 8A’ = 88: 88 daher auch SA: S‘A’ 
=SB: 8’B’, und weil Wintel ac = ac’, fo ift L\ ASB w~ fA ASB, 
ebenfo /\ ASB ~ /\ A'8'B’ aAlſo AB: AB' =§8:8'8’ und Winkel 
sea’, Baapans sc=aec’, scmse’. Auf gleiche Weije über⸗ 
seugt man. fid, daß BSC ~ /\ Bee L\ BSC w A BSC, folge 
lid BC : BYC’ = 86 : NS’ und (bh = fd’, £ =/?, fc =e, fo ==/'c ijt. 
Gin Gleides gilt von A\ ASC ~ A ASG, ASC w A ASC’, folge 

lig AC: A’YC’ = 88:88’. Da alfo in ben Dreieden ABC, AB’ 

fid verhalt AB: AB’ = BC: BC’ = AC: A’C’ =S8S8:8'8', fo find 
fie ähnlich, alſo of = sf, at = st, Es entfteben alfo gieiche Strahl⸗ 
büſchel, A,atsa <= A’a’t’'s'a’; B,cfsc B, c'a'e', und dies Lift ſich fir 
jedes Baar homologer —*— wenn man ſie als Scheitel von Strahl⸗ 
büſcheln anſieht, beweiſen. Verbindet man umgekehrt irgend einen Punkt F 
des einen Syſtems mit S durch f, und F’ mit 8’ durch f, wenn 3. B. 
F und F’ bie Durdfchnittapuntte begiiglid) von s und 2, 8’ und Y 
find, fo ijt leicht zu fehen, dag aud f und £’ mit jebem anbern Paar 
homologer Strablen, 3. B. mit c, c’ gleiche Winkel cf = cf bilbest. 
Denn es verhalt fid BS: BS’ = AB: A'B,, ferner werden s und a’ 
proportional getheilt, ba fic) auf diefelbe Weife, wie an fig. 93, aud 


ier zeigen laͤßt, daß 3 = * = an iſt. Es muß alfo, wenn F 
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und EY fomologe Punkte der s und a’ fin, auc fic verbalten BF 
: BE’ = AB: AB. Alfo verbalt fich in ben Dreieden BSF und 
BSF, BS: BS’ = BF: BF, und ba zugleich sc = s'c’ ift, fo ift 
J\ BSF ~ A BSE, alfo cf=c'f. Auf diefelbe Art lat fid ver 
Beweis fiir fede andere Gerade f, g .... f, g’ .... führen. Eine der 
Auflöſung 2. B) ober 2. y) der Aufgabe 12. in § 7. analoge (aft 
fich bier nicht unbebdingt anwenden, weil fteine drei, ja nicht einmal 
zwei Paar Strabhlen willfiirlich angenommen werden dürfen, da jeder 
Strahlbüſchel dem Homologen des andern Syſtems vollfommen gleid 
werden foll. Wohl aber fann man 6) gwei, fe drei Strablen enthal- 
tende, Strablbitfdhel S,abc und S’/a’b’c’, 8,08 und 8’ «'6’c’ zeiduen, 
ber Urt, bag ab — ab’, be = b’c’, «6 — a’, bc = Be’ ift, und, ba 
Gleichbeit nur ein fpecieller Fall ver Conformitét ift, ift fomit der 
jeder Strahl bes Büſchels S und 8 homologe bes Biifdels S’ und 8 
beftimmt. Es muff indeffen, wenn e oder ¢ ble Gerade (S—8), e’ 
ober ¢ die Gerade (S’—8’) iſt, aud) ae = a’e’, be = b’e’, ae = a’e’, 
be — Be’ yw. ſ. w. fein. Um nun überzeugt zu ſein, daß dieß auch 
wirklich iſt, nehmen wir e und e’ ſelbſt als einen ber drei Strahlen, 
bie zur Beftimmung jedes Strablbiifdels hinreichen. Um alfo ein 
Paar ähnliche Syfteme zu zeichnen, conſtruiren wir zwei beliebige 
Strahlbůſchel \S,ace, 8 ace, und zwei andere S’a'c’e’, 8/a’c’o’ ber Art 
daß ae = ave’, ce=c’e’, ae =—'a’e’, com cle’ ift, und entinideln aus 
beiden das von ihnen erzeugte Shftem. Dian fieht alfo, daß man 
nidt, wie in § 7. Aufgabe 12. Auflöſung 2. y) zwei beliebige Vier- 
feite acac, a’c’a’c’: ihnlich auf einanbder beziehen fann, fonbdern nur 
foldhe von der angegebenen Befdhaffenheit. Dak man aber auf diefe 
Weife wirklich aähnliche Syſteme erhält, (apt ſich letcht zeigen. Nämlich 
auf dieſelbe Art, wie in a) überzeugt man ſich, bak, wenn s die 
Berbindungagerabe bes Pun tes (a° ie mit (c’c), & bie bes Punttes 
(ac) mit (a °c) und s’ und’ die homologen Geraden find, sa— s’a’, 
geo ==s'a’, se=s'c’, scsi’ ift, ibd daß AB: AB’ = 83:89’; 
ebenfo iſt ta = Va’, ta = Va’, tee’, tee’, und GD: GD’ 
=6§8:8'8’.. Da sa=s’'a’, tava’, fo ift aud) /\ AHG wo /(\AH'G, 
ebenfo A. AHD ~ A — BHG ~ A BH@, /A BHD 
~ A BH'D’.. Bieht man (H—S) und (H’—8’), fo entftehen ein 
Paar neue Dreiede SHG, we. Da in ibnen SG :S’G’ = 8S 
: 88 (weil A SG8 ~ A8'G'3) undp GH: G’'H’ = 88:88’ (weil 
/ AHG wo /\ A'GH!’ ijt, alfo GH : GH’ = AG: A'G’, und wegen 
per Aehnlichkeit der Dreiede AGB und A’GB’ fid "AG : A’G’ 
= AB:AB =S88:-S8 verbilt), ba ferner /ta=a, fo ift 
A SHG ~ A SHG, alfo 7 GSH = / GSH, over, wenn (S—H) 
durch g bezeichnet wird, / ag = / ag’, und / ce = / cg; ; ebenjo 
ift, „wenn (8— H) durch g begeichnet wird, ag / «9g, 29 
mcg, Verfahrt man nun mit den Bierfeiten agag und agag, 
egog und cg’c’g’ ebenfo, wie mit acac und aca’c, fo erbalt man auf 
bietetbe wee? wie g, 9, eine mendliche Menge anderer Strablen der 
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Strahlbüſchel 8, S’; 8, 8, bie Homolog find, und mit homolegen 
anderen Strahlen gleiche Winkel bilden. Es entitehen alfo zwei gleiche 
Strahlbüſchel S und 8’, 8 ud 8. Dak auch in den von ihnen 
beftimmten Syſtemen jedes andere Paar homologer Strahlbifdel 
1B. Cbyt = Cboft’ ift, beweift fick, wie in a). Es entftehen alfo 
zwei ähnliche Syſteme. Man wird inbdeffen bemerfen, daß es fchon 
äberflüſſig iſt, drei Strahlen in den urſprünglichen Strahlbüſcheln an- 
zunehmen; daß zwei Syſtemen ähnlich werden ſollen, iſt offenbar ſchon 
dadurch beftimmt, bag man S, ae — Sale'; 8,«¢ = 8’a’e’ annimmt. 
Man nehme alfo y) willkürlich S, 8, a, « an; ebenſo S’, 8’, aber a’ 
und « fo, daß a’e’ = ae, ace’ = ae ift, fo ift ber Strahl c’, der mit 
a’ denſelben Winkel macht, wie c mit a, ſchon vollfommen beftimmt, 
und fann fogleich gefunden werden. Will man nicht beide Syſteme 
jugleich entitehen laſſen, fo verzeichne man d) ein beliebiges Spftem, 
wähle dann irgenb zwei Punkte S’ und 8’, und fege feſt, S folle 
irgend einem Punkt S bes gegeichneten Syſtems, 8’ einem anderen 
Buntt 8 deffelben homolog fein, alfo (S'—8) homolog (S—S). Dann 
jiehe man eine Gerade a’ an 8’, bie mit e’ einen Winkel a’e’ macht, 
ber gleich tft bemfjenigen, den eine Gerade a an S mit eo macht, und 
fege feft a’ folle bem a homolog fein; ebenfo giehe man eine Gerade 
e an 8’, fo bag ae == ae, und nehme a als homolog @ an. Man 
siehe bann an S’ und 8’ einen Strahl c’, c, fo, bag ac’ — ac, we 
=ac, CC = ec, ec’ = eo ift und conftruire aus bent Bierfeit acac 
bas von ihm ergeugte Syſtem; fo ift dieß dem erften ähnlich (ſ. Auf⸗ 
(fing 6). Man kann alfo gu jedem beliebigen Shftem nicht blog 
cing, fondern, weil S’ und 8’ gang willkürlich find, beliebig vtele ähnliche 
Shiteme conftruiven. Da die in Auflefung 2. y) angegebene Methove 
fih auch fo angeben lift: „Man fetze zwei ähnliche Dreifeite ace, 
ace homolog” fo können wir nad den Aufldfungen 1. a) —y); 
2. a)—y) ausfpreden ben 


42. Lehrſatz. Das einem; 42. Lehrfag. Das einem 
gegebenen Gh ftem Ghnlide | gegebenen Syſtem abnlide 
Syftem tft vollkommen be: | Syſtem ift vollfommen bee 
ftimmt, wenn i fttmmt, wenn 

a) Don beiden gwet homo-| a) von beiden zwei homo— 
loge, proportionale Puntt= | loge gleiche Strahlbüſchel 


reihen s ABC...00, 8, A’B’C’...00, ! S,abede.... = S’,a’b’c’d’e’ ...., 
(AWE 26. .00, (rb Ub'O’....00 | Sabodo.... = 8) a'B'cN'e’ 2. Gee 
gegeben find, und zugleich | geben find. 

Ab dot AR Af! 


CB On =o. CR Op! 
=... und / f= / eff ift. 
B) wenn von beiden zwei, 8) wenn bon beiben gwet, 


(je bret Buntte enthaltende | je brei Strablenenthaltende 
Punktreihen s ABE, 8A’ BE’, Strahlbüſchel Gabe, S'a’b’e’; 
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(Wl, (bee Fig. 88. gee | Sake, HB’ gegeben find, und 
geben find und zugleich gugleih /ab= / ab’, / ae 
Bo’! — * a’e’, A be = VA b’e’, Pa ab 


unb /“#f—sf ijt, Insbeſon— 
bere, wenn von beiden Ob: 
ftenten zwei dbnlide Paralle- 
fogramme ABidb ~ ABA! 
gegeben finn. 

vy) wenn von beiben zwei y) wenn von beiden zwei 
ähnhiche Dretede AEM ! dbnlidhe Dreifeite aca ~a’e'a’ 
w AEA’ gegeben find. | gegeben find. 

Da ein Dreifeit ane Fig. 94. zugleich als ein Dreied SSA an- 
gefehen werden fann, indem die drei Geraben a, a, © feine an- 
peren Puntte als S, 8, A ergeugen, und ba ein Dreieck SSA auch 
alg ein Dreifeit ace angefehen werden fann, inbdem die bret Puntte 
S, &, A nur bie drei Geraden a, a, ⸗ erzeugen, fo folgt aus Lehr⸗ 


fag. 42. y) unmittelbar der 

43. Lehrſatz. Wenn in zwei 
ähnlichen Syſtemen drei 
Punkte des einen Syſtems, 
die nicht auf derſelben Ge— 
raden liegen, S, A, 8 mit 
ben homologen Punkten 
vy’, A’, 8’ bes anderen Syſtems 
zufammenfallen, oder: 

Wenn gwei ähnliche Sy— 
fteme mit einem Paar homo— 
loger Dreiede SA8, SAS’ gue 
fammenfallen, fo fallen 
beibe Shfteme fo gufammen, 
daß jeder Bunft und jede 
Gerade bes einen auf den 
Homologen Punkt und dite 
homologe Gerabe bes andes 
ren Syſtems guliegen fommt, 


43, Lehrſatz. Wennin zwei 
ähnlichen Syſtemen drei 
Gerade des einen Syſtems, 
die nicht durch denſelben 
Punkt gehen, a, e, « mit ben 
homologen Geraden a, e, a, 
bes auderen Syſtems zuſam— 
menfallen, oder: 

Wenn zwei dbnlihde Sy— 
jteme mit einem Paare hor 
mologer Dreiſeite aea, a’e’a’ 
zsufammenfallen, fo fallen 
beide Syſteme fo zuſammen, 
daß jede Gerade und jeder 
Punkt des einen auf die ho— 
mologe Gerade und ben ho— 
mologen Punkt bes anderen 
Syftems gu liegen tommt. 


Was nun bie perfpectivifde Lage ähnlicher Syſteme betvifft, fo 


ift zunächſt far, daß jede gwei homologe Gerade parallel fein miiffen, 
denn auf jedem Collineationsftrahl find ein Baar Homologe Gerade 
vereinigt, und nad) Erklärung 36. bilder jede zwei homologer Geraden 
a, a’ mit jedem andern Baar homologer Geraben gleiche Winkel. Fit 
alfo a ein Gollineationsftrahl, fo mug / ea = / aa’, alfo a’ || a fein; 
und fo jedes Paar homologer Gerabder. Es liegt dann alfo der 
Durchſchnittspunkt jeder gwei homologen Geraden im Unendlichen. Bus 
gleich fagt man: 
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44. Erklärung. Liegen zwei ähnliche Syſteme per— 
fpectivijd, fo führt das Collineationscentrum =F den 
befonderen Ramen AWehnlidfeitscentenm (aud wohl Aehn⸗ 
lichkeitspunkt), und die von thm ausgehenden ſich felbft 
homolegen Strablen o, B, y,.... heißen: Aehnlichkeitsſtrah⸗ 
lens die Gollineationsare fann nicht bezeichnet werden, 
da fie im Unendliden Itegt. Fig. 93. a, 93. b. 

45. Anfgabe. Zwei perfpectiviſch liegende ähnliche 
Syfteme gu ronvivnlren: Sig. 93. a. 93. b. 

AWnflsfung. Man beſchreibe — einen Strahlbüſchel L,aPyee...., 
ziehe durch ihn zwei parallele Gerade a und a’, burch die Durehfchnites. 
puntte (a*a), (a’*a) giehe man wieder parallele Gerade s, 8’, « || «’, 
bur (8* 8) und (6° 8’) wieder b || b’, durch (6B: a) und (6-8), wie⸗ 
ber 6 6 a. ſ. f, indem man durch den Onrchfdnittspnntt ijedes — 
lichkeitsftrahls a, B, .... mit zwei parallelen Geraden a, a’, b, b’. 
wieder Parallele sieht; “fo erhalt man gwet ähnliche Shfteme in per: 
fpectivifcher Lage. Da in perfpectivifd) liegenden Chftemen die Colli⸗ 
neation8-, und bier alfo die Aehnlichkeitsſtrahlen fic ſelbſt homologe 
Gerade find, und das Aehnlichkeitscentrum = fich ſelbſt homolog iſt, fo 
ZA SE >>: > 20 =D =F 
=.... Man erhilt alfo den 

46. Lehrfag. Bu zwei perfpectivifd (tegenden ähn— 
liden Syſtemen ift bas Verhältniß der Stre er, welde 
auf etnem Aehnlichkeitsſtrahl von etnem Paare homo— 
foger Puntte und bem Wehnlidleitscentrum gebildet 
werden, für alle Aehnlichkeitsſtrahlen und alle Paare 
bomologer Puntte conftant. Es ift alfo: 


FA ES SG ED 
Sv sv ™* se sa“ spy ree 
dig. 93, a., 93. b. 

Vermöge Lehrſab 37. und 39. erbalt man fofort etnen Lehrſatz, 
ber bem unter 29. bon perfpectivifch liegenden, affinen Syſtemen be- 
wiejenen an die Seite geftellt werden kann: 

47. Lehrſatz. In gwet ähnlichen Syſtemen, fie wö— 
gen perſpectiviſch liegen ober nicht, iſt bas Verhältniß 
der Flächen jeder zwei homologen Dreiecke conſtant, 
nämlich gleich) bem Verhältniß der Quadrate irgend, 


zweier homologen Strecken. Es iſt alſo: 
A asp _ 4 SES AS8KL _ a 


A ASD’ ~ ASES ASKI 


— 





Sig. 93. a, 93. b. 
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Es feien zwei homologe Dreiſeite zweier aͤhnlichen Softeme, asd und 
asd Sig. 93a., Wb. fo gelegen, bag alla, sijs, did, fo folgt, 
ba die Durchſchnittspunkte (a: a’), (s°8), (d°d) auf einer und der- 
felben (unendlich entfernten) Geraden fiegen, nach § 3. Lehrſatz 13., 
bag die Verbindungsgeraden (A- A’), (S—8), (D—D’) burch einen 
und denfelben Punkt > gehen, unb gwar fann derfelbe nicht im Un- 
endlichen liegen, da fonft (A—A’) parallel (S-8), alfo AS= AS, 
alfo bie Dreifeite asd, asd’ oder bie Dreiecke ASD, ABD congruent 
waren, gegen die Borausfegung. Der Punt = liegt alfo in endlicer 
Entfernung. Da nun 3. BV. die der Geraden e des einen Syftems 
homologe Gerade e’ bes anderen fo gelegen fein mug, bag ae 
= /ae, (de = / de iſt, fo mug aud e’ || e, und ebenfo mug jede 
andere Gerade beds einen ter Hhomologen Geraden des anderen Syſtems 
parallel fein. Zugleich verhält fic) bann AN: AN = 2A: 2A’ 
= SA: SA; e8 find alfo N, N’ ein Paar homologer Punfte in ben 
Ghuliden Syſtemen nad Lehrjag 39., alfo fallen in y» gwet homologe 
Gerade (S—N), — zuſammen, ebenſo auf a die homologen 
Geraden (A—M) (A-M), es ijt alfo 2 ein ſich ſelbſt homologer 
Punkt ns beiden Syſteme und daher das Aehulichfeitscentrum. Dian 
fieht alfo: 


48. Lehrſatz. Zwei ähnliche Syfteme befinden fid 
in perfpectivifder Lage, wenn zwei bomologe Drei- 
feite asd, aed’ fo liegen, daß bie Durchſchnittspunkte 
(a‘a’), (@° 8), (dd) ber bomologen Seiten auf einer uns 
endlid) entfernten Gerabdenliegen, wenn alfo alja,s ja, 
d {jd ift, DOte Verbindungsgeraden ber homologen Eden 
ber Dreifeite find bann die Achnlidleitsftrablen; ihr 
gemeinfdaftlidber Durchſchnittspunkt das Aehnlichkeits— 
centrum. Fig. 93a., 93b. 


Da eS nun jederzeit möglich tft, zwei ähnliche Dreifette fo zu 
legen, daß die homologen Seiten parallel find, fo ergiebt fic fogleid 
ber Sak: 

49. Lehrſatz. Zwei ähnliche Syſteme laffen fic ftets 
in perfpectivifde Lage bringen 
und es entfpringt daher die 
50. Aufgabe. Zwei ähnliche Syſteme in perſpectiviſche 
Lage zu bringen. 


Auflöſung. Entweder man bringe ein Paar homologer Drei⸗ 
ſeite in ſolche Lage, daß die homologen Seiten parallel ſind; und dieß 
kann mit jedem beliebigen Paare geſchehen; oder, da nach Erklärung 36. 
jede zwei homologe Strahlbüſchel gleich find, man lege bas eine 
Syſtem fo auf bas anbere, bak ein Paar homologer Strahlbüſchel 
. B. Siabecd’e’ mit S,abcde, ober S'a6/c'd’e’ mit S,aBcde, ober 
A’atse mit A,atsa, ober Bicfsc’ mit Bycfsc etc. Fig. 94. gue 
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fammenfalt; dann haben beide Shfteme einen Strahlbüſchel mit allen 
Strahlen gemein, und wie man fogleich fieht, find die homologen 
Seiten jeder gwei Homologen Dreifeite parallel. Die Shfteme tegen 
alfo perfpectivifd. Das Aufeinanderlegen fann gugleich auf doppelte 
Weife gefchehen, entweder jo, bag die perſpectiviſche Lage einftimmig, 
ober fo, daß fie entgegengejegt wird, (vergl. Jig. 93a. 93b.). Es 
ergiebt ſich alſo der 


51. Lehrſatz. Wird von zwei ähnlichen Syſtemen 
das eine feſtgehalten, ſo läßt ſich das andere mit ihm 
ſtetsfür unzählig viele Punkte, als Aehnlichkeitseentrum, 
in perſpectiviſche Lage bringen, und zwar für jeden auf 
doppelte Weiſe, je nachdem die perſpectiviſche Lage 
a: oder entgegengefegt werden foll. Fig. 93a, 

b. 


Da endlich der Mittelpunkt des einem Dreieck eingeſchriebenen 
Kreiſes dadurch gefunden wird, daß man die Winkel deſſelben halbirt, 
fo folgt, daß, wenn dieß in ähnlichen Dreiecken ABC, A’B’C’ geſchieht, 
md M, M’ ben Mittelpunkt des eingeſchriebenen Kreiſes bezeichnet, 
AAMB wo A AMB, A AMC w~ AAMC, A BMC xw ABYC 
it, bof “ ABM= / ABM’, / BAM= / BAW x. f. w. iſt, 
md man überzeugt fid) fo von bem 


52. Vehrfag. Bu zwei dbnliden Syſtemen find bie 
Mittelpunkte jeder zwei, homologen Dreieden einge- 
ſchriebenen, Rreife homologe Punkte. 

daſſen wir 3 


4) Collineationscentrum und Collineationsare zugleich in bas Unend⸗ 
lide rücken: 


tidt alfo in Gig. 93. LF in bas Unendliche, fo werden die Aehnlicd- 
{eitsftrablen a, B, y.... parallel, es wird AS= A'S’, AF—A u. f. w. 
md ba alla’, bij b’, « ||’ etc. bleibt, fo fieht man, bak man ein 
Parr congruenter Syſteme erbalt. 

Bisher haben wir uns nur mit zwei collinearen Shftemen bee 
fdiftigt, wir wenden uns jetzt zur Betrachtung ber bet drei in dere 
felben Ebene liegenden eintretenden Verhältniffe, und gwar fniipfen 
wir fogleid) an das iiber affine und dbnliche Syſteme Gefagte an. 

Es feien gwei beliebige DOreiede A,B,C,, A,B,C, gegeben, 
fo fann fteté ein drittes Dreieck A,B,C, gefunden werden, welded 
bem erften A,B,C, ähnlich ift, und mit bem gweiten AJB,C. auf 
gegebenen Barallelen a, B, y liegt. Fig. 9D. Denn, dba nad § 3B. 
Yebrfag 25. jede zwei Tranéverfalen, in welder Michtung fie aud 
durch die Parallelftrahlen a || 6 || y gegogen werden, proportional ges 
theilt werden, und alfo = = = ift, fo fann man fogleic die 

2"3 
Gerade ALB, zur Conftruction benugen. Man theile nawlid A,B, 
Beifeuborn, Projection. 13 
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in D, fo, dab fid verbalt = . — = 5p" und giehe C,D, ober y,, 
unb durch A, und B, vie — a, und 8, 9. Dann lege 
— an den Sirahl a in einem beliebigen Pant A, eine Gerabe 
, {9 an, bag fie mit a einen Winkel — gleich oa ee 
A +7 mit a, madt, mace dann / B, ae =: /B,A,C, 
ziehe B,C,, fo ift A. A,B,C, ~ A A,B,C,. Denn nad) or 
Conftruction ift 7 A,D,C, i 180° Serf bem von a mit A,B, 
gebildeten Winkel) = 7. A.D iC, (= 180° weniger dem bon * 
— F B, gebilbeten Bintel) und ZC,4,D, = ZC,A,D,, a 
bb, — —* :Dy. G8 vervait fic) alf auch C, —8 


- A.D, 
A.D, B.D, if fo veri i aug A A.D, vB sD, 
D ober B — ato aud 
D,:B, ‘D,. * a saletd ift ab. ob Cl B,D 
'B 


— 


De 
C 


e 
e 


= | 


aud /\ B,C,D,, und Foigtich bas oe Dees 
303 G,. Sind nu A,B,C, und A,B,C, ein 
aar Reine a ABC. in zwei sips Seine, bie bepiiglich I. 


BPEOWPP i> 
we Oo 


bomologe E, “im * Sbftem TL n wird —— indem man durch EK, 
re — zu ca — ale ren ef, fid aud 
=A, folglich au 

ha: over ALE, PAE = : ee 23. 

= A,B,: A.B, 3 i n, Best nia, 1 BLE, — ra 
ba — AB A,B, fich derhalt, mb /B,A,E, 
= / BAR, it, A'ADB EH, & AA.BE,, aljo 7 A SBE. 
= / A,B,E, werben : re w. Man erbalt alſo, ba fic, weil bie 
Strablen — B, y beliebig find, nod) viele andere Dreiede A,B,C, 
finden laſſen, den 


53. Lehrfak. Sind gwet] 53. Lebrfag. Sind zwei 
affine Syſteme L und I, | dbnlide Sy fteme I. unb IIL, 
bezüglich mit den — bezüglich mit den homologen 
. Dreieden A,BO,, A,B,C,,| Dreieden A,B,C,, A,B,C,, 
gegeben, fo laffen ie a ftet8 | gegeben; fo latfen ft ftete 
beliebig viele Syſteme I. | beliebig vtele Ghfteme HT. 
mit bem Dreted A,B,C, | mit bem Dreted ABC, 
finden, bte bem einen ber finden, die bem einen bet 
affinen Syſteme, L, ähnlich ähnlichen Syſteme L., affin 
find, und dem anderen Sy⸗ſind, und bem anderen Sy— 
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ftem IT., affin und zugleich ftem IIL, ebenfalls afftn, 
mit thm fid in perfpectivi« | aber zugleich mit thm in per- 
fer Lage befinden. Sig. ſpectiviſcher Lage befindlig 
95. | find. Sig. 95. 


Gehen wir jest fiber zur Betradtung von bret allgemein collts 
nearen Syſtemen, (fie mögen durd J. Il, III. bezeichnet werden), 
jo erbellt fogleich, bag fie, auch) wenn fie tn derfelben Ebene (tegen, 
doch nicht alle dret perfpectivife gu liegen brauchen. Es iſt ferner 
möglich, daß dad Syſtem L mit vem Syſtem IL. eine Punttreibe o, 
und einen Strahlbüſchel L, mit allen Elementen gemein hat, und alfo 
mit ifm fiir c, als CollineationSaze und 2, als Collineationscentrum 
perfpectivifd liegt, und daß zugleich bas Syſtem I. mit III. fir eine 
andere Are o, und ein andered Centrum 2, fic in perfpectivifder 
Lage befindet, daß aber die Shfteme II. und III. nist perfpectivifd 
zu etnanbder liegen. 

Haben aber alle drei Shfteme eine Punttreihe o mit allen ihren 
Puntten gemein Fig. 96a., und find S, und 8, Puntte bes Shftems I., 
S, und 8, die homologen des Syſtems II., S, und 8, die homologen 
Puntte tn TT. fo find gunddft L und IL. perfpectivifd amb baben 
alfo einen Punkt Z, mit allen von ihm ausgehenden Strablen gemein, 
nad § 7. Lehrſatz 26., und 2, mug der Durchſchnitt von (S,—S 
ub (8, —8,) fein nad Lehrſatz 4. Ebenfo haben die Shfieme 
wmbd III. einen Punft 2, mit allen von ihm ansgehenden Strabhlen, 
wid bie Shfteme L und TI. einen Punkt L, mit allen von ihm ause 
gehenden Strablen gemein. Riehen wir nun die Gerabe (2, 2,) 
oder A, fo liegen — ihr, ba fie ein Collineationsſtrahl am Puntte > 
ift, ein Baar homologe Punkte II,, I, der Syſteme IL. und II. 
nad Lehrſatz 5. ba fie aber auch ett Collineationsftrahl am Centrum 
Z, ift, fo legen aud auf ihr ein Paar homologer Puntte ,, 0 
ber Syſteme J. und IL. Es fiegen alfo anf dtefer Geraden an 
ein Paar homologe Punkte II,, I, der Shfteme I. und IL, und ba 
biefelben fiic bas Collineationscentrum 2, perfpectivifd tegen, mug 
nad Lehrſatz 4. (1, —II,) oder (2, —Z,) durch ZL, gehen, oder es 
müſſen 2,, 2, D, auf einer und derfelben Geraden A lkegen; fee 
miften denn etwa zufammenfallen. 

Haben ferner brei collineare Shfteme einen Strahlbüſchel, deffen 
Scheitel 3. B. in LT liege, mit allen Strablen gemein, Fig. V6b. und 
find s, und (, Gerade des Syſtems J. 8, und f, die homologen 
bes Shftems II., s, und (, die des Shftems IIL; fo find gunddft 
I. und II. perſpectiviſch und baben alfo eine Gerade o, mit allen 
anf thr liegenden Punkten gemein, nah § 7. Lehrſatz 26., und co, 
mug bie Verbindungsgerade von (8, °8,) und (f ‘f2) fein, nad 
Lebrfag 4. Ebenſo haben bie Svfteme IT. und III. eine Gerade c,, 
ud I. und ID. cine Gerade o, mit allen Punkten gemein. Guchen 
wir mun ben Durchſchnittspunkt (c, ‘o,) ober A, fo geben durch ibn, 

13* 
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als Gollineationspuntt ber Ure o,, ein Paar homologe Gerade z,, 
x, ver Syſteme IT. und II. nach Lehrſatz 5; ba er aber aud) ein 
Collineationspunkt ber Axe o, ift, fo gehen auch burch ibn ein Paar 
homologer Gerabe 7,, +, ber Shfteme J. und UT. Es ſchneiden 
fig alfo in A auc ein Paar homologe Gerade x,, x, der Syſteme 
1. und IL, und ba biefelben fiir bie Collineationsaxe d, perfpectivifd 
liegen, mug nad Lehrfag 4. (7, °7,) oder (c,°o,) auf oy fiegen, 
over es miiffen o,, 74, 73, durch benfelben Punkt A gehen; fie 
müßten denn gang jufammenfallen. Man ſieht alfo: 


54. Lehrfag. Befindet fidh von drei in derſelben 
Ebene liegenden collinearen Ghftemen IL, IL, IIL, bas 
erfte fowohl mit dem gweiten, al8 mit dem dritten in 
perfpectivifmer Lage, mit jedem fiir eine andere Colli— 
neationsare, bezüglich c,, 74, und ein anderes Collinea- 
tionscentrum, bezüglich 2, 2, fo folgt daraus nidt, 
bag aud bas gweite und dritte Shitem perfpectivifad 
Ciegen. 

und: 


5D. Lehrfag. Liegen drei 55. Lehrfag. Liegen drei 





collineare Syſteme L, IL, LI. 
in berfelben Ebene fo, daf 
fie eine Punftreibe co mit 
allen Punkten gemein haben, 
fo liegt fedes mit ben beiden 
anberen perfpectivifad, und 
bie bret Collineationscentra 
Zi, Var Vy liegen entweder 
auf einer und berfelben Gee 
rabena, ober fallen in etnen 
und benfelben Punkt gue 
fammen. Fig. 96a. 


collineare Syſteme L, I, 10. 
in berfelben Ebene fo, daß 
fie einen Strahlbüſchel = 
mit allen Otrablen gemein 
haben, fo liegt jedes mit den 
beiden anberen perfpectivif d, 
und bie drei Collineations:- 
axren oy, To, og, gehen ents 
weber burd einen und bens 
felben Punkt A, oder fallen 
in eine und biefelbe Gerade 
zuſammen. Fig. 96b. 


§ 9. 


Ronjectivifhe Lage ber ebenen Syſteme. Involution. 


Wir haben, da fic im vorigen Paragraphen ein Paar befondere 
Urt collinearer Syſteme jeigten, nämlich affine und ähnliche, den im 
§ 7. Lehrfak 37. ausgeſprochenen Gefegen nod einige, auf bie ges 
nannten CollineationSunterarten bezügliche beizufiigen. 

Nah § 8. Lehrfak 20. und 40. find auf homologen Geraden 
affiner und ähnlicher Syſteme allemal die unendlid entfernten Puntte 
homolog. Fallen alfo ein Paar affine oder ähnliche Syſteme mit 
einem Baar homologer Gerader auf einanber, fo haben fie aud allemal 
auf derſelben einen Punkt, nämlich den unendlich entfernten gemein. 
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Sie haben jedoch außerdem and) noch einen in endlicher Entfernung 
fiegenden Bunkt gemein nad) § 4. Lehrfag 2. y). Man fieht übrigens, 
bag derfelbe Schluß fich auch giehen läßt, wenn ein Baar nicht affiner 
eder ähnlicher, fondern allgemein collinearer Ghfteme mit einem Paar 
ber in ihnen ſtets vorfommenden proportional getheilten Geraden 
(j. § 7. Rehrfag 22.) gufammenfallen. Man fieht alfo, dag (was 
in § 7. Lehrſatz 37. 4) nur als Möglichkeit hingeftellt worden war), 
went zwei Homologe Gerade gweier Shfteme und auf thnen ein Baar 
bomofoger Punkte im Unendlichen gufammenfallen, bag dann aud alles 
maf ein Baar im Endlichen liegender homologer Punfte derfelben Ge- 
raden nicht nur gufammenfallen fann, ſondern gufammenfallen mug. 
fo fann man, da, wenn ein Baar der den Gegenazen paralleler 
@erader r, xr’; 8, 8’,.... (f. § 7. Lehrſatz 22.) anf einanber fallen, 
vie Gegenaren felbjt parallel fein müſſen, fagen: 


1. Lehrſatz. Fallen in gwet conjectivifdh liegenden 
collinearen, affinen oder ähnlichen Syſtemen ein Paar 
homologer ben Gegenaxen paralleler Gerader jue 
fammen, fo haben die Syſteme auf biefen zufammene 
falfenden Geraben den unendlich entfernten und allemal 
aud einen in endlicher Entfernung liegenden Punkt gee 
mein; find bie Shfteme collinear, fo find gugletdh ihre 
Gegenaxen parallel. 


Bei affinen und dhnlichen Shftemen ift aber mit bem Aufeins 
anderfallen eines Baares Homologer und alfo proportional getheilter 
Gerader nocd) etwas Anderes verbunden. Denn denkt man fich zwei 
affine oder ähnliche Syſteme fo gelegt, daß ein Baar homologer Gee 
raver, 3. B. s und vs’ (f. Fig. 94.) gufammenfallen, fo miiffen, wenn 
man durch ein Baar homologer Punkte 3. B. D, D,.... eines Paares | 
homologer Gerader c, c’, Parallele gus, s zieht, diefelben parallel 
fein. Zugleich find fie nad § 8. Lehrfak 20. und 40. homolog. Es 
find aber auch bie unendlich entfernten Punfte von o und c’ homolog. 
Dentt man fic) nun durch fie Gerade parallel gu s, a’ gezogen, fo 
find fie ebenfalls homolog, aber, ba fie beide im Unendliden legen, 
nicht nur parallel, fonbern fie fallen gufammen und man bat alfo ben 
in § 7. Lehrſatz 37. 5) als möglich erwähnten Fall. Bugleic find 
aber die unendlich entfernten Geraden nad § 8. Lebrjag 24. und 40. 
bie Gegenaxen. Man fann alfo mit Berückſichtigung von § 4. Lehre 
fag 2. y) fagen: 

2. Lehrſatz. Fallen in einem Paare conjectivifd 
liegenbder affiner ober ähnlicher Syſteme ein Paar ho- 
mofoge Gerabe gufammen, fo haben bie Syſteme auger 
bem unendlid entfernten Punkt derfelben allemal aud 
einen in eudlicher Entfernung liegenden Punkt diefer 
Geraden gemein, und zugleich fallen die unendlid ents 
fernten Geraden, die zugleich Gegenazen find, gufammen. 
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Gs ift ferner leicht gu ſehen, daß ber Lebrjag 8 7. 30. rechts 
bet affinen und dhnlichen Syftemen nicht mehr gilt. Denn tft S ein 
fich felbft homologer Punkt und ift fein durch 2 Fig. 94.x gehender 
Strahl ſich felbjt homolog, fo miffen, wenn A und A’, T und IY ein 
Paar homologer auf a und a’ gelegener Punlte find, bie Geraden 
(A—A’), (E—I’) ober o und A parallel fein. Denn es mug fid 
verhalten = = — Es liegt alfo der Durchſchnittspunkt (+A) ober 
M (vergl. Fig. 7T6b) im Unendliden, und ebenfo N, und fiber die 
Berbindungsgerabe (M—N) fann nichts Beſtimmtes gefagt werden, 
alfo find bie aus Fig. T6b. gezogenen Schlüſſe nicht mehr ftatthaft. 
Man fieht alfo, nachdem bie Verhältniſſe, die etntreten, wenn affine oder 
ahnliche Shfteme eine Gerade gemein haben, durch ven vorigen Lehr— 
fag erdrtert find: 


8. Lehrſatz. Affine und ähnliche Syfteme können 
einen Punkt gemein Haben, ohne dag ein Paar angeb- 
bare homologe Gerade gufammenfallen. 


Bon ähnlichen Syjtemen gilt jedoch noch ein befonderer Gag. 
Zwei in derfelben Ebene liegende ähnliche Syſteme fSnnen nämlich eine 
boppelte Lage haben, entweder fann, wenn bas eine von den Strabl- 
büſcheln S und 8 erzeugte Shftem dle in Fig. 94. angedeutete Lage 
hat, das ihm ähnliche bon den gleichen Strahlbiifdeln S’ unb 3’ er- 
zeugte Shftem eine Lage haber, deren charafteriftifdes Merkmal darin 
befteht, bag beide Syſteme durch bloke Verſchiebung in derfelben 
Ebene in perſpectiviſche Lage gebracht werden können, es fann aber 
aud bas von den Strablbiifcdeln S’ und 8’ ae Gbnlide Syſtem 
eine folde Lage haben, dag S’ in 8”, 8’ in 8”, A’ in A” u. f. w. liegt, 
fo daß alfo das zweite Syſtem nicht durch bloße Verſchiebung in feiner 
Ebene mit bem erftew in perfpectivifde Lage gebracht werden fann, 
fondern erft mit feiner Ebene fo herumgeklappt werden mug, dak 
L\ 8”A"S"”, C"A"B”, it. f. w. bie Lage 8’A’S’, C’A’B’ u. f. w. an- 
nehmen, unt num durch Berſchiebung mit dem erften in perfpectivifde 
Lage gebracht werden gu köͤnnen. Man pflegt zu fagen: 


4, Erklärung. Zwei in derfelben Ebene befinbdlide 
ähnliche Shfteme heißen, and wenn fie nit in perfpec- 
tivifder Lage fic befinden, einftimmig liegend, wenn fie 
burd bloße Verfmiebung in ihrer Ebene in perfpectivif de 
Lage gebradht werden finnen, entgegengefegt Liegend, wenn 
erft eins bon thnen mit fetner Ehene umgeflappt werden 
muß, um mit ben anberen burch Verſchiebung in pers 
fpectivifde Lage gebradt werden gn finnen. Fig. 94. — 


Es feien nun s umd s’ ein Paar homologe Gerade gtweier in 
berfelben Ebene liegender aͤhnlicher Syſteme, wobei vorlaufig gleichgültig 
it, ob fie einftimmig ober entgegengefest fliegen. Man verbinde nun 
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zwei Baar Homologer Punkte, A und A’, B und B’ diefer Geraden 
burd) bie Linten (A—A’), (B—B’) fo find bdiefelben entweder parallel 
Fig. 9.x ober nicht. Iſt im erfteren Falle C ein dritter Punkt der 
Geraden 8, fo muß ber homologe ber s’ fo befchaffen fein, daß fic 
A’C’ 

verhaͤt So = aes e6 mug alfo aud (C—C% || (A-A’ |] (B-B) 
fein, und ba fiir ben Durchſchnittspunkt SF von s und s’ die Proportion 
gitt = — =, fo mug ZF ein fich felbjt homologer Puntt beider 
Syſteme fein. Es haben alfo bann bie ähnlichen Sdfteme einen Punkt 
gemein. Gind aber (A—A’) und (B— B’) nicht parallel, Fig. 96.x, 
ſondern ſchneiden fie fi in &*), fo befcreibe man um bas Dreted 
AB unb um A’ZB’ zwei Kreife, bie fic) alfo gum erften Male ta 
z, gum gweiten Male in £, ſchneiden. (Sie können ſich nicht be- 
rifren, benn e6 [agen fonft, went OM und IU’ die Mittelpuntte der 
reife find, OM, ON’, und = nach einem befannten Gage ber Plant- 
metrie auf eter Geraden TOMO’; zöge man nun AL und A/V, 
fo waven bie gleichfchenfligen Dreiede AOS, AUS ähnlich, und es 
verbielte fi ALT: A’S— ONT: MX. Ebenſo hatte man BE: BE 
=ME: NS, alfo AZ: BE = A’E: BS. Es wire alfo (A-B) 
(A-B), gegen die Voransfegung). Begeichnen wir ben bem Dreieck 
ASB umgeſchriebenen Kreis durch K, ben bem Dreied A’ZB’ ume 
geſchriebenen durch K’, und giehen (A-*,), (B-Z,), (A’-2,), 
(B’-Z,), fo ift 

Lf AZ,B = 7 AXB ald Peripheriewinkel in K; 

Z A 1 B= Z A’ZB’ ,, ” ” K’; 
und ba LAZrB = / A'XB' 
ift, fo folgt: / AZ,B = / A'Z,B. 
ferner ift  / ABE, = 7 AZZ, ald Periphertewinkel in K; 
und f/f ABT, = LS AZE, ‘5 vn BS 
und ba Z AX, = ZAZE, 
ift, fo folgt: / ABY, = 7 AB,. 

G8 find alfo bie Dreiede AE,B und A,B’ ähnlich, folglich 
ad / BAS, = Z BAS,. Nehmen wir mun an, die Syſteme 
feien in einftimmiger Lage, fehen 2, alé einen Punkt bes erften an, 
und fucen ber ihm bomologen bes zweiten Shftems. Nad § 8. 
Lehrſatz 37. mug rer gefuchte Punkt, ber L’, heißen mag, fo liegen, 
bag /\ A’E’,B’ ~ A AZ,B, bap alfo /“ AB’, = 7 ABZ, 
LBA'Y, = /S BAZ, iſt und daß zugleich beide Syfteme durd 
Hoge Verfchiebung in perfpectivifde Lage gebradt werden fdnnen. Daß 
ber Punkt ©, der erfteren Bedingung genigt, ijt foeben gegeigt worden, 
daß er auch die zweite erfüllt, ift fogleich gu fehen, denn man braudte 


*) Geral. Witzſchel: „Grundlinien ber neueren Geometvie.” § 174. 
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blog bas Dreied A’Z, B fo au dreben, dag AZ, anf AL, fallt, fo 
würde aud, ba / AZ,B’=— / AZ,B ijt, BZ, auf Br, fallen, 
e8 wiirde alfo bann (A’— BY’ || (A—B) fein. Ware nun C ein Punft 
ber s auger A oder B, fo milfte der ifm homologe C’ anf 2,C 
liegen, ba fic) verbalten muß 55 — = und fo jeder andere Puntt 
per 8’, Es wären alfo dann die Syſteme durd bloge Verfdiebung 
fir Z, als Achnlichfeitscentrum in perfpectivifde Lage gebradht. Ge 
tft alfo 2, felbft ber gefuchte Punkt &’,, oder es ift 2, ein fic) felbjt 
homologer Punkt beider Syſteme. Es find alfo bei der von Hanfe 
aus angenommenen Lage Fig. 96x. in LT, die Scheitel zweier gleider 
Strahlbüſchel vereinigt. Da viefelben bei etnftimmiger Lage ber Gyfteme 
aud einftimmig verlaufen, fo fann fein Strahl der an 2, vereinigten 
Strahlbüſchel ein fich felbft Homologer fein nach § 4. Lehrſatz 2. +). 
Liegen die ähnlichen Shfteme jedoch entgegengefegt, fo fann 2, fein 
fich felbft homologer Punkt fein, weil fich fonft, gegen die Vorausfegung, 
beide Shfteme durch bloße Verfdiebung in perfpectivifde Lage bringen 
liefen. In diefem Falle balbire man ben Winkel AL, A’ durd eine 
Gerade, welde vie (A—A’) in M trifft, und den Wintel Br ,B’ 
burch eine Gerade, welde die (B—B’) in N trifft, giehe (M—N) und 
fude ben bem Punkt M auf (A—A’) und ben dem Punkt N anf 
(B—B’) jugeordneten harmonifden, bezüglich M’, N’ der PBunftreiben 
AMA™M’; BNBN’. Dann ziehe man (M’—N’), welche die (M—N) 
im Punkt F, trifft, fo ift DV, ein fich felbft homologer Bunft der 
beiden ähnlichen Syſteme. Dieß (apt ſich durch folgende Betradhtungen 
beweiſen: Da (M—Z,) ben Winkel AL, A’ halbirt, fo haben wir nad 
§ 1. Lehrſatz 27., um ben Punkt M’ gu finden, nur eine Sentrechte 
auf (M—-2,) in 2, ju ervicten, ebenfo um N’ ju erhalten, eine 
Senkrechte auf (N-—Z,) in L, gu giehen. Mun laft fich zeigen, daß 
die fo gefundene Gerade (MW -N’) | (M-N) iff, Denn e8 war 
LZAZ, B= J AZ,B, folglich LAr, B— £ AZ, B= LAZ,B 
— { AZ,B, » § 7 AZ,A = / BI,B, alfo auch, ba diefe 
Winkel begiiglid burd (M—-z,), (N—-Z,) halbirt werden, / AD, M 
= ~Al,M=Br,N= /BE,N. Nun ift /NZ,M=— /Nz,B 
+ 7 BY,A’+ /£ AZM, over, ta / A'S M= / BEN it, 
/NEM= /Ne,B+ / BEA + / BENS / BA 
= /BEA, alfo /NE,M= / BEA’, “Bieht man mut (EZ, —2) 
und bezeichnet den Ourchfchnittspunft von (M—Z) mit (N—-Z,) durch 
Q, fo entftehen demnach zwei ähnliche Dreiede MQZT, ~ NQE, in 
benen fic) verhalt: ©,Q:MQ = 5Q:NQ ober ©,Q-NQ = =Q 
-MQ. Es [ligt fid) demnach um beide Dreiede ein durch Z,, 2, 
N, M gehenber Kreis beſchreiben, (in ber Figur ift er nicht verzeichnet), 


in welchem 

Z UMN = / 2zZ,N als Peripheriewinkel tT) 
ift. Nun ift aud /N’S,M’= /NZ,M, denn e8 war fowohl /NZ, M’ 
+ Z N'Z,M’ = 90°, alé aud / NZ,M’ + / NE, M = 90° (vers 
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moͤge ber Conftruction der —— — (z, Fs (z,—-N%), 
woraus folgt: /“ NZ M’ = /NE,M. Da num and / NE,M 
= / BEA’ war, fo ift aug / NEM’ = / BEA doo 
— S/N IM. Sm Biered NX, Mz machen alſo die Gegenwinkel 
N’z,M’ und N’SM’ zwei Rechte ans, es Lift fich alfo aud um diefes 
Bieredt ein (in ber Sigur nicht vergeichneter) Kreis befdreiben. In 
bemfelben ift aber /“ ZM’N’= / ZE,N’ ald Peripheriewinfel, ober 
Z MMS, = / 22, N’e tt) 
nun iſt Z M's, = / MM’, + / =MN; 
alfo nad Gleichung +) unb ++) 
Z MZN —— rz, N + / zz ,N, 
ſolglich ba Z2z,N + /22,N = / NEN’ = 90° war, 
ZMW=Z,N = 90°, 
alfo Z WN) 1 (M-N). 
Zieht man num (B-Z,) und (B’-Z,), fo entfteht, ba Punktreihe 
BNB'N’ harmoniſch ijt, ein — Strahlbüſchel an X,, deſſen 
Strahlen (S2B),. Æ-N), (X-7 B), E⸗ N) find, und da in ihm 
ein Paar zugeordneter Strahlen 2 -“N) und (2,—N’) fentredt ii 
cinanbder fteben, fo wird naw § 1 . Rebrfag 27, 
| ZBIN= / BE. ,N 


* 
und ebenſo ZAZTM= (AZM ) 
G8 ift alfo / B’E,A’ = 90° — — N + 90°— / ATM 
= 180°— / Br,.N— / AX M = 180°— Br,N — Az.M 
= 90° — BE,N +. 90° — Ar M — Z BEA, atfo 
7 A'x,B’ = / AZ,B +) 


Wird aber in einem Dreied ACB der ‘Wintel C durch eine Gerabe 
halbirt, welche bie Gegenfeite in D ſchneidet, fo verhält fis AD: BD 
=AC:BC. Denn, verlingert man Fig. 96.x, AC ther C binaus 
um CE == BC und zieht (B-E), fo wird / CEB = / CBE, alfo 
Z ACB=2- / CEB und 1 / ACB = / CEB, ober /“ ACD 
= / CEB; es ift alfo (E-B) (| (C-D). Daher verbiilt fid AD: BD 
= AC: EC, oder, ba EC = BC (war, AD:BD= AC:BC. Nach 
dieſem Sate verhält fich, ba nach *) im m Be B’ ber Winkel Br, B’ 
bird) TN halbirt wird, BN: B = B’s,. Nach der Gone 
ftruction” aber ift auch ber Winkel BE, B’ bird) (z, —-N) halbirt, affo 
verhalt fic) and BN: BN = Bz, :B'E,. Wir haben alfo die Pros 
portion: BY, : Bz, — Br, : B,; 
md ebenfo: AZ, A'S, =A,:AZ,; 
ba aber nad dem Frůheten A AE, A’ ~ /A\BE,B’ war, ift Az, 
:A'X, = BE, : BT,, alfo haben wir aud 

Ar, : A’E, = BE, : B’S,. 
G8 find alfo nach biefer ‘Teften und ber Gleihung **) in ben Dreieden 
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AZ,B und AX, B swet Paar Seiten proportionirt, und der von 
Te eingeſchlofſene Winkel gleidh. Es iſt alſo A, BMA-, B; 
alſo auch 

Z ABE, —-ABX,; / BAL, = / BA'S,. 

Man überzeugt fich daher leicht, auf biefelbe Weife, wie bei 
einftimmig liegenden Syſtemen in Betreff des Punktes F,, fo bier, bei 
entgegengefegt liegenden, bag 2, ein fich felbft homologer Punkt iſt, 
indem man bas Dreied A'S, B’, und folglich bas gange gweite Shſtem 
erft mit feiner Ebene umklappen müßte, bevor es durch blofe Ber- 
ſchiebung mit dem erften in perfpectivifce Lage gebracht werden könnte. 
Es find alfo am Punkt L, als Scheitel zwei homologe gleiche Strahl- 
büſchel in entgegengefegter Mufeinanderfolge der Strahlen ˖ veveinigt. 
Nad § 4. Lehrfak 2. y) giebt es alfo in denfelben zwei fich ſelbſt 
homologe Strablen, und gwar ſtehen dieſelben fenfrecht auf einanber. 
Es find nun (2,—A) und (2,—A’) homologe Gerabe der ähnlichen 
Spfteme, und da nad *) / A>.M=—= / A’E,M ift, und die Aut 
einanderfolge ber homologen Strablen (£,—B), (2,—A), (2.—M) 
bes einen und (2,—B, (2,—A, a bes anderen Syſtems 
entgegengefebt tft, ſo folgt, daß (2. M) ober (M—N) ber eine, und 
alfo (M’—N’) ber anbere fich felbft homologe Strahl fein mug. Da 
nun aud die unendlid) entfernten Puntte von (M-—N) und (A’—N’ 
ſich felbft homolog find, fo folgt, daß bie ähnlichen Syſteme auch bie 
unendlich entfernte Verbindungsgerade ber unendlich entfernten Punkte 
von (M—N) und (M’—-N’) gemein haben. Man fieht alfo: 


5. Lehrſatz. Liegen gwet ähnliche Shfteme in der 
felben Ebene, fo haben fie frets einen fic felbft homologen 
Punkt gemein. Liegen fie einftimmig, fo haben fie keine 
burd ben gemeinfamen Punkt &, gehende Gerade gemein; 
liegen fie entgegengefegt, fo haben fie zwei durch den ge: 
meinfamen Punkt LT, gehende, fenfredt auf einander 
ftebenbe Gerade — (M’-N’), als fic ſelbſt homolog, 
gemein. Fig. 96x. 


Da ferner nach Lehrſatz 1. zwei ähnliche Syſteme, wenn ſie eine 
Gerade o gemein haben, auch einen endlichen Punkt FS derfelben Geraden 
gemein haben, in biefem alfo die Scheitel gweier homologer Strahl 
büſchel liegen; und nach § 4. Lehrfag 2. ), diefelben, ba fie in ähnlichen 
Syſtemen gleich find, bet einftimmiger Lage mit allen, bet entgegenge 
febter Lage mit zwei homologen Strablen auf einanbder fallen, fo fieht 
man: 


6. Lehrſatz. Haben zwei ähnliche Syſteme eine Ge- 
rabe o gemetn, fo haben fie aud einen Strabhlbifdel, 
beffen Scheitel F auf o liegt, gemein, und gwar fallt 
tn dbemfelben mwenigftens aufero nod etn Baar homeloger 
Strahlen gufammen; oder aud e8 fallen alle homologen 
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Strablen zuſammen. Fällt anfer co nur nod ein Paar 
Strahlen gufammen, fo fteht diefer gemeinſchaftliche 
Strahl + fenfredht auf ¢ (nad § 4. Lehrfag 2. »). 

Faſſen wir nocd einmal alle, möglicher Weife bei affinen und 
ähnlichen, in berfelben Ebene ltegenden Shftemen, vorfommenden Faille 
gufammen, fo fehen wir zundebft: eintreten fann der Fall § 7. Lehr⸗ 
fay 37. 1) und 2). Der dafelbft unter 3) erwähnte Fall fann nur 
bann cintreten, wenn zwei Punkte und alfo eine Gerade (ndmlich ihre 
VBerbindungsgerade) unendlich entfernt find; denn lagen alle bret Buntte 
und alfo auch alle bret Gerade in endlicer Entfernung, -fo ftelen die 
Syſteme ganz gufammen nach § 8. Lehrſatz 23. und 43., indem dafelbft 
ſtillſchweigend vorausgeſetzt war, bag Feiner ber drei Punkte, und feine 
ber drei Geraden in unendlicher Entfernung fic) befinden, und ware 
blog ein Punkt unendlich entfernt, alfo zwei Gerade parallel, fo hatter 
fie auf der Verbindungsgeraden der beiden im Endlichen liegenden 
Punkte zwei Punkte, auger bem unendlich entfernten, alfo die Puntt- 
rethe mit allen Punkten gemein, was der Fall § 7. Lehrfak 37. 2) 
wieder wire. Der dort unter 4) angefiihrte Fall fann nur dann 
jtatthaben, wenn einer der beiden Punkte der unendlich entfernte ift, 
indem fonft die Syſteme eine Punktreihe mit allen Punkten gemein 
bitten. Iſt aber einer der beiden Punkte der unendliche und gwar 
gundchft a) berjenige, durch welchen die gweite fich felbft homologe Gerade 
nicht geht, haben alfo bie Shfteme einen Punkt F, und zwei burd =F 
gehenbde Gerade o, + gemein (vergl. Fig. T7b) und auf o den unendlid 
entfernten Punkt T, fo erhalt man, ba auch ber unendlich entfernte 
Punkt ber + fich felbft homolog ift, den fic aus 3) ergebenden bei 
affinen und ähnlichen Syſtemen möglicher Weife eintretenden Fall 
wieder. ft 8) derjenige Punkt ber unendlich entfernte, durch welchen 
bie gweite fic felbft homologe Gerade geht, haben alfo die Syſteme 
einen int Gnbdlichen liegenden Punkt M einer Geraben o und den une 
endlid) entfernten Durchſchnittspunkt T (vergl. Fig. T7d) einer gweiten 
fic felbft bomologen mit oc parallelen Geraden + gemein, fo haber 
fie auf Tegterer nad Lehrſatz 1. (diefes Paragraphen) noch -einen 
Punkt N gemein, alfo eine im Endlichen liegende Gerade (M—N), 
auf der zwei endlide Punkte, und da die Sbfteme affin oder ähnlich 
find, auc der unendliche fich felbft homolog iſt. Die Shfteme Hatten 
alfo bann eine Punftreibe mit allen Punften gemein, was fein meuer 
gall ijt, Es fommt alfo ber § 7. Lehrjak 37. 4) angefilhrte Fall 
für affine und ähnliche Syſteme gar nicht in Betraht. Der Fall 
5) fann ebenfalls nicht eintreten, ba, wenn affine oder ähnliche Syſteme 
mit einem Paar homologer Geraden gnfammenfallen, fie nah Lehr⸗ 
fag 1. allemal auf derfelben, wentgftens zwei Punkte, einen endlich 
und ben unendlid) entfernten gemein haben. Ebenſo fann der Fall 6) 
nicht eintreten, ba, wenn bie Syſteme einen Punt 2 und eine nicht 
durch ihn gebende Gerade o gemein Hatten, fie auf legterer nod einen 
endlich gelegenen Puntt M, alfo awh eine Gerade (L—-M) mit gwet 
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endliden Puntten 2, M, und bem unendlich entfernten, folglich die 
Punttreihe (©-M) mit allen Punkten gemein Hatten. Der Fall 7) 
endlich fann bei affinen Syſtemen vorfommen, bet ähnlichen aber, 
wegen Gebrjag 5. (diefes Paragraphen) nicht. Faffen wir alfo alles 
zufammen und berückfichtigen zugleich bie Lehrſätze 3., 5., 6. fo können 
wir bas Geſetz ausfprecen: 
7. Lehrſatz. Liegen gwei affine, oder zwei Ghnlid 
Syſteme in berfelben Ehene, fo finnen fie ; 

1) fid mit allen Punkten und allen Geraden vollftinbdig 
beden. § 7. Lehrſatz 37. 1); 

2) perfpectivifd (tegen. § 7. Lehrſatz 37. 2); 

3) einen Punft unb zwei durdh ifn gehenbe Gerabe a, 
tT und auf biefen, außer bem Durchſchnittspunkt 
nur nod die unendlid entfernten Punkte gemein 
haben. § 7. ebrfag 3. Tritt diefer Fall bei ähn— 
liden Syſtemen ein, fo ftehen die beiben fic felbft 
bomologen Gerabden o, r auf einander fenfredt. § 9. 
Lebrfag 6. 

4) einen in angebbarer Entfernung befindliden Punkt 
gemein haben, obne eine Gerade von angebbarer 
Ridtung gemein gu haben. § 9. Lehrfag 3. 

5) Affine Shfteme können aud) nod fo liegen, daß fie 
weber einen Bunft, nod eine Gerade gemein haben. 
§ 7. ebrfag 37. 7). Achulide Syſteme können nie 
fo liegen. § 9. Lebrfag 5. 

Es migen mm einige Anfgaben folgen, um bas Wefen der Colli⸗ 
neation recht deutlich zn machen. Der größeren Unfchaulichfeit wegen 
foll aberall eine beftimmte, in einem Syſtem enthaltene Figur, und 
zwar ein Biered oder Vierfeit gu Grunde gelegt werden *). 


8. Unfgabe. Gegeben etn ebenes Shftem L, und in 
bemfelben ein BViered ABCD; gefudt etn bem gegebe- 
nen collineares Syſtem IL in berfelben Ebene, und von 
folder Lage, daß das bem Biered ABCD homologe 
Biere€d ABCD’ mit per Seite (A’—-D’) oder o’ auf bie 
Seite (A-D) ober o fallt, daß aber in ber gemetnfamen 
Geraden (A-D) oder (A’—-D’) fein Baar homologer 
Punkte gufammenfalle. 


Auflöſung. Es verfteht fic nach § 7. Lehrſatz 30., daß beide 
Spfteme auch einen, irgendwo liegenden, Punkt gemein haben. Diefer 
Umftand bleibt jedoch bier ganz aufer Acht, da es gleichgültig ijt, wo 


— 


*) Die gu ben folgenden ſechs Anfgaben mdthigen Figuren wird ſich nach ben 
im Lert angegebenen Daten jeder leicht conſtruiren fnnen. Sie find man gezeichnet 
worden, um die Anzahl der Figuren nicht allzuſehr zu vergrößern. 
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biefer gemeinſchaftliche Punkt liegt; nur foll er nicht in einer der Eden 
A oder D des Biereds ABCD oder ABOD fid befinden. Sollte 
jufallig B nach B’ ober C nach C’ fallen, fo foll dieß nichts ang. 
machen; jedenfallé foll die Conftruction nicht in ber Abfidt ands 
geführt werden, dieß herbeizuführen. Dagegen foll die Richtung (A’—D’) 
mit ber Richtung (A—D) gufammenfallen. Die gemeinſchaftliche Gerade, 
auf ber alfo dte vier Bunfte A, D, A’, D’ liegen, mige durch o oder o’ 
bejeichnet werden. Wan verzeichne alfo ein beliebiges Syſtem, und 
nehme darin ixgend vier, nicht in derfelben Geraden liegende Punkte 
A, B, C, D, al8 Eden des gegebenen Vierecks an, oder nocd einfacher: 
Man conftruire ein beliebiges Viered ABCD und ziehe von irgend 
einem Punkte S berfelben Ebene die Strablen a, b, c, d begiiglid 
nad ben Eden A, B, C, D bes Vierecks; anf einem finften Strabl e 
nehme man einen gweiten Punkt 8 beliebig an, und verbinde ibn mit 
A, B, C, D bezũglich burd die Geraben a, 6, c, 3; bie Gerade (S—8) 
over (8—S) fann nun als ein Strahl fowohl des Strahlbüſchels 8, 
als des Büſchels 8 angefehen werden; es wird daher (§—S) ober e 
auch burch ¢ bezeichnet. Man benfe ſich nun vas Shſtem I. als 
bon ben Strahlbüſcheln S,abecd und 8,<becd erzeugt (f. § 6. Erklä⸗ 
rung 2.)*). Die Gerade alfo, auf per A und D liegen, heiße o 
oder o”. Die Durchſchnittspunkte (a°c), (b-c), (e°c), (cc), (d°c), 
(2), (6a), (o°e), (02), (20) Heipen besiglidh A, w,, ¢, ©, 
D, A, %,, ©, ©,, D. ever einem Punkte des erften Shjtems hoe 
mologe beS gweiten unb ebenfo jede einer Geraben bed erften Shftems 
homologe des gwelten werde auf dieſelbe Weife bezeichnet, und nur 
burd einen beigefitgten Strich unterfdieden. Es fommt nun zunächſt 
darauf an, zwei conforme Strahlbiifdel S’,a’b’e’c’d’ & 8,abecd, 8’,«'b’e'c’Y 
F 8xbeod gu conftruiven. Diefelben diirfen jedoch nicht gang beliebig 
fein, ba auf ber gemeinfamen Geraden o fein Punkt ein fich felbft 
homofoger fein foll. Nach § 4. Lehrfag 2. B) dürfen zunächſt die 
auf o vereinigten Punktreihen nicht entgegengefegt verlaufen, ba fie 
fonft nothwendig mit zwei Paaren bomologer Punlte auf einander 
fallen witrden. Um nun bas gweite Shftem fo zu confteniren, daß in 
ber Bhat fein Paar bomologer Punkte der o gufammenfallen fann, 
fege man zunächſt feft, bag die vereinigten Punktreihen einftimmig 
verlaufen. Man ſetze ferner willkürlich feft, daß irgend einer der 
Puntte ber o, 3. B. vw, derjenige Punkt fet, deffen Cntfernung von 
bem Gegenpunfte ber Reibe o,Awd,CD.... gleich ber Entfernung des 
homologen Punktes vd’, von dem Gegenpuntte der homologen Tuntte 
reife o, A’d’, CD”... fet. Man ftelle fic) alfo unter vd, den it § 3. 
Lehrſatz 9. mit G bezeichneten Punkt vor, nehme ferner einen Puntt R 
willlürlich als Gegenpuntt ber Punftreibe o,AVs,CD.... an, unter 


*) Der Strahl c foll, was übrigens gleichgültig, zwiſchen ben Sdhenteln des vor 
bund c,, ebenfo » zwiſchen ben Schenkeln bes von 6 und c eingeſchlofſenen fpigen 
Binkels liegend gedacht werden. | 
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bem man fic) alfo ben Punkt O des § 3. Lehrſatz 9. vorgufteflen 
hat, trage nad der anderen Sette von vw, etme beliebige Strecke 
aw P’ aber fo daß RP’ <2 Rvs,, alfo %, PY <v,R ift, ab, dente 
fic) unter P’ bas frühere Q’ 8 3. Lehrſatz 9., und made auf der 
Gtrede RP’ die Entfernung Ps’, = Rewd,, fo hat man fidh unter 
wh’ den am angefithrter Orte mit G’ begeichneten Punkt gu denfer. 
Zugleich ift vd’, der dem vb, Homologe Punkt des gweiten Softems, 
und nad § 4. Lebrfag 2. a) ¢) ijt die burch die bret Punkte 0,28’, 
P’, welche bezüglich homolog R, V,, co im Shftem I. find, beftinumte 
Punktreihe fo gelegen, bak in ber Chat fein Paar homologer Punkte 
zuſammenfallen fann. Man wable nun einen beltebigen, nur augerbalb 
ber o liegenden Bunkt 8’ als dem Punkt S homolog, ziehe (8’—w’, ) 
ober b’, (8’—P’) over p’ und burd 8 eine Barallele r’ gu o; ferner 
glehe man (S—R) over r, und durd 8 eine Parallele p yuo; fo 
muß Strablbifdel Sir’p’b’.... A Srpb.... fein. Es fommt num alfo nur 
barauf an, bie ben Strablen a, ©, c, d homologen a, ce’, c’, d’ gu 
finden. Zu bem Zwecke verfabre man folgendermafen. Man vers 
binde den Durchſchnittspunkt (p-p’) ober F mit (r. 1’) oder KR durd 
bie Gerade (—RK) oder m, die von r, a, b, ©, c, d bezüglich in K, 
Vie Wy, Zy, X,, YX, geſchnitten wird, nehme auf p’ einen beliebt- 
gen Punkt O an, ziehe (W,—0O), die ben Strahl b in “W’, trifft 
und dann (W’,—-A) oder n. Bon O aus projicire man A, V,, 
W,,4,,X,, Y, auf n nah A, V’,, W’,, Z',, X',, Y’,; fo ift nad 
8 2. Grilirng 7. Punttreihe mAV,W.Z, X,Y, A Strabloiitcel 
S,rabecd, zugleich aud Punktreihe n, RV! iW’, 2 \ Y’, A Punttrethe 
m&AV,W,Z,X,Y,, und alfo aud Punktreihe n,RV" W’ 2 kw Y, 
K StragloHcel Srabecd. Zieht man nun (S'-W’,), (S'—Z’,) 


men (V—V,) den Strahl «’ in V',, fo giehe man Af — Y,) ober 
88 
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bezüglich in V’., W’., Z’,, &,, Y. geſchnitten wird, und ziehe 
(8’—W’,) wb (8’—X’,) oder & und ¢, fo find dieß dte ben Strablen 
6 und o homologen. Denn e6 wird Strahlbüſchel 8'a'b’e’c'’ A Puntt- 
reihe «,V’, WZ’, XY. A wViW,Z2,X%,Y, A Strablbafcel 
8,abeod, Es find alfo jest die den Strablbiifdeln S,abecd und 8,abeed 
bes Syſtems J. Homologen Strahlbüſchel S'a’b’e’c'd’ und Saco — 
bes Syſtems II., und folglich dieſes felbjt vollftindtg beftimmt. Es 
iſt demnach (b’ -6) ber dam Puntt (b 6) oder B homologe B, (c’: ) 
ber bem Puntt (e o) oder C homologe O. Es find alſo die Eden A, 
B,C, D’ des gefuchten Vierecks befannt und bemnad bie Aufgabe geldft. 
Bill man Abrigens wiffen, wo der beiben Shftemen gemeinfame Suntt 
liegt, fo berfabre man, wie zum Beweiſe oon 8 7. Lehrſatz 30. ans 
gegeben wurde (vergl. Fig. 76a). 


9. Anfgabe. Gegeben ein ebenes Syſtem I. und in 
bemfelben ein Vierſeit abed; gefucdt ein bem gegebenen 
collineares Syſtem Il. in berfelben Ebene, und von 
folder Qage, daß das bem Bierfeit abcd homologe Viers 
feit avb’c’d’ mit ber Ede (a’’d’) oder 2X auf bie Ede 9 
ober & fällt, daß aber an bem gemeinfamen Punkte z 
fein Paar homologer Gerabder gufammenfallt. 


Anflsfung. Rad 8 7. Lehrfak 30. haben beide Shfteme aud 
eine Gerade gemein. Da diefelbe jedoch tein Strahl am gemeinſamen 
Punt F fein foll, mtb es nichts ausmachen fell, wenn etwa zufällig 
b nah b, oder e nah c fiele, fo tommt thre Lage bier nicht in 
Betracht. Man couftruire alfo ein beliebiges Bierfeit abcd, weldes 
bas gegebene fet, und ziehe dann gwet beltebige Gerade s und (, die 
Durchſchnittspunkte (s- a), (s°b), (8°), (8° 0), (8°) nenne man 
bezüglich A, B, E, C, D; dte Durchſchnittspuntte (¢° a), ((° b), ((° 3 
(°c), t d) nenne man bezüglich , W, C, ©, O, fo daß alſo 
und C identiſch find. Die Verbindungsgeraden (A—Z), (B—-Z), (E~ =~), 
(C-2), (D—2), (&—), (vo-Z), (€-Z), (C-Z), (®-Z) nenne man bee 
züglich «,6,,¢,c,,d,a8,6,,0,c,,d, Nun denfe man fic das Syſtem J. 
bon den Punktreihen s ABECD ub „AACOCO erzeugt. Es fommt 
mn alſo darauf an, zwei Punktreihen » ABE CD’; (A W/C'C'D’ von 
ſelcher Befchaffenheit zu finden, daß das von ihnen erzeugte Syſtem IT. 
den Punkt S mit dem Shftem I. gemein hat, daß alfo a’ und d’ ober 
(A’- &"), (D-O) fich in © ſchneiden, daß aber die in F ale Scheitel 
vereinigten homologen Strahlbüſchel keinen fich felbft homologen Strahl 
haben. Zunächſt ift aus § 4. Lehrſatz 2. Mar, daß die mit ihren 
Scheiteln in S vereinigten Strabhlbifcel einftimmig verlanfen miffen, 
ba fle fonft mit gwei homologen Strablen gufammenfielen. Damit 
aber nicht, was bod auch bet. einftimmig verlaufenden Strahlbüſcheln 
vortonrmen farm, ein oder zwei Paar homologer Strablen zuſammen⸗ 
fallen, fege man feft, daß einer der von E ausgebenden Strablen, 3. B. 
b, derjenige Strahl fet, deffen Wbftand von einem der Sehentel des 
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rechten Winkels im Strahlbüſchel = gleich bem Whftande bes homolo⸗ 
gen Strahlé vou dent nicht entfprechenden Schenlel des entſprechenden 
rechten Winkels im Strahlbiifdel LD’ fei. Man ftelle ſich alfo unter 6, 
ben in § 3. Lehrſatz 9. mit g begeichneten Strahl vor, nehme ferner 
einen Strahl r willfiirlich als einen ber Schenfel des rechten Winkels 
tm Büſchel & an, unter dem man fid alfo den Strahl a des § 3. 
Lehrſatz 9. vorguftellen hat, und trage nach ber anderen Seite von 6, 
einen beliebigen Winkel 8’, p’, nur << /6,r, denfe fich unter p’ das 
friihere t’ und made in bem BWinkelraume rp’ den Winkel p's’, — rb; 
fo hat man ſich unter 6’, bas frühere go’ gu benfen. Es tft alfo jetzt 
nad § 4, Lehrſatz 2. a) c) und § 3. Lehrſatz 12. ber bem Strabl- 
büſchel 2x6, P we» homologe Strahlbüſchel L'x’6’, p’.... ber Art beftimmt, 
bag im der Lhat fein Paar homologer Strablen gufammenfallen fann. 
Man waihle nun eine beliebige, nur nidt durch S gehende Gerabe oe’ 
alg ber Geraden s homolog, und beftimme ihre Durchſchnittspunkte 
(s’. 1’), (8’°8',), (& p’) ober RY, B’, P’; fo find diefe alſo homolog 
ben Punkten (s.r), (8°8,), (8° p) oder R, B, P auf s. Es tommt 
alfo darauf an, bie ben auf s Tiegenden Bunften A, E, C, D bomo- 
fogen auf a’ liegenden gu finden. Zu bem Ende ziehe man (P—P’) 
over p, (R—B’) ober v; ben Punkt (~-p) nenne man M. Nun giehe 
man (M—R), (M—A), (M—B), (M—-E), (M—-C), (M—-D), ober 
bezüglich &, V,, Wy, Zr Xi, Vy, und ziehe burch P’ eine beliebige 
Gerade u, beftimme ben Durchſchnittspunkt (w-w,) ober W,, giebe 
fobann (W ,—B, die den Strahl « in N fcbneidet und ziehe von N 
aus die Strablen v’,, w',,2,,X,,y, nach ben Durchſchnittspunkten 
V,, W,, Z;, X,, Y, der Stvablen v,, wy, 21, Xqy mit wu, fo 
ift Strablbijdel Mex, w,z,x,y, A Punktreihe sRABECD, aber 
aud Strahlbüſchel Nev’, w’,2’,x' ,y', A Strablbafdel Mev w,z,%,y1, 
alfo aud) Strablbifdel Nev’, w’,z/.x’,y’', A Puntteeibe oe RABECD. 
Sepneiden nun v’,, 2 ,,=%,,y, die s’ bezüglich in A’, EH’, C’, D, fo 
ift aud) Punttreihe s’A’B'C'D 7 s,ABECD. Man bat alfo jebt 
aud) bie Strablen a/,6,,¢,c’,,d’, und könnte ebenfo aud) 6, und o, 
finden. Man fann aber auch fo verfabren: ba ¢ durch ben Punkt F 
ber s gebt, mug ſ durch den Punkt E’ ber s’ gehen. Es werde alfo 
eine beliebige durch EH’ gehende Gerade als ſ angenommen, fo bat man 
alfo aud) ’, C, ©’, in (a), (f° 8), (f° d). Da nun A und & auf 
a, D und ® auf d fliegen, und beide fic) in 2 fchneiden, hier aber 
auch a’ und d’ fic) ſchneiden follen, fo mug der Durchſchnitt von (2— A’) 
mit (’ ber Punkt &’, ber Durchſchnitt von (2—D’) der Punkt & fein. 
Man giehe nun (@O—@’) und (C-C), die fich in WN fehneiden unb ziehe 
(.), (M- vb), (DIL—C),|(IL— ©), (M-O) oder v,, Wa, Ze Xar Yq 
und lege durch < eine beliebige Gerabe o, die von diefen Strablen beziige 
lid in V., W,,Z,,X%, Y, abe aids wird, fo wird o, V,W.Z,X.Y, 
A N,V WaZgXoVq A [pevsCOO, Man verbinde nun V, mit & durch 
eine Gerade v’,, die den Strahl y, in IG fchneidet und giehe (9G—-V,), 
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(X-W,), (%-Z,), (%-X,), (Se—-Y,) oder v',w 2.x ay,, ſo 
ift Strahlbifdel I0,v’,w'n2 x,y, A Wx ,WZ,X,7 A (WCCO, 
Sehneivet nun w’, bie ( in wW, x’, die f in &, fo ift auch Puntt 
teibe (kW F (hulCO, Es ift alfo das zweite Shftem 
voliftindig beftimmt. Demnach ift ee bie ber Geraden (B—vs) 
oder b homologe b’, (C’—€/), bie ber Geraden (C—©) ober c 
bomologe Gerate c’. Es find alfo a’, b’, c’, d’ bie Seiten bed ges 
fuchten Gierfeits und fomit ift bie Wufgabe geldft. Will man wiffen, 
wo die beiden Shftemen gemeinfame Gerade liegt, fo wende man 
baffelbe Verfahren an, welches gebraucht ward, den Lehrjag 30. in 
§ 7. gu beweifen (vergl. Fig. 76d). 


10. Aufgabe. Gegeben ein ebenes Syſtem I. und in 
bemfelben ein Viered ABCD; gefudt ein bem gegebenen 
collineares Syſtem Il. in berfelben Chene und von folder 
Lage, bag bas bem Biered ABCD bhomologe BViered 
ABCD’ mit ber Geite (A’—D’ oder o’ auf die Seite 
(A-D) oder o fallt, und dag in ber gemeinfamen Gee 
raben o ein Paar homologer Punkte A und A’, auger 
biefem aber fein gweites, gufammenfallt. 


Wufldfung. Man verzeichne das Viered ABCD, nehme, wie 
bet Aufgabe 8., zwei beliebige Bunfte S und $ an, und conftruicve die 
Strabhlbifdel S,abecd, 8,28, Da min auf o aufer A und A’ fein 
Paar Homologer Punkte gufamenfallen foll, fo nehme man A (oder 
A’) als ben Punft G (in § 3. Lehrſatz 9) an, trage nad links und 
rechts bie Streden AR — AP’, übrigens beliebig grog, ab, und febe 
R und P’ als die Gegenpunfte (CO und Q’ in § 3. Lehrſatz 9.) an. 
Indem man fih dieß Shftem aus Strahlbüſcheln S,abecd; $,abecd 
erzeugt denft, ziehe man (S—R) und durch S ben Strahl p parallel 
a; ferner nehme man etnen beliebigen Punkt S’ als bem g honiolog 
an, ziehe (S'- A), welches ber bem a homologe Strahl a’ fein mug, 
und ziehe ferner (S’- P’) oder p’ und durch 8’ ben Strabl r’ parallel c. 
Man verbinde ferner die Durchſchnittspunkte S und AK von bezüglich 
p und p’, r und r’, durch dte Gerade m, fo dag (wenn gleichbezeichnete 
Punkte und Gerade gleide Bedeutung haben wie in Aufgabe 8) Puntt- 
reihe m,V,W,Z,X,Y, A Strahlbüſchel S,abecd wird, ziehe von 
V, eine Gerade durch einen beliebigen Bunkt O der p’, die ben Strahl a’ 
in V’, tvifft, verbinde V', mit R durch die Gerade n und projicire 
pie Punktreihe m,V,W,2,X,Y, auf n, fo bag die Bunftreihe 
n,V’, W’,Z', X,Y’, entftebt, und ziehe (S’- W’,), (S’-Z’,), &’-X’,), 

— Gira fo find dieß bie Strablen b’ oe’ c’ d’ und (co b’), (ce), 
fe ce), (c°d’) bezüglich die Punfte vs’, C, ©',, D’. Denn es iſt 

trahlbüſchel S'a’b’e’c’d’p’r’ A Punftreihe n,V’, W',Z’, X', Y',UR 
(wenn U der Durefgnittepuntt von n mit p’ ift) A Punttreige 
m,V,W,Z,X,Y,2AK Strablbiifdel S,abecdpr. Auf e nehme mar 
willfirlid 8° an, fo find (8’— A’) over (8’- A), (8 —€’), (8 —D’) bes 
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zuglich bie Strahlen «, «, %, die übrigen, & und c beftimme man, 
wie bei ber Aufldfung der Aufgabe 8. 

11. Aufgabe. Gegeben ein ebenes Shftem L, und 
in dbemfelben cin Viered ABCD; gefudt ein dem geges 
benen collineares Syſtem Il. in derſelben Ebene und. 
von folder Lage, daß bas bem BViered ABCD homologe 
Biered A'B'CD’ mit ver Seite (A’-D’) ober o’ auf die 
Seite (A—D) ober co Fallt, ohne dak auf ber gemein: 
famen Geraden o ein Paar homologer Punkte vereinigt 
find; eS follen aber die Edpunfte B und B’ augerbalb « 
zufammenfallen. 

Aufldfung. Man nehme wieder, wie bet Wufldjung der Auf: 
gabe 8., W, auf o als ben Punkt G an, nehme beiderfeits von %, 
zwei Punfte R und P’ beliebig, nur fo dag RP’< 2Rv,, alfo Ps 
< Rvs, ift, made Prt’, = Rvds,, und fehe vd’, als ben bem Puntt 
Vw, bomologen an. Der Punkt S’ fann hier nicht mehr fo ganz be 
fiebtg gewählt werden. Denn, ba B ein gemeinfcaftlider Punkt beider 
Syſteme fein foll, vs’, bem vd,, alfo (B—W’,) ber Geraden (B—%,) 
homolog ift, und S anf (B—%S,) fiegt, fo mug S’ auf (B-W’,) - 
Angenommen werden; im Uebrigen aber ijt es beliebig, svelden Punft 
ber (B—W’,) man als 8 wablt. Mun verfahre man, um vie Strablen 
a’,e’, c,d’ zu beftimmen, wie in Aufgabe 8. Da $ auf e liegt, mug 
aud 8’ auf e fich befinden, ba aber 6’, jegt durch B geben stuf und 
durch dieſen Strahl per Puult vw’, auf oc angegeben wird, fo folgt, 
bag 8’ nicht, wie frither, beliebig angenommen werden barf, indem ed 
fonft vorfommen könnte, daß ber Punkt vd’,, den mau erhält, wenn 
man ben Durchſchnitt von (A’-D’%) mit (8’-B) ſucht, nidt ber For 
derung: Punktreihe o,¥b’, ACD’ A c,d, ACD geniigte, wie es dod 
in collinearen Gyftemen fein mug. Um zu bewirfen, bak dieß ftatt 
babe, giehe wan (S—v¥,) oder b,, welde die Gerade m in W, 
ſchneidet, projicire W, auf n nady W’, und ziehe (S’-W’,) oder 
b’,, fo ift viefe Gerade bomolog b, und alfo der fo gefundene Punt 
(b’, °c) der bem Punkt 8, homologe vs’,. Nun giehe man (0, — B), 
die ben Strahl e fdueivet. Diefer Durchſchnittspunkt dev (W“, —B) 
mi e mung der Punkt 8’ fein. Vou vem Strahlbüſchel 8/06’? 
fennt man jegt «’, 6, ¢’, dd. Um aud nocd co gu finden, ziehe mau 
(Y,—Z,) oder w, wenn Y, ber Durchſchnitt (0° 2), Z, ber Durch⸗ 
fduitt (ce) ift, fo bag bie Punktreihe w,V,W,Z,X,Y. A Strabls 
büſchel Sabecd entiteht. Auf e nehme man einen beliebigen Punkt Y 
an und ziehe Strablen burd die Punkte V,, W., Z,, X,, Yo 
Schneidet nun (M—W.,) ben Strahl 6 in W’, (man hatte auch wie 
bei Aufgabe 8. den Durchſchnittspunkt von (O-V.) mit «’ anwenden 
können), fo giehe man (W’,—Y,) ober w und projicire von Maus 

2 W,, Z,, X,, Y, auf » nah V’,, W’,, Z’,, X’,, Yor und 
ziehe (8'— X’,), fo ift dieſes der geſuchte Strabl o’, und alfo ift die 
Aufgabe geldit. 
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12. Aufgabe. Gegeben ein ebenes Syſtem L und 
in bemfelben ein Biered ABCD; gefudt ein bem gege- 
benen colltneares Ghftem IT. tn berfelben Ehene und 
von folder Lage, daß das bem Viered ABCD homologe 
Siered ABCD’ mit der Seite (A —D’) oder co’ auf dte 
Seite (A—D) ober oc, und mit ber Geite (A’—B’) onder 
tr auf bie Geite (A-B) oder +, und gugleth mit dem 
Punkt (o' +s’) ober A’ auf ben Punkt (o'r) ober A, und 
mit bem Punkt D’ auf den Punkt D fällt. 

Wnfldfung. Nehmen wir an, dak auf o die Wufeinanderfolge 
ber Homologen Punlte einftimmig fein. foll (nach § 4. Lehrſatz 2. 6) 
finnte fie, ba auf o zwei Punkte fich felbft homolog fein follen, auch 
entgegengefegt fein), fo trage man anf o etne beliebige Strede AR 
fints von A und DP’ = AR rechts von D auf, nach § 4. Lehr⸗ 
fag 2. a) a), ferner trage man auf 7 nad beiden Seiten von A die 
ibrigens beltebige Strede AX = AP ab nach § 4. Lehrfay 2. a) b), 
ziehe (S—RK), welche bie d in P ſchneidet, ferner gtehe man durch 
eine Parallele gu (M B) oder +, und begeichne ihren Durchſchnitt 
mit d burd II, durch P ziehe man weiter eine ebenfalls zu (A-B) 
ober + parallele Gerade und bann (11-2), welche diefe durch P gu rz 
parallel gezogene Gerade in L fchneibet, und ziehe (2—R), welche 
bier in KR’ trifft, lege burch A eine gu (A—D) over co parallele 
Gerade und ſchneide diefelbe mittelft der Verbindungsgeraden (Z—D) - 
in 8, fo tft diefer Punkt bem Punkt S bes Shftems I. homolog. 
Denn zieht man (J-E), welche die c in TI’ fchnetdet und bezeichnet 
(S-R) burd) cv, 8- R) durch r, (S—A) durch a, (S—D) durd d, 
‘Sm durch p, eine durch S’ parallel gu + gezogene Gerabe, welche 
Me o in PB’ fcbnetdet, burd ve, (S—R’) durch xr’, (S—A) durch a’, 
(S-D) burd d, (S'-IT) durch p’, (Z—P) rurd v,, (©—-RK) durd 
r,,(S~A) burd a,, (2—D) durch d,, welches alfo diefelbe Gerade be- 
zeichnet, wie d’, (2-2) durch p,, fo ift Strahlbüſchel Fx ,r,a,d,p, pers 
fpectivife) mit Strablbiifdel S,xradp fiir o als Ure, alfo Strablbitfdel 
Ursa sdypy A Srradp. Zugleich ift Strahlbifdel Zr r,a,dyp, pers 
ſpectiviſch mit Strablbiifdel Sx radp fiir r als Are, alfo Strahlbüſchel 
r17,8,4,p, AS vradp; folglich Strahlbüſchel S,xr'adp A Sradp 
umd alfo Gunttreihe o,Po ADIT A o,PRADI und Sunttreibe 
TOR AYP’ KR rRR, AY oo, wenn Y" dev Ourdhfchnittspuntt (d’* 7), 
Y ber Punkt (d-7), A, der Punt (r-7) iſt. Gs ift alfo R der 
cine Gegenpuntt ber auf oc vereinigten Punttreihen, P’ ber andere; 
umd in ber Chat geht, wenn man durdh =F eine Parallele p yuo 
sieht, welche die + in & trifft, und © mit S’ durch bie Gerade (S' —#) 
verbindet, diefe letztere durch P’, Denn in ten Dreieden RRA und 
RIE verhält ſich RA: AE = RA: TE; fehnitte nun (8’—F) die c 
in einem von P’ verfdjtederen Buntte P’, fo verbielte fid) in den 
Dreiefen PAP” und PRS’: RA: KRE = SP’: SP = DP": =F. 
Gs müßte alfo fic verhalten RA: 2 —= DP’: 2F oder es mußte 
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fen RA = DP”; mm ijt aber nad) der Conftruction fon DP’ — RA, 
alfo mug P’ mit P’ gufammenfallen. Die übrigen Punkte anf c, 
. B. S’,, und Strahlen an S’ finden fic) nun folgendermafen: Es 
ſoll die Gonftruction nur fiir die Auffindnng von ©’, gezeigt werden. 
Man giehe (L—S,) ober c,, welche die + in T trifft, fo ijt Strahl 
büſchel Zr,r,c,d,p, perfpectivifd) mit Strablbiifdel S,xredp fir c 
als Ure; zugleich ift auch Strahlbüſchel Ze r,c,d,p, perfpectivifd 
mit Strahlbüſchel Sixvred’p’ fir + als Axe, wenn ec’ die Verbindungs- 
gerade von S mit (c, 7) oder I ift, folglih Strahlbüſchel S,erede 
F Sx'r'c'd’p’, und alfo Punktreihe o,PRC,DM A o,P’ ol’, DIT, 
wenn mit ©’, ber Punk (c'-c) bezeichnet wird. Es ift daber ©’, 
ber dem Punkt ©, Homologe. Anf gleiche Weife finden fich auch die 
fibrigen Bunfte und Strahlen vs’, und b’, vd’, und b,, ¢’ und e’ 
(oder ¢), ©, und c’,, wenn mit c, diejenige Gerade bes erjften 
Syſtems bezeichnet wird, dieS mit ©, verbindet. Der Durchſchnitts⸗ 
puntt B’ bes Strahls b’ mit + ift nun bem Punkt B homolog. Hat 
man nun ben dem Punkt wd, auf o Homologen Punt vw’, (ebenfe 
wie ©’,) gefunden, fo ift (vs,—B’) homolog (13, -B) oder 6, es ift 
alfo (vd’, —B’) ber Strahl 6, ber Durchſchnitt von 6’ mit e’ ift ber 
Punkt 8’, (8’—A) ift ber Strahl a’, (8’—D) ift 2, (8’-©’,) (wenn 
©’, ebenfo beftimmt ift wie ©’,) ift o, mithin bas’ Syſtem LL. und 
bas geſuchte Biered gefunden. Daß Abrigens in den bet A entftehenden, 
mit ihren Gcheiteln auf einander fallenden homologen Strahlbüſcheln 
A,car.... und A,ca’r... auger o und o’, + und 2 fein Baar homo⸗ 
loger Strahlen gufammenfallen fann, davon iiberzeugt man fic) leicht. 
Denn, fiele nur now ein Paar homologer Strahlen gufammen, fo 
müßten nad § 4. Lehrſatz 1. alle gufammenfallen. Es Laffen ſich aber 
(vergl. Beweis gu § 7. Lehrjak 33. Fig. 770) jedenfalle ein Baar 
homologer Strablen m nnd m’ angeben, die, da jetzt AR nicht gleich 
AP’ (oder in Rig. T7c. ZR nicht gleich 28) ijt, nicht zuſammen⸗ 
fallen können. Es fann dieß alfo auch bet feinem anderen, auger o 
und + ber Fall fein. 


13. Wufgabe. Gegeben ein ebenes Syſtem L, unb 
in bemfelben ein Viered ABCD; gefucdt ein bem gege- 
benen collineares Syſtem II. in dberfelben Ebene, und 
‘bon folder Lage, bag bas bem BViered ABCD hHomologe 
Biercd ABCD mit drei feiner Eden A’, BY, C, auf die 
hHomologen Eden A, B, C, und mit ben Gerabden (A’—D) 

. obdera’, (A-B) oder 7, (B/-D) oder p' anf die homologen 
Geraben (A~D) ober c, (AB) oder +, (B-D) over p 
fallt, bag aber kein anderes Baar homologer Punfte 
auf biefen Gerabden gufammenfaltt. 


Auflöſ ung. Man nehme, wenn die vereinigten Punktreihen 
einſtimmig verlaufen ſollen, R und & auf (A-D) und (A- B) be- 
lieblg, nur außerhalb ber Strecken AD, AB an, ziehe (S—A), welche 
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bie (AD). in P trifft, lege durch P eine Parallele 3u (A—B) ober z, 
und ſchneide fie burd) die Verbindungsgerade (S—B) in ¥, beftimme 
ſodann ben Durchſchnittspunkt KR’ ber (2—R) mit +, ziehe durd K’ 
eine Parallele gu d, und fdneide fie burd (SD) in 8, fo ift 8’ 
ber dem Bunkt S homologe bes Spyftems II. Denn es ift unter 
Peibehaltung derſelben Bezeichnung, wie bet der vorigen Aufgabe 
wenn man nod außerdem (2—B) ober (L- vd,) durch b, bezeichnet, 
Strahlbüſchel Zr, r,a,b,d, perfpectivife mit Strahlbüſchel S,rabd 
fir o al8 Axe, und zugleich perfpectivifd mit Strahlbüſchel S’,x’r'a’b’d’ 
fir + als Axe, alfo Strahlbüſchel S'x’r’a’b’d’ A S,rrabd. Es iſt alfo 
aud Punktreihe c,P’co Avy’, DA c,PRAWD und Punttreibe 1,00 A’ABY’ 
A TAR, ABY. Alfo ift R ein Gegenpuntt der auf co, KR ein Ge 
genpunkt ber anf 7 vereinigten homologen Punktreihen. Wie die Abri- 
gen Bunfte ber o und Strablen des Biifchels S’ gefunden werden, foll 
mr an einem Punkt ©’, und dem zugehörigen Strahl c’ gezeigt wer⸗ 
det. Man giehe (L-&,) oder c,, welche die + in I’ trifft, und 
ean ober c’, fo ift Strahlbüſchel Zx,r,b,c,d, perfpectivife mit 
wrbed fiir o als Axe und zugleich perfpectivifd mit Se'r'b’c'd’ für + 
alg Axe, alfo aud) Strahlbüſchel 8’x’'r’b’c’d’ A S,xrbed, alfo ift c’ ho⸗ 
melog c, und wenn man (c’*o) durch ©’, bezeichnet, ©’, homolog ©,. 
Ghenfo beftimmen fic) die fibrigen Punkte der o und die übrigen 
Strahlen an 8’. Da nun B ein gemeinfamer Punt iſt, fo ift der 
Durchſchnittspunkt von (vb’, —B) oder 6’ mit e’ (ober ⸗) der Punt 8, 
-A) ift «’, (&-B) ift 6, (8’-©’,) ift ¢, (8’-D) ift o%. Es if 
alfo das zweite Syſtem vollftindig beftimmt, und fomit aud bas gee 
ſuchte Vierek A’B’C'D’ gefunden, und auf c, 7, p find homologe 
Punttreiben, und in A, B, D homologe Puntte vereinigt. 

Man fieht, wie die Anzahl der möglichen Aufldfungen immer 
fleiner wird, je mehr Elemente gufammenfallen follen. Sollten alle 
vier Punkte A, B, C, D und A’, BY, C’, D’, und alfo anc alle 
bier Seiten (A—B), (B—C), (C-D), (D— A) und (A’—B’, (B’- C4, 
C’-D’), (D’— A’) 3ufammenfallen, fo gabe es nur eine L3fung, das 
wftem IL. müßte dann bem Syſtem I. völlig congruent fein und fid 
mit ihm decken, nad § 7. Lebrfag 17. Sollten finf Punkte, von de— 
nen feine bret in einer Geraden liegen, oder fünf Gerade, von denen 
feine drei durch einen Punkt gingen, 3ufammenfallen, fo müßte dies 
entweder ſchon in dem vorigen Falle eintreten, wo die Shfteme cone 
gtuent find, ober die Löſung ift unmöglich. 

Gin befonders bemerfenswerther Umftand tritt dann ein, went 
jwei Syſteme bret Punkte und drei Punftrethen gemein haben, tnd 
bon den Punktreihen, oder von ben gemeinfamen Strahlbüſcheln, beren 
Sheitel in den drei fich felbft homologen Punkte liegen, zwei involue 
toriſch (ſ. § 4. Erklärung 4) liegen. Es feien zunächſt a) Fig. 97. a. 
A,B,C over A’, B’, C’ die vrei ſich felbft homologen Buntte, a, b, c, 
oder a’, b’, oc” bie fich felbft homologen Geraden, und gwar follen dte 
anf b oder b’, und c oder c’ vereinigtes Homologen Punbktreihen mit 
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ihren Gegenpuntten auf einander fallen, alſo nad § 4. Erklaͤrung 4 
involutoriſch liegen. Da dies mit zwei Punktreihen b und c der Fall 
ift, ber Durchſchnittspunkt (b-c) oder A oder A’ alfo ſowohl in den 
auf b als in ben anf c vereinigten Punktreihen ein fic) felbjt homo⸗ 
foger, oder ein Hauptpunft der Involution (f. § 4. Erflarung 3.) iſt, 
einjtimmig verlaufende involutoriſche Punktreihen aber nie etnen Haupt- 
puntt haben könuen nad § 4. Lehrſatz 7.; fo folgt, dag fie entgegen- 
gefegt verlaufen und alfo nach demſelben Lehrfag nod) einen Haupt- 
puntt haben und zwar miiffen dieß die Punkte B (oder B) und C 
(oder C’) fein, da fie ein Paar fich felbft homologer Puntte auf b und c 
find. Nad § 4. Lehrſatz 10. muß nun, tvenn ein Punt D ver Ge- 
raden c im Syſtem I. anf einen Punft EH’ ber auf c liegenden 
Geraden c’ des Syftems IT. fallt, ver dem Punkt EH’ homologe Punkt E 
bes Syſtems I. mit dem Punkt D’ ves Syſtems II. gufammenfallen. 
Gbenfo mug, wenn auf b ein Punkt F des Syſtems J. mit einem 
Punkte G’ bes Syſtems IL. gufammenfallt, auch G mit FY gufammens 
fallen. Zieht man nun eine Gerade (D’— F’) oder d’ im Syſtem V., 
welche bie gemeinfame Gerade (B—C) oder a in K’ trifft, und zieht 
dann bon bem bem D’ zugeordneten Bunkte KE’ ber Gnvolution auf eo’ 
pie Gerabe (E’—K’) oder oe’, fo muß dieſe die b’ in dem dem EY jue 
geordneten Punkte G’ der Ynvolution auf b’ treffen. Denn, da A’, B’, 
bie Hauptpuntte auf b’ find, fo mug ber bem F’ gugeordnete Punkt G’ 
fo fiegen, baf Bunktrethe b’.A/E’B’G’ harmoniſch ift, nach § 4. Lehr. 
fag 15. Heift aun der noch unbefannte Punkt, in dem die e’ die b’ 
febneibet, X’, fo mug im vollftdndigen Vierſeit b’e’d’e’ auch Punktreihe 
b’ AF BX’ harmonifh fein, nad § 3. Lehrfag 17.3 alfo mug X’ mit 
G’ jufammenfallen. Es liegt alfo der Durchſchnittspunkt (d’-e) ober 
K’ ber Geraden (D’— F’) und (E’- G’) auf a, Beftimmen wir aun den 
vem Bunft K’ homologen, K, im Syſtem I. Vermöge der Gnvolution 
auf c mug ber dem Bunft D’ homologe D nad E’, vermdge der In⸗ 
volution auf b mu ber dem Punkt EF’ homologe nach G’ fallen. GB fallt 
alfo (E’—G’) ober e’ im Ghftem II. mit ver Geraden (D- F) oder 
d im Syſtem I. gufammen. Ebenſo fallt der dem Puntt H’ bomologe E 
nad D’, der vem Punkt G’ homologe G nach FY, es fallt alfo D’—F) 
oder d’ im Syſtem I. mit ber Geraden (E—G) oder e im Spftem L 
gufammen. Folglich ift der Punkt (d’-e’) gugleih ber Bunkt (e-d) 
ober (d-e), bd. h. der bem Punkt K’ homologe des erjten Syſtems 
K, fallt mit thm zuſammen, oder K (oder K’) ift ein fich felbft bo- 
mologer Punt. Da aber K auf a fich befindet, und auf diefer aud 
nod) B und C ſich felbft bomologe Punkte find, fo folgt, dag beive 
Syſteme die homologen Punttreiben a,BKC.... und a BKC’... mit 
allen Bunften gemein baben (nach § 4. Lehrſatz 1.) und alfo fiir a 
als Axe perſpectiviſch liegen, nach § 7. Erflirung 38. und Lebrfag 26. 
und gwar muff ber Punft A, ba er ein fich felbft Homologer ijt, und 
nicht auf ber Uxe liegt, bas Centrum ber perfpectivifden Colfineation 
fein nad § 8. Lehrſatz 3. Iſt nun k ein beliebiger Collineations- 
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frabl, und M, 3. B. der Durchſchnittspunkt bon (D—G) ober a mit k, 
ingend ein Punkt ves erften Shftems, fo mug nach § 8. Lehrſatz 6. 
oud der homologe Punkt M’ auf k fich befinden. Es muß aber M’ 
zugleich ber Durchſchnitt von (D’- G’) ober 8’ mit k fein. Sit ebenfo 
N ober der Durchfdnitt bon (E—F) oder ¢ mit k ein gweiter Puntt des 
erften Shftems, fo mug aud N’ auf k fliegen, und zugleich der Durch⸗ 
ſchnitt bon t mit k fein. Wegen ber Ynvolution der Bunftreiben auf 
ren Geraden b und c aber. fallt, wenn in D ber Bunft EY, in G 
ter Punkt EF’ des zweiten Shftems liegt, ber Punkt D’ nak E, G’ 
nod F. Es find alfo in s dte Geraden s bes erften Ghftems, v’ des 
jweiten, in t bie Geraben t Yes erften, 8’ bes zweiten Syſtems ver- 
einigt. Es ift baber (k-s) oder M jugleid) (k >t’) oder N’, (k°t) 
over N zugleich (k° 8’) oder M’; ein Gleiches findet mit allen anderen 
vunktpaaren des Strahls k ftatt. Fällt irgend ein Punkt R des 
Syſtems I. mit einem Punkte Q’ bes Syſtems WW. gufammen, fo fallt 
Q nad R’. Es find alfo aud) die anf bem Gollineationsftrah{ k ver. 
einigten Homologen Punttreihen in involutorifder Lage nad § 4. Lehre 
fog 10. Gin Gleiches gilt von fedem anderen Collineationsftrahl, und 
folglich muß, wenn irgend eit Punkt M des Syftems I. mit einem 
Puntte N’ des Shftems IT. zuſammenfällt, auch M’ mit N und wenn 
itgend eine Gerade s bes Syſtems I. mit einer Geraden t des Ste 
ftems IT. gufammenfallt, aud s’ mit t gufammenfallen. Es feien 6) 
big. OTb., a,b, c ober a’, b’, c’ die bret fic felbft bemologen Gera- 
ben, A, B, C ober A’, B’, C’ bie bret fich felbjt homologen Puntte, 
mb gwar follen bie an B ober B’ und C over C’ al8 Scheiteln vere 
cinigten Strahlbüſchel mit den nicht entfprechenden Strahlen ber ent. 
fprecenden rechten Winkel auf einander fallen, alfo nach § 4. Erkla- 
ting 4. involutorifd (legen. Es ergiebt fic) burch Anwendung dere 
felben Gage, die bei den Punktreihen angewenbdet wurden, bag die ins 
volntoriſchen Strahlbüſchel entgegengefegt verlaufen, alfo zwei Haupt- 
ſtrahlen haben, und a und b an B, a und c an C die Hauptftrablen 
find. Nach bem Begriffe der Involution mug, wenn ein von C aus⸗ 
gehender Strahl d des Shftems I. mit einem Strahl e’ des Syftems IT. 
zuſammenfällt, aud d’ nach e fallen; ebenfo muf, wenn ein von B 
ausgebender Strahl f mit g’ jufammenfallt, aud f’ mit g zuſammen⸗ 
fallen. Liegt nun ein Punft (d’-f’) oder D’ bes Syſtems II. auf 
bem Strahl k’ des gemetnfamen Punkts (b:c) ober A, und verbindet 
man ben Durchſchnittspunkt von k’ und bem zugeordneten Strabl e’, alfo 
ben Punkt (e’ +k’) oder EH’ mit B durd eine Gerade x’, fo muß diefe 
ber bem Strahl £’ gugeorbnete harmonifche Strahl g’ ves Büſchels B’ 
fim. Denn nach § 4. Lebrfak 15. mug B’a’f’b’g’, und nad § 3. 
Lehrfag 17. im Viereck B’CD'E’ Strahlbüſchel B’,a'f’b’x’ harmoniſch 
fein; alfo tft x’ mit g’ identiſch. Es geht alfo die Verdbindungsgerade 
(D’-E’) over k’ ber Punkte (d’-f’) und (e’* g’) durch A’. Beftime 
men wir mun die ber Gerabden k’ homologe k; fo mu wegen der 
Gnvolution an C ber dem Strahl d’ homologe d nad eo’, wegen ber 
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Involution an B ber bem Strahl f’ homologe nad g fallen. Es 
fallt alfo (e’* g’) oder HE’ mit ce oder D zuſammen, und ebenfo 
(d’- f’) oder D’ mit (e: g) oder E. Alſo ift (D’—E’) zugleich (E—-D) 
oder (D—E), oder k falit mit k’ gufammen. Es ift alfo ber Strahl k 
ein fich felbjt homologer. Die Shfteme haben alfo, da ein Gleiches 
ſchon mit b und c ber Fall ijt, einen Strahlbiifdel mit allen Strah- 
len gemein, und liegen alfo fiir A als Centrum perfpectivijh; ba B 
und C ebenfalls ein Baar fich felbft Homologe, von A verfcbiedene 
Punkte find, fo mug nah § 8. Lehrfak 3. (B-C) ober a die Are 
fein. Iſt nun K eit beliebiger Collineationspuntt und m 3. B. die 
Verbindungsgerade von (d°g) ober S mit K irgend eine Gerabe des 
Syſtems I; fo mug aud) m’ burd K gehen und gwar die Verbin- 
dungsgerade von (d’* g’) oder S’ mit K fein. Iſt ebenfo n die Ber 
binbungégerade von (e'f) oder T mit K, fo mug aud n’ durd K 
gehen und bie Berbindungsgerade von (e':f") over T’ mit K fein. 
Wegen ber Involution an B und C aber fallt, wenn in d ver Strahl e’, 
in g der Strabl f’ des gweiten Syftems liegt, auc) d’ nad e, g’ nad f. 
G8 find alfo in S bie Punkte S des erften und T’ des zweiten Shftems 
vereinigt, in T bie Punkte T des erften und S’ des zweiten Syſtems. 
Es ift daher (K—S) oder m zugleich (K—T’) oder n’, und (K-T) 
oder n zugleich (K—S’) ober m’. Gin Gleiches findet mit allen 
Strahlenpaaren des Strahlbüſchels K, und ebenfo in allen anderen 
Strahlbüſcheln, deren Scheitel ein Collineationspunkt ijt, ftatt. Folglid 
mug, wenn irgend eine Gerade m des Syftems I. mit einer Geraden n, 
bes Syſtems I. gufammenfallt, auc m’ mit n, und, wenn irgend em 
Punk S ves Syftems I. mit einem Punkte T’ des Softems DT. yw 
fammenfallt, aud S’ mit T jufammenfallen. Man erbalt alfo den 


14. Lehrſatz. Befinden fid 
zwei collineare Syſteme in 
perfelben Ebene und in fol- 
mer Lage, daß fie mit drei 
homologen Bunften A, B, C 
und dret homologen Geraden 
a, b, c der Urt auf einander 
fallen, bag bie auf zweien, 
bundc, biefer Geraden ver- 
einigten bomologen Punkt— 
rethen involutoriſch Liegen; 
fo befinben ſich bie Syſteme 
fic (bsc) ober A als Cen— 
trum und (B—C) ober a al8 
Are in perfpectivifder Lage 
und außerdem tritt ber cha— 
rakteriſtiſche Fall cin, daß, 


14. Lehrſatz. Befinden ſich 
zwei collineare Syſteme in 
derſelben Ebene und in ſol— 
cher Lage, daß ſie mit drei 
homologen Geraden a, b, c 
und drei homologen Punkten 
A, B, Cher Art auf einander 
fallen, daß die an zweien, 

| B uud C, dieſer Punkte vers 
einigten homologen Strahl— 
büſchel involutoriſch liegen, 
ſo befinden ſich die Syſteme 
für (B-0) ober a als Axe 
und (bee) oder A als Cen— 
trum in perſpectiviſcher 
Lage und augerdem tritt ber 
charakteriſtiſche Fall ein, 


wenn irgend ein Punkt M| dag, wenn irgend eine Ge- 
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oder irgend eine ®erabe a | rabe m ober irgend ein Puntt 
bes erften Syſtems, mit be- S des erften Syſtems mit 
jiglid) irgend einem Punkt bezüglich irgend einer Ge- 
N’ ober irgend einer Gera- raden n’ oder irgend einem 
ben t des gweiten Syſtems Punkt TY des gweiten Sh 
jufammenfallt, and ftets die | ſtems gufammenfallt, aud 
homologen Clemente, der ftets bie homologen Glee 
Bunft N ober bie Gerabde t/] mente, bie Gerade n ober 
des erften Shftems mit be-| der Punft T des erften Sh— 
siglid bem Punkt M’ ober | ftems mit bezüglich der Ge- 
ber Geraden s’ bes gweiten| raben m’ ober dem Punt 8 
Syftems  gufammenfallen. | bes zweiten SHftems jue 
Big. 97a. fammenfallen. ig. 97b. 


Das ganz dhnliche Verhalten der Shfteme in diefem Falle mit 
bem von Grunbgebilden, bie mit ben Gegenpunften oder den nicht 
entſprechenden Strablen der entfpredjenden rechten Winkel zuſammen⸗ 
fallen (f. § 4. Lehrſatz 10., 11., 12.), beftimmt uns, aud) diefen bes 
nonnten Fall, der bei Syſtemen eintreten fann, mit einem ähnlichen 
Ramen gu belegen. 


15. Erklärung. Haben zwei ebene collineare Shfteme 
eine ſolche Lage, daß, wenn irgend ein Punkt M bes 
erſten mit einem Punkt N’ des zweiten zuſammenfällt, 
allemal aud ber dem erſten homologe Punkt M’ des 
jweiten mit bem bem gweiten hHomologen Buntt N bes 
erjten gufammenfallt, und daß, wenn irgend eine Ges 
rabe m bes erjten mit einer Geraden nm’ des gweiten gus 
fammenfallt, allemal aud die der erften bomologe Gee 
tabe m’ bes zweiten mit der ber gweiten bomologen 
Geraden n bes erften gufammenfallt; (Fig. 97a, 97P)., 
fo fagt man: ,bie Syfteme liegen: „involntoriſch“. oder: 
fie bilben eine ,,.Snvolution”. Bisweilen faßt man wohl 
aud beide Syſteme zuſammen als eins auf, und nennt 
fie ,ein involutorifdhes Syſtem“, worunter man fid 
alfo zwei vereinigte vorguftellen bat. 

Gn Figur 97a. und 97. fahen wir, dak die Syfteme zugleich 
perſpectiviſch lagen; e8 fragt fid), ob dieß allemal bei involutorifd 
liegenden Ghftemen ber Fall fein mug. Es feien alfo Fig. 97a. 
zwei Syſteme involutorifd gelegen, fo tft ber Bunk A offenbar fic 
felbft Homolog, ba fic) die Geraden (D—E) und (F—G) bier ſchneiden 
umd (F-G) mit (D—-E), (D’-E’) mit (F-G) jufammenfallt, alfo 
ud A’ in A liegt. Ebenſo ift P oder ver Durchſchnitt von (D—-G 
und (E-F) fich felbft homolog, ba (E’—F’) mit (D—G), (D’-G 
mit (D- F) zuſammenfällt; ebenfo ift K alé Durchſchnitt von (D—F) 
wd (E—-G) ober (E’-G’) und (D’—F’) , ſich felbft homolog, alfo 
(P-K) ober a eine fich felbft bomologe Gerade beider Softee, 
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Da trun in b und o zwei homologe Panttreihen veretwigt find, fo ift amd 
(b* a) und (ca) fic felbft Homolog, alfo find auf a zwei Punktreihen 
mit allen Punkten vereinigt, und ba A nicht anf a liegt, ift ed das 
Collineationécentrum nach § 8. Lehrſatz 3. Vertauſcht man die grofen 
Budftaben mit den fleinen, die Worte: „Punkt“ mit ,,Gerade” und 
umgefehrt, „Punktreihe“ mit „Strahlbüſchel“, „Durchſchnitt“ mit ,,Ber- 
bindungégerade”, fo iiberzeugt man fic) von bemfelben Gefege an Fig. 
97Tb. Man fieht alfo: 


16. Lehrſatz. Liegen gwei SHfteme involutorifd, 

fo fliegen fie immer aud zugleich perfpectivifd. 
17. Erklärung. OerSGdeitel | 17. Erklärung. Die Rid- 
A bes, beiden involutorifd | tung a ber, beiden involuto— 


liegenden Syſtemen, gemein- rif liegenden Syſtemen, 
ſchaftlichen Strahlbüſchels gemeinſchaftlichen Punkt— 
A,bke.... heißt bas „Involu⸗ reihe a,BKC.... heißt die 


tionsceutrum“. Jeder Strahl 
a, k, c bes, beiden involuto— 
riſch liegenden Syſtemen, ges 
meinſchaftlichen Strahlbü— 
ſchels A,bke.... heißt: Invoe reihe a,.BKC.... heißt „Invo⸗ 
(ntionsftrahl”. Fig. 974. Intionspunft’. Fig. 97b. 

Da zwei involutoriſch liegende Syſteme immer zugleich perfpec- 
tiviſch liegen, alſo auf jedem Collineationsſtrahl 3. B. b in Fig. 97a. 
zwei Punkte ſich ſelbſt homolog ſind, nämlich das Involutionscentrum 
und ber auf dem Strahle liegende Involutionspunkt, da ferner auf 
jedem Involutionsſtrahl ein Paar involntorifce Punktreihen liegen nad 
§ 4. Lehrſatz 11., fo folgt, bag bas Involutionscentrum und ber In⸗ 
voluttonspuntt Hanptpuntte ber Involution auf dieſem Gnvolutionéftrahl 
find nad § 4. Erflirung 3. Ferner ift jerer Ynvolutionspuntt, 3. B. B, 
Vig. 97b., ber Seheitel zweier Homologer Strahlbüſchel, in benen zwei 
Strablen fic) felbft homolog find, nämlich die Involutionsaxe und der 
vom Ynvolutionspuntt burd das Centrum gehende Snvolutionsftrahl! ; 
ba ferner nad) § 4. Lehrſatz 11. an jedem Involutionspunkt ein Baar 
involutorifhe Strahlbüſchel ltegen, fo folgt, bak bie Involutionsaxe und 
ber Ynvolutionsftrahl Hauptftrablen ber Involution im Strahlbüſchel 
B find, nad § 4. Grfldrung 3. Ferner verlaufen nach § 4. Lehrſatz 7. 
fowohl die Punktreihen (Fig. 97a.) als bie Strahlbüſchel (Fig. 97 b.) 
enitgegengefest. ‘Man bat alfo der: 

18. Lehrſatz. Liegen zwei 
ebene collineare Syſteme 


, suvolutionsare’. Jeder Punkt 
B, K,C ber, beibden tnvoluto- 
riſch liegenden Syſtemen, 
gemeinſchaftlichen Punkt— 


18. Lehrſatz. Liegen zwei 
ebene collineare Syſteme 











involutoriſch, ſo liegen auf 
jedem Involutionsſträhl zwei 
entgegengeſetzt verlaufende 


involutoriſch, ſo liegen an 
jedem Involutionspunkt zwei 
entgegengeſetzt verlaufende 


involutoriſche Punktreihen, involutorifhe Strahlbüſchel, 
deren Hauptpunkte das Fue! deren Hauptſtrahlen bie In— 
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volutionScentrum und ber | voluttongare unbd ble Bere 
Durdhfdnittspunft bes In- bindungsgerade des Invo— 
volutionsftrabls mit ber Yu- | Cutionspuntts mit dem Yn- 
volutionsare tft. bolutionscentrum iff 


Nad § 4. Lehrſatz 15. wird alfo, ba die Punttreife 3. B. AMLM’ 
ves involutoriſch ift, bie Etrede MM’ von A und L harmonifc ge. 
theilt, Gig. 97 a.; ebenfo wird in Fig. O7b. der Winkel mm’ von a 
und J harmoniſch getheilt; dieß gilt fiir jeden Involutionsſtrahl und 
fir jeden Qnvolutionspuntt, fiir jedes Paar homologer Puntte und 
fir jedes Baar homologer Gerader. Wird umgelehrt bei zwei pers 
ſpectiviſch liegenden collinearen Syſtemen die Strecle zwiſchen jeden 
zwei Homologen Punften auf jedem Collineationsftrahl vom Collineas 
tionscentrum und Gollineationspuntt harmoniſch getheilt, fo liegen die 
Spfteme involutorifdh. Denn find 3. B. F und FY Fig. 974. zwei 
‘homologe Punkte, und will man denjenigen Punkt G’ finden, der dem 
Puntt G bes erften Shftemé homolog ift, welder in EY liegt, fo bes 
ftimmt fich, ba G’ anf demfelben Gollineationsftrahl wie G liegen 
mug, und homologe Punkte homologer Gerader in collinearen Syſtemen 
conforme Punktreihen bilden miiffen, bie Lage bes Punts G’ durch 
bie Bedingung: Punltreibe bAEVBG’ A b,AFBG. Nun liegt G in 
F; es ift alſo bAFBG harmoniſch, da FE’ nad der Vorausſetzung 
von A und B barmonifd getheilt wird; alfo mug and b,BEYAG’ 
barmonifd fein. Der bem Punkt EY gugeordnete harmoniſche ijt aber 
nad der Vorausfegung F; alfo muß G’ mit F aufammenfallen. Fällt 
alfo G nah EF’ fo Fait G’ nach F und fo überall, alfo liegen die 
Softeme involutorifh. Chenfo überzeugt man fid an Sig. 97b., dak 
baffelbe ftatt findet, wenn bet zwei perſpectiviſch liegenden Syſtemen 
ber von jedem Paar homologer Geraden eingeſchloſſene Winkel vor 
ber Gollineationsaze und dem Collineationsftrahl harmoniſch getheilt 
wird. Wo: 


19. Lehrſatz. Liegen zwei 19. Lehrſatz. Liegen zwet 
ebene Syſteme involutoriſch, ebene Syſteme involutoriſch, 
fo wird bie bon jedem Paar | fo wird der von jedem Paar 
bomologer Punfte auf irs | homologer Geraderanirgend 
gendeinem Involutionsſtrahl einem Fuodolutionspuntt etr- 
begrengte Strede vom Invo⸗ geſchloſſene Winkel von der 
lutionScentrum und dem Involutionsare undder Vers 
Dur@fanittspuntt bes In- bindungsgeraden bes Invo— 
volutionsftrables mit ber | lutionSpuntts mit bem In— 
Involutionsaxe harmoniſch volutionseentrum harmo— 
getheilt und umgekehrt: niſchgetheilt und umgekehrt: 

20. Lehrſatz. Liegen zwei 20. Lehrſatz. Liegen zwei 
collineare Syſteme perfpece | collineare Syſteme perfpece 
tinifd, und wird die von ire | tivifm, und wird ber vor 
gend einem Paar hHomologer | irgend einem Paar homolo⸗ 
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Punkte begrengte Strede 
vom Collineationscentrum 
und bem Durchſchnittspunkt 
pes Collineationsſtrahls mit 
per Collineationsaxe har— 
moniſch getheilt, und findet 
dieß auf allen Collineations— 
ſtrahlen ſtatt, ſo liegen die 
Syſteme zugleich involuto— 


riſch. 
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ger Gerabder ecingefdloffene 
Winkel von ver Collinea- 
tionsaxe unb ber Verbin— 
bungSgeradeu des Collinea- 
tionspunfts mit bem Colli— 
neationscentrum harmoniſch 
getheilt, und finbdet dieB an 
allen GolLlineationspunften 
ftatt, fo fliegen die SHfteme 
zugleich tnvolutorifd. 


Diefer Sak führt zugleich zur Lsfung der 
21. Aufgabe. Zwei collineare involutorifd lie— 
genbde ebene Syſteme gu conftruiren. 


Aunfldfung. a) Man jiehe zwei beliebige, fich in A ſchneidende 
Gerabe b, c und nehme auf thnen je etnen Punkt B und C willfiir- 
fic an, und giehe (B—C), Fig. 97a. Nun nehme man auf c einen 
beliebigen Punkt D an, und beftimme einen Punt D’ fo, bag Punt. 
reihe c,ADCD’ barmonifd tft. Dann nehme man auf c nod) einen 
Puntt, 3. B. Q an, und beftimme Q’ fo, bak c,AQCQ’ harmonifd ift, 
ebentfo mache man 3. B. c ARCR’, c, ASC’ etc. harmoniſch, fo ift nad 
8 4. Lehrfatz 17. Punttreihe c ADQRCRQD’ involutoriſch, ebenfo 
c,ADQSCS’Q’D’, desgleichen c,AQRSCSRQ’ etc. b. h. es ft 
c ADQRCR'Q’D’ 1 ¢AD'QO'RCRQD; ¢c,ADQSCS'Q’D’ A c,AD’ 
Q’S’'CSQD; ¢AQRSCSR’Q’ A cAQ'RS’CSRQ etc.; alfo and 
nad § 2. Lerrfag 11. und Lehrſatz 12. cc ADQRSCSRQD’ A cA 
DQPS'CSRQD etc. Man erhalt alfo auf diefe Weife auf c zwei 
involutoriſch liegende Punktreihen. Diefelbe Conftruction wenbde man 
auf ben Strahl b an; nun nehme man in D einen Buntt E’ des 
zweiten Shftems, und ben thm homologen EB des erften in D’ an etc., 
ebenfo bet der Punktreihe auf b; giehe C—-F), (D—G), (E—-G) ete., 
fo erhalt man zwei involutorifd liegende Syſteme nach Lehrſatz 14. 
und Erklärung 15. 

Auflöſung. 8) Man nehme zwei beliebige, auf a liegende Punkte 
B, C an Fig. 97b., und verfahre mit Geraden und Strahlbüſcheln 
wie in Aufldfung a) mit Punkten und Punktrethen. ; 

Sind nun ferner ein Paar Shfteme in involutorifcher Lage fir 
bas Jnvolutionscentrum Z, und die Involutionsaxe d, Fig. 98. und 
ift auf einem Involutionsſtrahl a der Punkt M der Gegenpunft des 
erften Syſtems, fo ijt ber ibm homologe Punkt des gweiten Softens, 
in oo. Nach Lehrſatz 19. muß nun, wenn A der auf bem Snvolus 
tionéftrabl « liegende Involutionspunkt ift, Punktreihe a,DMAco harmo- 


nif, alfo = 1, alfo 2M = AM fein und folglich mug, ba invo⸗ 


lutoriſche Syſteme nach Lehrfag 18. und § 8. Erflirung 7. fic in 
entgegengejegt perfpectivifder Lage befinden und nach § 8. Lehrſatz 12. 
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bie Gegenagen zwiſchen Z und o tegen, M bie Witte von TA fein; 
ud nad § 8. Lehrſatz 11 muß, dba DM = AN’ ift, wenn N’ den 
Durchſchnittspunkt ver Gegenaxen des zweiten Shftems mit a bedentet, 
N’ ebenfalls in bie Mtitte bon TA, und mit M gufammen fallen. Da 
num beide Gegenaren parallel ber Involutionsaxe find nad § 8. Lehr⸗ 
fag 10.5; und beide burch ben Mittelpunkt von LA geben, fo miiffen 
fie gufammenfallen. €8 geht alfo auf jedem Guvolutionsftrabl die 
gemeinfame Gegenaxe durd ben Mittelpunft der von den Hauptpunks 
ten ber involutorifcyen Punttreihen eingefdloffenen Strecke, alfo nad 
§ 4. Grfldrung 5. durch den Centralpunft der anf jedem Involutions⸗ 
ſtrahl ftatt babenden Involution. Fallen umgelehrt in zwei perfpectte 
viſch liegenden Shftemen bie Gegenagen gufammen, fo folgt aus § 8. 
Lehrſatz 10., daß fie in entgegengefegt perfpectivifcher Lage fein miiffen, 
md aus § 8. Lehrſatz 12., daß die Gegenaren gwifden F und o lie 
gen, und fodann aus § 8. Lehrſatz 10., dag bie gemeinfame Gegenare 
bie Streden LA, TB etc. balbiren mug. Gind nun A und A’ irgend 
ein Baar Homologer Punkte ber beiden Shfteme, fo muß alfo fein 
Punttreibe c,SMAA A c,D 00 A’A; alfo nad § 2. Erklärung 5. und 
ZA IM fA’ Lo SA SM EA’ 





§ 1. Lehrſatz 9. AA ° AM — AA’ : Kes. ober KA °AM * Aa”? ober, 
=M ; . SAW. SA’ 
da ay == 1 ift, weil M die Mitte von TA ift: = WG Es wird 


alfo bie Strede AA’ von = und A bharmonifd getheilt; und ebenfo 
jeve andere von gwei homologen Punkten eingefdloffene. Nach Lehre 
fog 20. fiud alfo die Syſteme in Gnvolutionslage. Man erhält alfo 
bie Sage: 


22. Lehrſatz. Liegen zwei ebene Shfteme involuto- 
tifh, fo fallen betdbe Gegenaren jufammen, und geben 
bird bie Mittelpuntte ber vom Fuvolutionscentrum 
und den Ynvolutionspunften auf allen Involutions— 
ftrablen gebilbeten Gtreden, bd. h. burd bie Central. 
punfte der anf allen Suvolutionsftrablen involutoriſch 
ELSenveR bomologen Punktreihen Fig. 98. und’ umge- 
ebrt. 


23. Lehrſatz. Fallen in gwei perfpectivifd liegen- 
ben ebenen Syſtemen die Gegenazen zuſammen, fo lies 
gen bie Shfteme gugleih involutorifd. 


. Fallen alfo, wenn man ebene coflineare Shfteme nach ber Methode, 
bie in § 8. Unfgabe 16. Aufldfung angegeben ift, tn perfpectivifde 
Lage bringt, ble Gegenaxen im Endliden*) gufammen, fo ltegen die 





) Denn lagen beibe Gegenaren im Unenbliden, fo wären bie Syfteme per- 
fpectiotidh ahnlich 
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Syſteme zugleich involutoriſch. — Endlich ergtebt fidh aus Fig. 97a. und 
O7b.; bah in zwei invokutoriſchen Syftemen, wenn man zwei Paar 
hemoleger Punfte D, D’; F, EY wedfelfeitig verbindet, auch der 
Durchſchnittspunkt K der Verbindungsgeraden ber nidt homologen 
Puntte auf der Gnvolutionsaze fliegen muh. iegt umgefebrt in zwei 
perfpectivifc liegenden Syſtemen auch ber Durchſchnittspunkt K der 
Berbindungégeraden (D—-E), (D’'—F’) auf der Collineationéaze, fo 
folgt nah 3 8. Lehrſatz 17., dak Punktreihe bAFBE’; co, ADCD’ 
harmoniſch iſt. Tritt alfo ber Fall, dah ver Durchſchnittspunkt ber 
Perbindungsgeraden gweter nicht homologen Punkte auf der Collinea⸗ 
tlonéare liegt, auf allen Collineationsftrablen ein, fo folgt aus Lehr⸗ 


fag 20., daß bie Syſteme involutorifd ltegen. 


Ganz analoge Schlüſſe 


lafſen fice an fig. OT b. machen, fo daß man fagen fann: 


24, Lebrfak. Berbindet 
man in gwet involutorifd 
fiegenbden ebenen Syſtemen 
zwei Baar homologe Punkte 
durch feds Gerabe, fo liegt 
aud ber Durchſchnittspunkt 
ber Geraden, welde die nit 
Bomologen Punkte verbin- 
ben, auf ber Yuvolutions- 
are, und dieß gilt von allen 
Paaren Homologer Punkte; 
und umgefebrt: 


2b. Lehrſatz. Liegen gwei 
ebene collineare Syſteme 
perfpectivifd und liegt, wenn 
man irgend zwei Paar hos 
mologer Puulte durch ſechs 
Gerade verbindet, allemal 
auch ber Durchſchnittspunkt 
der Geraden, welche die nicht 
homologen Punkte verbinden, 
auf ber Collineationsaxe; 
foliegen die Syſteme zugleich 
involutoriſch. 


24. Lehrſatz. Sucht man 
in zwei involutovifd liegens 
benebenen Syſtemen biefedhs 
Durchſchnittspunkte von zwei 
Paar homologen Geraden, 
ſo geht auch die Berbindungs— 
gerade der Punkte, in denen 


ſich die nicht homologen 
Geraden ſchneiden, durch 
das Involutionscentrum, 


und dieß gilt von allen Paaren 
homologer Gerader; und um— 
gekehrt: 


25. Lehrſatz. Liegen zwei 
ebene collineare Syſteme 
perfpecttvifd und geht, wenn 
manallefehs Durchſchnitts— 
puntte irgend zweier Paare 
homologer Geraber fudt, 
allemal aud die Berbin- 
bungsgerabde der Punkte, in 
benen ſich bie nidt homo— 
logen Geraden faneiden, 


burd bas Collineationscen: 
trum; fo liegen bie Syfteme 


zugleich involutorifd. 


§ 10. 
Projectiviſche Lage ber ebenen Syfteme. 


Ueber diefen Gall ift, feiner großen Allgemeinheit wegen, nur 
wenig gu fagen. Es (aft fich zunächſt nur ein bem in § 5. Sebrfag 2. 
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ermibuten Gefege analeges aufftellen. Denn liegen zwei Shſteme 
projectivifh (ſ. § 7. Erklaͤrung 38.) in derfelben Ebene, Fig. 734., 
fo läßt fic fogleich ein drittes finden, welches mit jedem dex beiden 
Syſteme perfpectivifd liegt. Oenn find s und s’, ¢ uno (’ ein Paar 
homologe Gerabde, und Punktreihe s,ACBE.... A 8, A’CBE’...., 
(MoOUC .... A fb Oads/'C’...., fo branudt man nur ans s ACBE..., 
und (/,%'OW'C’...., oder ans sA’C'B’EH’.... und (Ode... als ere 
jeugenden Grundgebifoen ein drittes Syſtem gu conftruirven nad 8 7. 
Anfgabe 12. Anflöſung 1. a), fo ift jedes der fo erhaltenen Syſteme 
3. B. vas ats s,ACBE und f(b'O'C’ conftruirte collinear jedem 
ber beiden gegebene, wie am angeführten Orte bewiefen wurde, und 
bat zugleich mit dem erften die Punktreihe auf s, mit ber zweiten die 
anf f° gemein, liegt alfo mit beiden perfpectivifd nad § 7. Lehrſatz 26. 
und Erklärung 38.; ober auch, wenn Fig. 73 b. Strablbafdel S,ache.... 
A S/a’cd'e’...., 8,n28e A 8’ a8’ in zwei collinearen Syftemen ift, 
conftruire man nad § 7. Aufgabe 12. Aufldjung 2. a) entweder ans 
den Strahlbüſcheln Sache... und 8/028’ ..., oder aus S’,a’c’b’e’... 
und S,ade.... als erzeugenden Grundgebilben ein drittes, fo ift jedes 
ber fo erbaltenen mit jedem ber beiden erfien collinear und hat mit jeden 
einen Strahlbüſchel gemein, liegt alfo nah § 7. Lehrfak 26. und Er⸗ 
Harung 38. perſpectiviſch. Dian fieht fogleid, bag man auf diefe 
Weiſe unziblig viele Syſteme von ber verlangten Befchaffenhett und 
Lage bilden fann. Alſo: 


1, Qebrfag. Liegen zwei collinenre Shfteme in bers 
felben Ebene projectivifd, fo laſſen fim frets beliebig 
viele britte Syſteme conftruiren, beren jebes fedem ber 
beiden erfteren collinear und mit ibmin perſpectiviſcher 
Lage befindlich tft. 


Gs mögen nur vod ein Paar, nidt uur fiir bie projectiviſche, 
fonbern auc) fiir bie perfpectivifde und conjectivifdhe Lage giiltiger 
Geſetze erwahut werden, die in den folgenden gwei Kapiteln vou Wich⸗ 
tigkeit find. 

Gefeyt, man hatte in bem einen vou zwei collinearen Syſtemen 
vig. 99. durch Verbindung ynendlich vieler Durchſchnittspunkte eine 
Curve BUOAA conjtruirt, und fuchte gu jedem ihrer Bunfte den 
homologen, fo erhielte man offenbar auch wieder unendlich viele Puntte 
und burch Verbindung derfelben eine ber Curve bes erſten Syſtems 
homologe Figur; es fragt fic, was dieß fiir eine fein werde. Es ift 
leicht gu feben, dag dieß wieder eine Gurve fein mug. Denn, wenn 
db, ©, th; ch’, C', vb’ irgend bret homologe Punfte, und , ©, Vb 
Puntte ber Curve des erften Shftems find, die ict auf derfelben Gee 
raben fiegen, fo folgt, daß auch ©’ nicht mit &’ wb vw’ auf dere 
felben Geraden (’—vd") ober ¢’ liegen fann, weil fonft nad § 7. 
Lehrſatz 14. and) © auf (%—vs) ober ¢ legen mite, was gegen bie 
Vorausfegung ijt. Man ſieht alfo alfgemein: 
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2. Lehrfag. Sind zwei ebene Sbhfteme etnander 
collinear, fo iſt einer Curve des erften Syſtems eine 
Curve des gweiten homolog. Fig. 99. 


Ferner fieht man fogleid, ba jedem Curvenpunkt des erften ein 
Curvenpuntt im gweiten homolog ijt, aber aud) mur einer nad § 7. 
Lehrſatz 13., und ba dies auc) mit homologen Geraden der Fall ift: 


3. Lehrſatz. Sind in zwei 5. Lehrſatz. Sind in zwei 
ebenencollinearen Syſtemen ebenen collinearen Shyſte— 
gwei homologe Curben vers | men gwei homologe Curven 
zeichnet, ſo iſt jeder Secante(, verzeidnet, fo ift jeder Zane 
per Curve im erften Syſtem | gente r ber Curve im erften 
eine Gecante (’ ber Curve Syſtem eine Tangente r ber 
im gweiten Shftem homolog. | Curve im zweiten Syſtem 
Big. 99. homolog. Fig. 99. 
Denn berührt 3. B. die Gerade r die Curve des erften Syſtems in 
U, fo muß der dem Bunkt U bomologe Curvenpunft U! auf r’ liegen, 
nach Lehrſatz 2. und § 7. Lehrſatz 14. Läge aber auf vr’ nod ein 
Punkt V’ ber Curve bes zweiten Shftems, fo miifte auch anf r nod 
ein Punkt V ber Curve des erften Syſtems liegen, nad Lehrſatz 2. 
und § 7. Lehrfag 14., was gegen die BVorausfegung ift. Es muß 
alfo r’ einen Punkt der Curve treffen, fann aber nur einen enthalten, 
und ift baber Tangente. Ferner folgt fofort ebenfo: 


4. Lehrſatz. Gind in zwei 
ebenen collinearen Syſte— 
men gwet bomologe Curven 
verzeichnet, und wird irgend 
eine Gerabe pin ber Ebene 
des erften Syſtems von ber 
Curve bes erften Shftems in 
n Sunften M, N, Q, .... gee 
{nitten, fo wird aud bie 
bomologe Gerade p’ in ber 
Ebene des zweiten Syſtems 
bon der homologen Curve 
bes zweiten Shftems in 
ebenfo viel, —— 
ten M’, N’, Q’.. 

Fig. 99. 
Sagt man nun fur; *) 

6. Erklärung. Cine ebene 

Curve, die von einer Gera- 


. gefdnitten. HAP n, — 





4. Lehrfatz. Sind tn zwei 
ebenen collinearen Syſtemen 
zwei homologe Curven ver— 
zeichnet, und können von 
irgend einem Punkt P der 
Ebene des erſten Syſtems 
an die Curve des erſten Shs 
ftems n Tangenten m, n, q, 
. gelegt werden, fo Finnen 
aud von bem bhomologen 
Punkte PY ver Ehene ves 
zweiten Shftems an die Curve 
bes zweiten Shftems ebenfo 
biel, nämlich n Tangenten 
.. gelegt werden. 


5. Erfldrung. Cine ebene 


Curve, au weldhe von einem 


*) Vergl. Steiner: „Eyſtematiſche Entwickelung ber Abhängigkeit —— 


—— von einander“. 
Lage“. Seite 82. 


Seite 149. Vergl. and von Staudt: „Geometrie ber 
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verfelben Ehene Hidftens in | Punfte berfelben Ebene 
nPuntten gefdnitten werden | höchſtens n Tangenten gelegt 
faun, heiße eine „ebene Curve | werden fdnnen, heiße ,eine 
nter Ordnung“. ebene Gurve nter Rlaffe. 


fo folgt aus Lehrſatz 4. ſogleich: 


6. Lehrfag. Sind in zwei 6. Lehrſatz. Sind in zwei 
ebenencollinearen © hftemen | ebenen collinearen Syſtemen 
zwei Homologe Curven vers | gwet homologe Curven vere 
zeichnet, und ijt dte beserften | zeichnet, und tft die des erften 
Syſtems eine ebene Curve | Shftems eine ebene Curve 
nter Ordnung, fo ift aud | nter Klaffe, fo ift aud dite 
bie bomologe bes zweiten homologe bes zweiten Shs 
Syſtems eine ebene Curve | ftems eine ebene Curve nter 
nter Ordnung. Kaffe. 


Ans § 7. Erklärung 19. folgt ferner, bag, wenn eine Curve K 
bie Gegenaxe m, Fig. 100a., ihres Syſtems beriihrt, die homologe K’ 
einen, aber auch, nad § 7. Lehrſatz 13., nur einen eingigen Punkt im 
Unendlichen Hat, daß alfo ein unendlich entfernter Punkt bes zweiten 
Syſtems ein Curvenpunft tft, und dag alfo die Curve mit einem Aſte 
in bas Unendliche verlinft, und bag, wenn dite Curve bes erfter Sy⸗ 
ftem8 bie Gegenaxe deffelbe in zwei Punften fchneibet, Fig. 100b., 
bie homologe Curve mit gwet Bunften im Unendlichen liegt und durch 
bie unendlich entfernte Gerabde in gwet Theile getheilt wird und mit 
jwet Aeſten in bas Unendliche verläuft; bag endlich, wenn die Curve 
res erjten Syſtems gefchloffen tft, alfo feinen unendlich entfernten 
Puukt hat und die Gegenaxe m in feinem Punkte trifft, Fig. 100c., 
aud bie Curve bes zweiten Shftems geſchloſſen fein mug, und dte 
Gegenaxe p’ nicht treffen fann, weil fonft die bes erften einen unend- 
lid entfernten Punkt hatte. Man ſieht alfo: 


7. Lehrſatz. Sind in gwet ebenen collinearen Gb. 
ftemen zwei homologe Curven verzeidnet, und tft dte 
des erften Syſtems eine gefdloffene, und trifft fle dite 
Gegenare m des erften Ghftems nist; fo ift aud dte 
bomologe des zweiten Shftems gefdloffen, und trifft 
bie Gegenare p’ des zweiten Shftems nit, Fig. 100c; 
beriibrt bie bes erften Syſtems bie Gegenare m, fo vers 
läuft die bes zweiten Syſtems mit einem Afte in bas 
Unendliche, Fig. 100a; fdneidet die des erften Gh ftems 
bie Gegenare m in zwei Punkten, fo verlduft bie bes 
jweiten Syſtems mit zwei Aeften in das Unendlide 
vig. LOOb. 
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Kap. IT. 
Eigenſchaften der Kegelſchnitte im Allgemeinen. 


811. 
Entwickelung der Kegelſchnitte. 


Vielleicht hat der Leſer ſchon bemerkt, daß im erſten Kapitel eine 
fich aufdrängende Frage noch nicht erledigt iſt. Ihre Erörterung und 
Beantwortung iſt deshalb verſchoben worden, theils weil dazu die Sätze 
bes zweiten Kapitels nothwendig find, theils weil fie gu einem befone 
deren, in ſich abgeſchloſſenen Abſchnitt führt. 

Liegen nämlich ein Paar conforme Punktreihen perſpectiviſch, ſo 
weiß man, daß die Projectionsſtrahlen d. h. die Verbindungsgeraden 
entſprechender Punkte ſämmtlich durch einen und denſelben Punkt gehen; 
liegen ein Paar conforme Punktreihen conjectiviſch, ſo weiß man, daß 
die Projectionsſtrahlen in einer und derſelben Geraden liegen, nämlich 
in derjenigen, auf welcher beide Punktreihen liegen; man weiß aber 
nod nicht, welches Geſetz fiir die Projectionsſtrahlen (ſ. § 5. Erklä⸗ 
rung 1.) gilt, wenn die conformen Punktreihen projectiviſch liegen. 
Ebenſo weiß man, dag, wenn ein Baar conformer Strahlbüſchel per⸗ 
fpectivifd liegen, die Brojectiouspuntte, d. h. die Durchſchnittspunkte 
entjpredender Strablen auf einer und derfelben Geraden fliegen; liegen 
ein Paar conformer Strahlbüſchel conjectivifcd, fo weiß man, daß die 
Projectionspuntte in einem und demfelben Punkte liegen, nämlich in 
bemjenigen, in weldem die Scheitel beider Strahlbüſchel fich befinden; 
man weiß aber noc) nicdt, welded Gefeg fiir die Projectionspuntte 
(fj. § 5. Erklärung 1.) gilt, wenn die conformen Strahlbüſchel pro- 
jectiviſch liegen. Es ijt far, dag im letzteren Falle bie Projections 


puntte anf irgend einer Curve liegen werden, die, ba die Strabhlbiifdel 


nicht ganz beliebig, fondern einem beftimmten (dem Conformitité:) 
Geſetz unterworfen find, ebenfalls geſetzmäßig und nicht willkürlich ge 
bildet tft. Gm erſteren Falle wird man, namentlid aud im Hinblid 
auf bie Analogte zwiſchen Curvenpuntt und Curventangente, bie fich in 
§ 10. herausgeſtellt hat, ſchließen, daß die Brojectionsftrablen cine, 
nad einem beftimmten Gefeg gebiloete Curve beriifren werben. Wir 
ftelfen ung daber alé Aufgabe die Beantwortung der Frage: 


Welche Curve wird vow den Welche Curve wird von ben 
Projectionsftrablen projectivifd lies | Projectionspuntten projectivifd lie 
gender conformer Bunftreifen, als | gender conformer Strablbiifdel, 
von Langenten, beriihrt? als von Curvenpunften, gebildet? 


„Zunächſt habe wir eine boppelte Lage der Grundgebilde, ale 
möglich, gu unterſcheiden. Zwei conforme, in derfelben Ebene projecti- 
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vif liegende Punktreihen s.APBCTD uns oA) BCTD’ nimlig 
fiegen jebenfallS fo, bag in ihrem Durchſchnittspunkt (8° 8’) zwei nidt 
entipredjende Punkte, 3. B. P und T’ vereinigt find, weil fie, wenn fie 
mit einem Paare entfprecdender Punkte gufammen fielen, nag § 3. 
Lehrſatz 2. 6. perſpectiviſch lägen. Es Fann jedoch dieſe Lage eine dop⸗ 
pelte ſein; entweder nämlich eine ſolche, daß, wenn man, Fig. 101 a., 
vie eine Gerade, z. B. s' um ben Durchſchnittspunkt (s-s) als Cen⸗ 
trum, fo herumdreht, daß bie ben Punkten P, T, die in (a+ 8’) vere 
einigt find, entfprechenden Punkte, P’, T auf verfdiedene Seiten 
von (8° 8’) fallen, die Punktreihen dann auf s einjtimmig verlaufen; 
ober fie fdnnen fo liegen, dag unter gleiden Bedingungen, bie Puntt. 
reihen Dann entgegengefegt verlaufen, Fig. 101 b. Desgleichen fallen bet 
zwei conformen, in derfelben Ehene projectivifd liegenden Strahlbüſcheln 
Sapbetd, S’,a'p’b’c’t’d’, in ber Verbindungsgeraden (S—8’) ber Scheitel 
jwet nicht Homologe Strablen, 3. B. p und t’ zuſammen, weil fte fonft 
nah § 3. Lehrſatz 2. 8. perfpectivifch lagen. Diefe Lage kann jedoch 
fo fein, bag, wenn man den Scheitel des einen Strahlbüſchels, 3. B. 
S’ auf ber Verbindungsgeraden (S—S’) nach bem anderen Scheitel 8 
bin ridden, und endlid) mit ihm gufammenfaflen ligt, die bann an § 
vereinigten Strahlbüſchel entwebder einftimmig, Fig. 101c., ober ents 


gegengeſetzt, Fig. 101d. verlaufen. 
einander zu halten, ſetzen wir feſt: 


1. Erklärung. Wenn zwei 
in derſelben Ebene befind— 
liche nicht parallel verlau— 
fende, conforme Punktreihen 
sAPBCTD und s,AP'B’CTD’ 
eine ſolche age haben, daf, 
benn man bie eine um thren 
Durchſchnitts punkt (s's’) fo 
dreht, bag die Punkte T, P’, 
welhe Denim Durchſchnitts— 
punkte(s s) bereinigten, nidt 
entipredenden, TIT’, P ent» 
ſprechen, auf verſchiedene Sei- 
ten des Bunktes TY ober P 
fallen, daß dann die beiden 
punktreihen einftimmig ver- 
laufen, fo foll{ gefagt werden: 
die conformen Punktreihen 
liegen projectiviſch einftim: 
nig.” Fig. 1014.; verlanfen 
fie unter denfelben Berh alte 
niffen entgegengefegt, fo 


Um diefe verſchiedenen Falle aus 


1. Erklärung. Wenn zwei 
in derſelben Ebene befind— 
(ihe conforme Strahlbüſchel 
S,apbetd und Sa/pd’ctd’ eine 
ſolche Lage haben, daß, wenn 
man ben Gcheitel des cinen 
auf per nit fic felbft ent. 
fpredenden Berbindungs- 
geraden ihrer Smeitel, (8-8) 
nad) bem Scheitel des andes 
ren bat ridden und mit 
bemfelben gufammenfallen 
{affen, daß dann die beiben 
Strahlbüſchel einſtimmig 
verlaufen, ſo ſoll geſagt 
werden: „Die conformen 
Strahlbüſchel liegen projec— 
tiviſch einſtimmig“. Fig. 1010.; 
verlaufenſie unter denſelben 
Verhältniſſen entgegenge— 
ſetzt, ſo ſoll gefagt werden: 
„Die conformen Strablbii- 


ſoll geſagt werden: „Die ſchel liegen projectiviſch ent— 


conformen Punktreihen lies 


Fig. 101d. 
18* 


gegengeſetzt.“ 
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en projectiviſch entgegenge: 
est’. Fig. 101b. 

Sind bie Ridtungen der 
Punktreiben parallel, fo 
follen fie, wie in § 4. ein: 
ftimmig verlanfenbd heifen, 
wenn beide bon links nad 
redts ober von rechts nad 
(inf 8, entgegengefept verlau⸗ 
fend, wenneine von links nad 
remts, bie anbere von redts | 
nad links verlauft*) | 


Gn beiden Fallen ijt ein Sag giiltig, nämlich der, tag wenn zwei 
conforme Punttreihen in berfelben Ebene projectivifdh lLiegen, mag es 
einftimmig oder entgegengefegt fein, in jedem Punkt diefer Ebene höch— 
ſtens zwei Brojectionsftrablen fic) fdnetden können. Denn fchnitten 
fih in irgend einem Punkte II ber Ebene dret Projectionsftrahlen, fo 
figen nad § 3. ebrfag 2.0. die Punktreihen s,APBCTD um 
s,A’/P*B’C'T'D’ fiir II alS Projectionscentrum perfpectivifd; gegen 
bie Vorausfeguug. Ebenſo finnen, wenn zwei conforme Strahlbüſchel 
in berfelben Ebene projectivifd fliegen, auf jeder Geraden diefer Ebene 
höchſtens zwei Projectionspuntte fid) befinden; denn lagen auf irgend 
einer Geraden — drei derfelben, fo befanden fich nad § 3. Lebrfag 2. a. 
bie Strahlbüſchel S,apbetd und S’a'p'b’c’'t’d’ fiir a als Projectionsaze 
in perfpectivifcber Lage; gegen die Vorausſetzung. Verfolgen wir rie 


Sache weiter, fo fehen wir, dag, wenn wir bei einftimmig liegenden 
Punktreihen Fig. 1014. einen Punkt in ihrer Ebene, und zwar in bem | 


Flächenraume desjenigen von ihnen eingeſchloſſenen Winkels, auf deffen 
Schenfeln bie den Punkten P, T’ entfprechenden P’, T fich befinten, 
(er midge durch / T (8°28) P’ begeichnet werden,) 3. B. in TH, ane 
nehmen, und IT, mit ben Bunften A, P, B, C,.... ber einen, fowie 
mit ben entfprecbenden Punkten A’, P’, BY, C’,.... der anderen Punkt— 
reihe verbinben, zwei conjectivifd) liegende conforme Strahlbüſchel ent- 
ftehen, deren Scheitel alfo in I, fich befindet und deren Strahlen 
1,—A); (0,—P);... (,—A’); (1, —P’);.... find, und dag dieſe 

trahlbüſchel einftimmig verlaufen, dag alfo in ihnen nad § 4, Lehre 
fag 2. a); entweber gwei, oder ein ober fein Baar entfpredenter 
Strahlen gujammenfallen. Gin Gleiches findet ftatt, fiir jeden Puukt 
Y’,, dex in dem Fladenraume des Scheitelwinkels gu bem vorber: 
genannten Winkel fic befindet. Es könnten demnach in einem Puntte 
II,, IV, innerhalb ber genannten Winkel ein Baar Projectionsftrabhlen 
ſich ſchneiden, aber ſie müſſen nicht, ja es kann in dem Flächenraume 





*) Es wird nämlich dann, ba ber Durchſchnittspunkt (s+ s’) in bas Unendliche 
rit, bie erftere Erklärung unbeftimmt, und es fol baber, ba e8 einen Widerſpruch 
herbeiführt, biefelbe Benennung beibehalten werden, wie in § 4. 
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biefer Winkel fogar Punkte geben, durch die nicht einmak ein Projec 
tionSftrahl geht. Und in ber That ergiebt fic) fogleich durch Betrachtung 
ber Anfeinanderfolge ber entfprecenden Punkte auf den Punftreiber 
s und 3’, dag bie endliche Strede TP’ ber Geraden (T—P%) von 
feinem eingigen Brojectionsftrabl getroffen werden fann. Verbindet 
man aber einen Punkt I, ober I’, innerhalb bes Flächenraumes der 
beiden übrigen Winkel mit A, P, B,.... und A’, PY, B.... fo ſieht 
man, dag bie von (IT,— A); (11,—P);.... (Tl, —A; (1, —P%}.... 
ober von (I’,—A); (1’,—P);.... (m@,—A’); (M’,—P’).... 
gebildeten conjectivifd liegenden conformen Strablbiifdel entgegengefest 
verlaufen. Es miiffen alfo nah § 4. Lehrſatz 2. 6) in ihnen zwei 
Strahlen felbft entfprechende fein, d. h. es miiffen in jedem Puntt 
II,, W’,, der genannten Winkel fic) gwet Projectionsftrablen ſchneiden. 
Liegen aber vie Bunftreihen entgegengefekt Fig. 101b., fo bemerft man, 
daß bier bas Umgekehrte jtattfindet, bag in jedem Punkt I, des 
Winkels T (a+s’) P, fowie in jedem Punkt MW’, ſeines Scheitelwinkels 
ſich zwei Projectionsftrablen ſchneiden müſſen, weil die an I, forte 
bie an Il’, al8 Scheitel entftehenden conjectivifd liegenden Strahlbüſchel 
entgegengefegt verlaufen, bag aber für die Punkte IT, und I’, dbaffelbe 
gilt, wie bet einftimmiger age fiir TX, und Il’, insbeſondere, daß 
purd) bie unendlide Stree T oP’ fein Projectionsftrahl gehen fann. 
Rieht man ferner bet gwet einftimmig verlaufenden Strahlbifceln Fig. 
101c. eine Gerade w,, welche die BVerbindungsgerade (S—8’) anf 
ver enbliden, bon S und 8’ begrengten Stredfe ſchneidet, fo fieht man, 
bag bie entfpredenbden Gtrablen ber conformen Strahlbüſchel anf ihr 
conforme Punktreihen bilben, indem die Punfte (7,°a); (7, p);.--- 
entfpreden ben Punften (7, a“), (7, "p’),.- Zugleich liege 
diefe Punktreihen conjectiviſch und verlaufen entgegengefegt; es fallen 
alfo nach § 4. Lehrſatz 2. 6) zwei entfprechende Punkte zuſammen. 
Gs fliegen mithin auf jeder durch SS’ (vergl. § 1. Erklärung 2.) 
gehenbden Gerabden 7, zwei Projectionspuntte. Zieht man aber etne 
Gerabe x,, welche die (S—S) auf der Strede SooS’ fdneidet, fo 
erhält man zwei einftimmig verfanfende Punftretben, auf dener alfo 
zwei, ober ein, ober auch fein Bunkt ein felbft entfprechender fein 
fann. Beſonders bemerft man fogleich, dak auf feiner durch ben Punkt 
(t> p) gehenden Geraben, welche vie (828) in einem Punfte der 
Strede Sood’ trifft, ein Projectionspunft liegen fann. Es brancher 
alfo auf einer folden Geraben +, feine gwei, ja es braucht gar fein 
Projectionspuntt auf ihr gu legen. Liegen bie Strahlbüſchel entgegen- 
gefegt Fig. 101d., fo gilt daffelbe, mas jebt von +, gefagt worden 
mar, bon wz, und umgelehrt. Man mu alfo fagen: 

2. Lehrſatz. Liegen zwei 2. Lehrfak. Liegen zwei 
conforme Punftreithen| conforme Strablbaf mel 
sAPBCTD unds, AP BCTD’ | S,apbctd und 8’a'pb’ctd’ in 
in derfelben Ebene projec-| derfelben Ebene projecs 
tiviſch; fo köͤnnen durch einen | tivifdh; fo finnen auf einer 
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Punt diefer Ebene höchſtens 
zwei  Profectionsftrablen 
gehen, vie Lage der Punlt- 
reiben mag einftimmig ober 
entgegengefebt fein. 


3. Lebrfag. 
conforme Punktreihen 
s APBCTD und s,APBCTD’ 
in derfelben Ebene projecti- 
vifd, findim Durchſchnitts— 
puntte (8-8) bie nidt ents 
fpredenden Bunfte P und T’ 
vereinigt, und ift IT, ein 
Punt in dem Fladenraume 
beSjenigenecinfaden Winkels 
T (8° 8) PY, auf deffen Schen— 
fe(n die Punfte T und P’ lie- 
gen, deren ent}/predende im 
Durchſchnittspunkte (s-a') 
vereinigt finb, ijt I’, ein 
Puntt im Fladenraume bes 
Scheitelwinkels des vorigen, 
TT, und I’, ein Puntt im 
Fladenraume eines ber bei— 
ben Mebenwinfel des eins 
fadhen Winkels T (e's) PY 
fo findet das Geſetz ftatt: 

a) Bei einftimmiger Lage der 
Punltreihen wmitffer durch 
jesen Punkt 1, oder MW’, zwei 
Projectionsftraglen gehen, 
burd einen Punt WW, ober 
TY, können gwei Projections. 
firablen, aber and nur einer 
ober fetner, geben; insbe— 
fonbere gebt feiner durch 
bie Strede TP’ ber Geraden 
(T-P). Fig. 101a. 

B) Bet entgegengcfegter Lage 
ber Punltrethen müſſen durch 
jeden Punkt TW, ober I’, 
zwei Projections ftrahlen ge. 
Hen; durch einen Bunft M1, 
ober I’, fénnen zwei Brojece 
ttonsftrablen, aber auc nur 


Liegen zwei’ 
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Geraden biefer Ebene hid: 
jtens ;wei Projection spuntfte 


'fiegen, die Qage der Strahl: | 


büfchel mag einſtimmig oder 
| entgegengefegt fein. 


3. Lehrſatz. Liegen zwei 
-conferme Strahlbüſchel 
‘S,apbetd und S‘apbd’c’td’ in 
derſelben Ebene projecti:« 
viſch, ſind in der Verbin— 
dungsgeraden ber Scheitel 
: (S—8) die nicht entſprechen⸗ 
den Strahlen p und t vers 
‘einigt, und ift 7, eine Ge- 
‘rabe, welde die (S—S’) in 


‘einem Punft ber ben unend= 


{ih entfernten Punkt ent: 
haltenden Gtrede SxS’ 
fdneibet, a, eine Gerade, 
!' welche bie (S—S) in ber ben 
unendlid entfernten Puntt 
nidt enthaltenden Strecke 
S, S’ trifft, fo finbdet das 
Geſetz ftatt: 

a) Bet einftimmiger Lage der 

Strahlbäſchel miiffen auf jeder 

Geraden mw, gwet Projece 
| tionSpunftteliegen; anfeiner 
| Gerabden x, können zwei Pro- 
| jectionSpunfte, aber aud 
nur einer ober fetner, liegen; 
ingbefonbdere liegt feiner 
aufeitner Geraden, die durch 
(t'p’) gebt, und bie (S—8) 
in ber Gtrede SoS’ trifft. 
fig. 101c. 

B) Bei entgegengefegter Lage 
ber Strahlbüſchel mitffer auf 
jeder Geraden zw, zwei Pro- 
jectionspuntte fliegen; auf 
einer Gerabden wx, können zwei 

| Projections puntte, aber 
aud nur einer ober Leiner, 











liegen; insbefondere liegt 


feiner auf einer Gerabden, 
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einer ober keiner, gehen | die durch(t p) gebt, und bie 
ingbefondere geht Feiner | (S—-8’) in ber Strede SS’ 
burd die Strede TP’ uder trifft. Fig. 101d. 

Geraden (IT-P), Fig. 101b. 

Da fic nach Lehrfak 2. in jedem Punkte ber Ehene höchftens zwei 
Tangenten treffen finnen, fo folgt daraus unmittelbar, daß jeder Punkt, 
in bem dieß gefchieht, außerhalb ber beriihrten Curve liegen muß. 
Denn ſchnitten fic in einem Punkte T derfelben zwei Gerade x, y, 
welche beibe bie Curve in demfelben Punkte T beriihrten, obne zuſam⸗ 
men 3u fallen, fo müßte in diefem Punkte die Curve fic) felbft ſchnei⸗ 
den, und eine Geblinge bilden (vgl. Fig. 99.), und es müßte dann 
Punkte geben, vom denen aus fic) vier Tangenten legen ließen, 3. B. 
ver Punkt P, Fig. 99. Berithrte aber von den beiden durch penfelben 
Curvenpunkt 3. B. durch R gehenden Geraden, m, r, legtere r, die Curve 
in einem Bunt, ber nicht mit bem Beriihrungspuntt von m zuſam—⸗ 
menfallt, fo bag alfo r bie Curve im Berührungspunkte R von m 
durchſchnitte und gugleich in einem anderen berührte, 3. B. in U, Fig. 99., 
fo miigte man wieder, wenn man fic) aud) um eine noch fo Heine Strede 
auf m vom Punfte R aus fortbewegt, auf einen Punkt P treffen, von 
bem aus vier Tangenten möglich fein müßten, zwei an den Curden- 
zweig, auf bem R, zwei an ben Gurvengweig, auf bem U liegt; was 
wieder gegen Lehrſatz 2. wire. Es muß alfo jeder Punft, in dem fid 
zwei Brojectionsftrablen ſchneiden, auperhalb der von den Projections. 
firableu als Tangenten, umbiillten Curve fich befinden. Mun ift offers 
bar in Sig. 101a. und 101b., fowohl 8 als s’ ein Projectionsftrahl, 
denn bie erftere ijt bie Verbindungsgerade ber entfpredenden Punfte 
T und T’; die gweite bie ber entfprechenden Puntte P und P. Es 
find alfo s und s’ Projectionsftrablen; fie miiffen alfo bie gefuchte 
Surve beriihren, folglich einen Punkt mit derfelben gemein haben. In 
jedem Bunft der s aber, 3. B. in B fchneiden fic) zwei Projectionss 
ftrablen, nämlich s und (B—B’); ebenfo in C ſchneiden fic) 5 und 
(C—C’) u. f. w.; alle dieſe Punkte liegen alfo nad bem Borigen aue 
ßerhalb ber gfuchten Curve. Nur einen eingigen Punft auf s gtebt es, 
in bem fich feine gwet PBrojectionsftrablen ſchneiden, dieß ift ber Puntt 
T. indem (T-T’) mit 8 zuſammenfällt. Da mum anf s ein Punt 
ber Gurve [tegen muß, nimlic) der Berührungspunkt, aber fein Punt 
ber s mit Ausnahme von T ein Curvenpunkt fetn fann, fo folgt, dak 
T ber Beriihbrungspuntt ber Tangente s mit ber gefuchten Gnrve fein 
mug. Gbenfo mug auf der Tangente e’ ber Beruhrungspunkt in P’ 
liegen.“ Bet der durch Strahlbüſchel ergengten Curve, Fig. 101 c. und 
101d. mug nun jebdenfalls ſowohl S als S ein Curvenpuntt fein, 
rent beide find Projectionspuntte, indem fic im erfteren die Strablen 
t und t’, im legteren bie Strablen p und p’ treffen. Da es nun im 
Strahlbüſchel S’ nur einen eingigen, dem Strahl t des Büſchels 8 ent- 
ſprechenden Strahl t’ giebt, fo fann es auf t fetnen zweiten Projec⸗ 
tionspunkt, alfo feinen gweiten Curvenpunkt geben; es fann alfo ¢ nar 
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ben eingigen Punkt S mit ber Curve gemein haben, und mug alfo 
Tangente fein, und S ber Berithrungspunft. Zugleich fann burch S 
feine gweite Dangente ber Curve gehen. Denn auf jedem ihrer Strah- 
fen, 4. B. anf d liegt ein Curvenpunft, nimlid der Durchſchnittspunkt 
(d:d’) mit bem entfprechenden Strahl des Strahlbüſchels 8’. Bes 
rifrte nun d bie Curve im Punkte (d-d’) und zugleich in S, fo müßte 
e8 eine, ebenfalls burd S gehenbde und nicht gang mit d gufammenfal- 
lende Gerade geben, welche die Curve in drei oder mehr Punkten ſchnitte, 
gegen Lehrfag 2. Schnitte aber d die Curve in S und berithrte fie 
nur in (d‘d’), fo müßte ein gleiches ftatt finden, 3. B. in Fig. 99. 
mug jede, etwas rechts von r fallende Gerabde die Curve in mebr als 
zwei Punkten ſchneiden. Ebenſo muß p’ die Tangente am Berührungs⸗ 
punkte S’ fein, und es kann fein anderer Curvenpunkt auger S’ auf 
ihr ſich befinden. Indeſſen ſind dieſe Schlüſſe doch nicht ſcharf, und 
es ſoll daher nur zur vorläufigen Orientirung ausgeſprochen werden, 
es ſcheint, als fände bas Geſetz ftatt: 


An der Curve, die durch die 


Projectionsſtrahlen zweier cone 
former projectiviſch liegender 
Punktreihen 8s APBCTD und 


s,APBCTD’, als Tangenten, 
erzeugt wird, ſind die Richtuugen 
8 und s’ diefer Punktreihen ſelbſt 
Langenten, bie Punkte T und P’, 
welche den im Durchſchnittspunkte 
(s°a’) vereinigten nicht entfpres 
chenden Punkten T’ und P ents 
fpreden, find bie Berührungspunkte 
begitgli auf 5s und s’. Auger 
T und P’ liegt fein anderer Cur⸗ 
venpuntt auf s obers’. Fig. 101 a., 
101 b. 


An ver Curve, vie durch die 
Projectionspunfte zweier conformer 
projectivifd liegender Strahlbüſchel 
S,apbetd und S’,a’p’b’ctd’, als 
Curvenpunften, erzengt wird, find 
bie Scheitel S und VS’ diefer 
Strahlbüſchel felbft Curvenpunkte, 
bie Strahlen t und p’, welche den 
in ber Verbindimgsgeraden (S—S) 
bereinigter nicht entſprechenden 
Strahlen ¢ und p entſprechen, 
find die Berithrungsgeraden be— 
züglich an S und 8S. Aner t 
und p’ gebt keine andere Pangente 
bird S oder S. Fig. 101c., 
101d. 


Unterfuchen wir jegt, ob bie von Bunftreihen erzeugte Curve eine 
tm Unendlichen liegende Gerabde als Tangente haben fann, fo ergiebt fid 
fofort, dag, mag bie age ber conformen Punktreihen einjtimmig oder 
entgegengefebt fein, dieß nur bann ftatt haben fann, wenn die unend- 
lich entjernten Punkte der conformen auf s und 8’ gelegenen Puntt- 
reihen entfpredende find, wenn alfo bie Punftreifen nad § 3. Lehr⸗ 
fag 22. proportional find. Zugleich ſieht man fogleich, bag ed nur 
eine eingige unendlich entfernte Langente geben fann. Ferner bemerkt 
man, dag bet proportionaler Theilung die Lage der Punttreihen allemal 
einftimmig fein mug. Denn liegt in der Reihe auf s’, Fig. 1014. 3. B. 
ber Punkt A’ auferhalb der Strede TP’ und zwar zwiſchen P’ undoo , alfo 
auf der Stree P’oo und befände ſich A auf Too, fo verliefen auf s’ bie 
Punkte A’, P’ T’, o in der Folge A’, P’, T’, oo, auf s aber die 
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entfprecenden in der Folge A, oo, P, T. Es können alfo ein Paar 
entfprechende Bunkte nicht die angenommtene Lage haben. Ebenſo itbers 
zeugt man fich, bag bet derfelben Lage von A’, das entfprechende A 
nicht zwiſchen P und T, alfo auf der Strede PT fliegen fann; e8 
fann alfo nur noch auf ber Strede Poo fich befinden und dann vers 
laufen beide Punftreihen, wenn fie ber Erfldrung 1. gufolge auf eins 
anber gelegt werben, einftimmig. iegt A’ auf P’T’, fo fann A nicht 
auf Too, nocd) anf Poo, fonbdern nur auf PT liegen; und dann vers 
laufen bie Punktreihen ebenfalls einftimmig; ebenfo miiffen, wenn A’ 
auf To Tiegt, und A alfo, da e8 nicht auf PT und nidt anf Poo 
fic befinden fann, anf Too liegen mug, die Bunttreihen einftimmig 
verlanfer. Weniger einfach ift die Beantwortung ber analogen Frage, 
ob bie bon Strahlbüſcheln erzeugte Curve einen unendlich entfernten 
Punkt als Curvenpunft habe. Da jeder Punkt ber Curve durch den 
Durchſchnitt zweier entfprechenden Strahlen ber Büſchel S und S’ ere 
jeugt wird, mithin eit unendlich entfernter Bunft nur dann vorfommen 
fann, wenn zwei entfprechende Strablen parallel werden, fo hangt alfo 
bie Beantwortung unferer Frage von ber Crorterung ber Unterfuchung 
ab, ob und unter welchen Umftinden ein Baar entfprechender Strahlen 
in zwei conformen projectivifd liegenden Strahlbüſcheln parallel find. 
Gs feien nun, um bieriiber Aufſchluß gu erhalten, a und a’, b und b’ 
die entſprechenden Strablen ber rechten Winkel der Strahlbüſchel S 
und S’ (vgl. § 2. Erklärung 15.), alfo / ab= / a’b’ = 90°, fer- 
ner feien g und g’ ein Paar entſprechende Strablen der Büſchel S 
und S’ und gwar fei / ag’ = / bg; / bg’ = / ag (vgl. § 3. 
Lehrſatz 9.); vie Strahlbüſchel feien zunächſt einſtimmig verlanfende, 
Sig. 102a. Nehmen wir an, daß m und m’ ein Paar entfprecender 
paralleler Strablen fein, bezeichnen den Winkel, den b und a’ einſchließen 
mit v, ben unbefannten Winkel bm durch x, ben ebenfalls unbefannten 
Winkel a’m’ durch x’, fo mug zunächſt, da m’ || m fein foll, ote Glet- 
dung gelter: | | 
x+x=vyV; 
ferner mug nad § 2. Lehrfag 17. vie Gleichung gelten: 
tang x - tang x’ = tang? bg = tang? a’g’; 
Aus dieſer Gleichung folgt fofort, went man ben aus der erfteren ſich 
r tapg v — tangx 
ergebenden Werth x’—v— x, alfo tang x aa aOR es 
die zweite einſetzt: 
— tang? — tang? 
tang x = ——8 6 =e "tang v-t|/ (tne? Pe ane Pg -tangv) —tang? bg. 


Es giebt bemnad im Allgemeinen gwet Werthe fiir tang x, alfo 
aud zwei Winkel x, fiir welche die entſprechenden Strablen parallel 
find. Doch fann e8 auch fommen, dag nur ein ober auch, daß fein 
folder Winkel möglich ift. Sollen zwei Werthe fir x möglich fein, 
fo muß offenbar fein 
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1 — tang? b 2 
("= - tang v) > tang? bg, 
ober —— -tangv > tang bg, 
2 tang b 
alſo: tang V > yr? 
b. h. tang v > tang (2 - bg), 
alfo LZv> Z(2-bg) ober / v> / (2- ag’. 


Gind alfo bie Strahlbüſchel S und 8’ in folcher Lage, dah diefe Be: 
dingung erfilllt ift, fo hat die von ihnen ergeugte Curve zwei unendlid 
entfernte Punkte; liegen fie fo, bag A v< / (2-bg) oder /v 
< / (2-a’g’) fo bat bie Curve feinen mendlich entfernten Punkt. 
Sit endlich der Radicand in der Gleichung für tang x, gleid) 0, fo 
bat fie nuv einen unendlich entfernten Punkt. Es mug im legtge: 
nannten Falle alfo fen A v= / (2-bg)= / (2-ag’). Iſt dieß 
aber der Fall, fo ijt: 


tang x = 
zugleich aber tft bann 
— tang v= Se ° tang (2 ° bg) 


1 — tang? bg , 
Te + tang v; 


alfo tang x = tang bg = tang ag’- 
Es müſſen alfo die parallelen entfprecdenden Strahlen m und m’ be- 
züglich nach g und g’ fallen, oder die Strahlbüſchel miiffen fo Liegen, 
daß g |i g’ ijt, und bie Curve bat dann mur einen einjigen unendlid 
entfernten Punk (g- ge’). — Cind die Strahlbüſchel S und 8’ iné- 
befondere gleich, fo fieht man, bag, wenn ein Baar entfprechender 
Strahlen 3. BV. m und m’ parallel find, daffelbe auch mit jedem an- 
deren Paare entfprechenber Strablen, 3. B. n und n’ der Fall fein 
mug, bent ba dant / m'n’= / mn iſt, fo folgt n’||n etc. Es 
entfteht alfo bann gar feine Curve, wenigftens nidt in angebbarer 
Entfernung in der Ebene. — Bft ber Verlauf der Strahlbifdel S 
und S’ entgegengefegt, Gig. 102b., fo erhilt man zur Beftimmung 
des Winkels x die Gleichungen: 

x— x’ =V; 
und tang x · tang x’ = tang? bg; 
woraus folgt: 


tang x = wt eens -tangv s|/ (Lime . tangv) -+ tang? bg. 


Da hier der Ausbrud unter bem Wurzelzeichen ftets pofitiv tft, fo 
muß e8 alfo ftets gwet Werthe für tang x und x, alfo zwei Richtun⸗ 
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gen fiir ben Strahl m geben. Sind ingbefondere bie Strahlbiifdel 
gleich, fo haben die die Grundlage der bisherigen Unterfucdung bilden- 
ben: ,entfprecenden Strahlen der redjten Winkel” feinen Ginn mebr, 
penn fteben in bem erſten Strahlbüſchel bie Strahlen a und b; c und d; 
e und f un. ſ. w. fenfrecht auf einander, fo muß auch im zweiten 
Strahlbüſchel, ba er dem erften gleich fein foll, a’ tb’, ec ld, 
e' i fu. f. w. fein. Es giebt alfo unzählig viele Baare entſprechender 
rechter Winkel. Man gelangt aber dann folgendermagen gur Einſicht 
in die bann eintretenden Verhältniſſe. Man laffe ren Strahlbitfchel S’ 
fo auf der Geraden (828) fortriiden, daß jeder Strahl fic felbft 
parallel geblieben ift, wenn S’ mit S jufammenfallt, und beide die 
age Fig. Sl b. haben, alfo conjectivifd legen. Nah § 4. Lehre 
fag 2. y) fallen dann ftets zwei, aber aud nur zwei, und gwar 
rechtwinklig gu einanber jtebende Strahlen m, m‘; n, n’ 3nfammen. 
Denft man nun den Büſchel S’ fic) wieder ebenfo in feine frithere 
age zurückbewegend, fo muß auch in diefer m’ ||m; n’ [| n fein. Es 
mug alfo immer zwei parallele Strablen m, m’; n, n’ geben, und 
man fiebt, bag bann bie beiden nad) bem unendlich entfernten Curven⸗ 
punfte gehenden Strablen auf einander fenfrecht ftehen müſſeu. 


Es ergiebt fic alfo aus dem 


4. fehrfag. Die von den 
Projectionsftrablen gweter 
conformen, projectivifd lte- 
genden Punktreiben, als 
Tangenten, erzeugte Gurve 
bat nur bann eine unendlid 
entfernte Gerade zur Tan— 
gente, wenn bie Punftreihen 
proportional find. Es fann 
nur eine einzige unendlid 
entfernte Tangente geben. 
Esliegen aber proportionale 
Puuftreiben allemal eins 
fttmmig. 


Bisherigen der 


4, Lehrſatz. Die von ben 
Projectionspuntten gweter 
conformen projectivifd lie— 
genden Strahlbüſchel, als 
Curvenpunkten, erzeugte 
Curve hat, wenn die Strahl— 
büſchel einftimmig fliegen, zwei 
unendlich entfernte Puntte, 
wenn /v> /(2-bg), Fig. 
102a. tft; fie bat nur einen 
unendlid entfernten PBunft 
wenn v= /(2-bg) und 
alfogiig’ (f. § 3. Lehrſatz 9.); 
fie bat feinen unendlid ent. 
fernten Puntt, wenn /v 
< / (2-bg) ijt. Gind die 
Strahlbüſchel insbefondere 
gleich, fo entfteht entweder 
gar feine angebbare Curve 
oder eine Curve mit feinem 
unendlich entfernten Bunft. 
Liegen bie Strahlbüſchel 
entgegengefept, Fig. 102b., fo 
bat die von ibnen erzeugte 
Curve allemal zwei unendlich 
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entfernte Punkte, mogen bie 
Strahlbüſchel gleih fein 
ober nit. Sind fie gleid, 
fo giebt eS ftetS gwet, aber 
nur zwei, und zwar fenFredt 
auf einanber ftehende Strah— 
fen an S und S,, deren jeder 
| einen ber unendlich entfern- 
| ten Punfte enthalt*). 


Der Kiirze wegen foll im Folgenden folgende Bezeichnung feftgebalten 


werbeit: 


5. Erklärung. Die von 
zweieinſtimmig verlaufenbden 
Punktreihen erzeugte Curve 
foll im Folgenden durch K’,, 
bie burd entgegengefegt 
berlaufenbe Punktreihen er- 
zeugte burd K’,; die durch 
proportionale einftimmig 
verlaufende Punttreiben er: 
geugte durch K’, bezeichnet 
werden. 


5. Grflarung. Die von 
zweteinitimmig verlaufenbden 
Strahlbüſcheln erjengte 
Curve mit feinem unendlid 
entfernten Punkte foll im 
Folgenden durd k,, die mit 
zwei unendlid entfernten 
Punften durch k,, die burd 
etnftimmig verlaufentve 
Strahlbüſchel ergeugte mit 
einem unendlid entrernten 
Punkt burd k,, die burch ents 
gegengefegt verlaufende 
Strabhlbiifdel erzeugte durch 
k,, bie durch einſtimmig ver— 
laufende gleiche Strahlbü— 
ſchel erzeugte durch k,, dite 
durch entgegengeſetzt ver— 
laufende gleiche Strahl— 
büſchel erzeugte durch k, 
bezeichnet werden. 


Zunächſt wollen wir uns mit der Unterſuchung ber Curven K’, 


und k, befdaftigen. 


Gs fet nur (T—P’) die bie Punkte T und P’ ver Curve K’, ver- 


bindende Gerade: fie heiße im Folgenden ftets +; und II fei ein Puntt 
in einem Nebenwinkel bes Winkels T(ss’)P’ auf +. In II convergiven 
bann nad Lehrſatz 3. jedenfalls zwei Projectionsftrablen a, und a,, 
dig. 103a, Die Verbindungsgerade von I mit (s°s8’) beige a’ Da 
nun die Bunftreihen auf a und s’ conform find, fo ijt alfo, vermöge 
§ 1. Lehrſatz 13: 


*) M. ſ. Steiner: „Syſtematiſche Entwidelung der Abhängigkeit geometriſcher 
Gepalten ven cinanber". peg like g der Wohiingigteit geometriſch 
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Strahlbafdel Ma, c’a,r A Strahlbüſchel Ma, rac’, | 
ba T und T’, P und P' entfprechende Puntte find. Es iſt alfo: 
sina,a’ sina,t _—s sin a,t | sina,a’ | -, Ssina,a  sina,t, 
sinao.a’ “sina,t sinagt ” sinaga ’” folglich sinaga’ — sin ae? ober 
sina,ae  sina,t r 
— — = 1, alfo Strahlbüſchel M,a,0’a,7 harmoniſch nach 
§ 1. Erklärung 23. Cin. Gleiches läßt ſich von jedem Strahlbüſchel 
zeigen, deſſen einer Strahl + iſt, und deſſen anderer durch (s° 8”) geht, 
und deffen anbere beiden zwei Projectionsftrablen find, mag fein 
Scheitel in I, oder I’, fliegen, Fig. 101a. Cin gang analoger Sag 
gilt aud fiir bie Curve k,. €8 beige ber Durchſchnittspunkt (t- p), 
ig. 103 b. T und e8 fei x irgend eine burch T gebende Gerade, 
auf ber zwei Survenpunfte A, und A, Itegen; ihr Durchſchnittspunkt 
mit (S — 8’) beige A’, fo ift, ba Strahlbüſchel S,a, pa.t A S’a’ pat 
ijt, Bunftreibe 7,A,A’A,T Az,A,TA,A’, alfo Punttreibe 7A, A’A,T 
harmoniſch. Daffelbe gilt von jeder burch T gehenden Geraden z,, 
Sig. 101 c., auf ber zwei Curvenpuntte liegen. Man ſieht alfo: 


6. Lehrſatz. Gehen gwei 6. Lehrſatz. Liegen zwei 
Projectionsftrahlen a,, a, | Projecttonspunfte A,, A, 
burd einen Punt ber Gera- | auf einer burd T gebenden 
ben +, fo find a, unb a, zu- Geraden, fo find A, und A, 
geordnete Strablen eines | gugeordnete Punkte einer 
barmontfden Strahl bd-| harmonifden Punktrethe 
ſchels, (a,a,),a,a’a,7 in dem | (A,—A,), A,A’A,T, in der T 
rund [(s°s) —(a, °a)] bas | und [(S-S’)-(A,—A,)] das 
andere Paar gugeordneter | andere Paar gugeordneter 
Strablen find. Fig. LO3a | Punfte find. Fig. LO3b. 


Denft man fic nun drei Paar Strahlen a,, a,; b,, ba; ¢,, Co, 
die fich zu gweien in je einem Puntte (a, a,), (b, °b,), (c, °c, 

ber r ſchneiden, und begeicynet man ((8 5) — (a, °a)] mit a’; [(e°s 

~(b, °b,)] mit p’; ((8°8’)— (ce, °¢,)] mit y, fo ijt alfo nad Rehr. 
fag 6. Strahlbüſchel (a, °a,), a,a’a,t; (b, °b,), b,Pb,7; (1 Cn) 
e,yc,7 harmoniſch, alfo aud, wenn man dte Durchſchnittspunkte dtefer 
Projectionsftrahlen mit s durch die gleichnamigen grogen Buchftaber 
bezeichnet, (wobei nur (s° a’), (8° 6), (8°), whe bisher P beigen foll), 
Punttreige 8,A,PA,T; 8,B,PB,T; 3,C,PC,T harmoniſch. Es bil- 
den alfo nad) § 4. Gebrfat 17. die Buntte A,, Aa; B,, B,; C,, C,; 
P,T eine Ynvolution mit den Hauptpuntten P, T. Gin Gleiches gilt 
natirlid von den entfpredjenden Bunften auf S’, und auf diefelbe 
BWeife dberzeugt man ſich bei Strahlbüſcheln von der Richtigheit ves 
amalogen Gefeges. Wir können alfo fagen: 


7. Lebrfag. Die Durd: 7. Lehrfag. Die Verbin- 
ſchnittspunkte A,, A,, B,, dungsgeraden a,, a, by, bg, 
B,, C,, Can. der Ridtungslc,, cg,-... des Scheitels 8 
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einer bie Curve K’, erzeu— 
enden Bunftrethe mit ben 
hrojectionsftrablen Qi, Bor 
bi, bo, Cyr Careee-, DON denen 
je gwet thren Durchſchnitts— 
puntt auf +r baben, bilden 
eine entgegengefegt verlau— 
fenbde involutorifdhe Punft- 
reihbe mit ben Hhauptpuntten 
P und T; in ibr find je zwei 
Punkte A, und A,, B, und 


Entwidelung ber Kegelſchnitte. 


eines ble Curve k, erjeu- 
genden Strablbifdmels mit 
pen ProjecttonsSpunften 
AG Ay: Dos: Bog © ip Capecony 
bon benen je zwei auf einer 
burd T gebenbden Geraden 
fiegen, bilben etnen entge- 
gengefegt verlanfenden in— 
volutorifden Strahlbüſchel 
mit den Hauptftrablen pundt; 
in ihm find je zwei Strablen 








B,, C, und C,, etc. entfpre- a, unda,, b, und b,, c, und 

end. Daffelbe gilt fiir bie |c, etc. entfprehend. Das— 

Punktreihe anf s’. felbe gilt fiir ben Strahl: 
büſchel an NV’. 


Es fei nun I’ Fig. 104. ein grweiter Punt, (auger MM) auf -, 
in bem bie Projectionsftrahlen b,, b, fic) ſchneiden; fo können s und s 
alg erfte und dritte Seite eines vollftindigen Sechsſeits (ſ. § 5. Gr: 
flarung 3.) angefeben werden, in dem a, und a,, b, und b,, die 
fibrigen 4 Geiten find, welche bie erfte und britte, s und s’, in ben 
Puntter A,, A,, B,, B,, A’,, A’g, B’,, B’, fo ſchneiden, daß die 
Punktreihe s',B’, A’, A’,B’, A 3B, A,A,B, tft. Nach § 5. Erklaͤ⸗ 
rung 4. enthält das vollftandige Sechsſeit gwar 60 einfache Sechsſeite; 
unter dieſen find jedod) nur 24. einfache Sechsſeite von der Beſchaffen⸗ 
beit, daß in ihnen s und s’ je bie erfte und dritte Seite bildet. Denn 
bon ben vier übrigen Seiten a,, a,; b,, b, kann jede die zweite 
fein. Man erhalt alfo zunächſt vier Sechsſeite, eins, in bem s,a,, 8, 
eins, in bem s, a,,8', eins, in bem s, b,, 8’, und eins, in dem 8, b., s 
begitglich die erfte, gweite und dritte Seite ift. Es gtebt nun aber 
offenbar nicht ein, foudern ſechs Cechsfeite, in denen a, die gweite 
Seite ijt, denn jede ber iibrigen bret Seiten a,, b,, b, fann die 
vierte, fiinfte und ſechſte fein, Es giebt alfo fo viel einfache Gechs- 
feite mit ber gtweiten Seite a,, als es PBermutationen von a,,b,, b, 
giebt, nämlich 6. Ebenſo giebt es 6, in denen a,, ebenfo viele, in 
benen b,, und ebenfo viele, im denen b, die gweite Seite ift; im 
Ganzen alfo 24, und nicht mehr. Gie laſſen fich, wenn wir fiir 
je ſechs die erſten, zweiten, dritten Geiten nur einmal hinſchreiben, 
folgenderimagen darjftellen. Zugleich follen dabei bei jedem ber 24. 
einfachen Geite die drei Gerabden, die nad § 5. Lebrfak 6. durch 
benjelben Punkt gehen, angegeben werden, und gwar nad) dem Schema, 
bag, wenn m, n, p, q Gerade bedeuten, vermöge giweimaliger Anwen⸗ 
bung von § 1. Grfldrung 2. unter [(m*n)—(p'q)] die Berbin- 
dungsgerade ber Durchſchnittspunkte (mn) und (p*q) gu verſtehen 
ift. Man erhalt alfo folgende Tabelle ber 24. etufachen Sedsfeite: 


ry 


pe | 
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ti 


- 88,8°1a,b,b,; [(8:a,) ~ (@2°b,)]; [(@,°8) — (b,°b,)]; [(8’-a,) — (b,'8)); 


8,bab, ; [(s-a,) — (a,"b,)]; [(a,°8) — (bab, )]; [(8’*a,) - (b,°8)]; 
,bya,b,; [(s°a,) — (b,°a,)]; [(2,°8) - (a,°b,)); [(e’* by) — (b,°8)]; 
b,b,a,; [(s°a,) —(b,"b,)]; [(a,°8) — (b2"a,))3 ((s'"b,) ~ (8,°8)]; 
baby; [(8*a,) — (ba°a,)]; ((a,°8) ~ (a2°b,)]; [(8’"b,) ~ (b,°8)]; 
b,b,a,; [(8'a,)~ (ba"b,)]; [(,°8) ~ (b,°a,)]5 [(2b,) — (028); 











. sa,8' | a,b,b,; [(8'a,) ~ (a,°b,)]; [Ca2zts) — (b,"b,)]; [(s’-a,) -— (b,‘8)];. 
a,b,b,; [(s'a,) - (@,°b,)]; [(a,°8) — (ba°b,)]; [(s’*a,) — (b,°s)]. 
b,a,b,; [(8°a,) ~ (by*a,)]; [(a,°8) — (a,°b,)]; [(s’*b,) - (ba*8)]; 
b,b,a,; [(s°a,) - (b,*ba)]} ((aa"8') — (b,°a, )); [(8’°b,) — (a,°8)]; 
b,a,b,; [(s°a,)~ (ba°a,)]; [(aa°8’) — (a,b, )]; [(8’"b.) — (by *8)]; 
b,b,a,5; [(8°a,) - (ba°b, J; [(aa*8) ~ (by "8, )]; [(8’*b,) — (a,°8)]; 

. 8b,8’{ 8,8,b,; [(8°b,) — (a,;°82)]; [(by"8’) — (8,°b,)]; [(8’"a,) — (b,°8)]; 


a,b,a,; [(8°b,) — (a,"b2)}5 [(by°8") — (ba°a4)]; [(8’°a,) — (a, °8)]; 
; %48,b,; [(8°b,) — (a,°9,)]; [Bis) — (a,b) I; [(s’*a,) — (b,°8)]; 
aob,a,; [(8°b,)— (a."b.)}; [(b,°8’) — (ba’a,)]; [(8’* 9.) — (a,°8)]; 
bya,8,3 [(8°b,) ~ (b,"a,)]; [(b,"8) ~ (a,°a2)]5 [(8"*ba) — (a,°8)]; 
b,9,8,; ((8°b,) — (b,*a)]; [(by"8’) — (@9°8,)]; [(8'"b,) — (a,'8)]; 





— sbaſs | 8,82), ; ((s°b,)— (a,°84)]3 [(b,°8) — (a,°b,)]; [(s’"a,) — (b,*8)]; 


a,b,a} [(s*ba) — (a,°b,)]} [(b,"8’) - (b,*ag)]; [(8’°a,) — (a,°8)|; 
a,a,b,; [(s°ba)— (a.'a,)]; [(ba'8)— (a,°b,)]3 (Ga,) — (by°8)]; 
agb,a,; [(8°b.)~ (82°b,)]; [(ba-8”) — (bya, )]; [(e’*a,) — (a, °8)]; 
b, 9,423 [(8°b,)— (b,-a,)]3 [(ba’8) ~ (@,"a4)]5 [(8’*b,) — (@,°8)]; 
b,a.a,; ((8°b,)— (b,°a,)]; [(b°8) - (a,°a,)]; [(8'b,) — (a, °8)}. 


Iſt ferner Fig. 104b. x’ eine gweite, burd den Punkt T gehende 
Gerade, auf der bie Projectionspunfte B, und B, liegen, fo können 
S und 8’ als die erfte und dritte Ede eines pollftindigen Sechsecks 
(ſ. 8 5. Erklärung 3.) angeſehen werden, deſſen übrige vier Ecken die 
Punkte A,, A,, B,, B, find, die fo beſchaffen ſind, daß man, wenn 
man S und S’ mit biefen Bunkten durch Gerade verbinbet, gwei con- 
forme Strablbiifdel S’,b’,a’,a’,b. A 8,b,a,a,b, erhält. Es giebt 
uum 24. einface Sechsede, in denen S und 8S’ als erfte wud dritte 
Ecke betrachtet werden fann. Nach § 5. Lehrſatz 6. liegen bie Durch⸗ 
ſchnittspunkte der erften und vierten, zweiten und fiinften, dritten und 
ſechſten Geite eines jeden diefer vier und zwanzig einfachen Sechsecke 
in derfelben Geraden. Diefe Sechsecke laffen fic) ebenfalls in vier 
Gruppen theilen, je nachdem A,, A., B,, By die gweite Ele bildet. 
Sie folfen im Folgenden aufgezählt und zugleich die Punkte angegeben 
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werden, bie nach § 5. Lehrſatz 6. auf berfelben Geraden fliegen, und 
zwar foll, unter gweimaliger Anwendung von § 1. Erklärung 2., wenn 
M, N, P, Q Puntte bedenten, unter ((M—N):(P— oH ber Durch⸗ 
ſchnittspunkt ber Verbindungsgeraden (M—N) und (P—Q) verſtanden 
werden. Man erhält dann fiir die vier und zwanzig einfachen Sechsecke 
folgende Labelle: 


1 
~A,)(A,-B,)}) (A, S7@,-B,) [8 A.) (Ba 
~A,)(A,~B.)};[(A1-8)(B, By) (8 A2) (By 
~A,)(B,-A,)5[(A,-8) (A.B) [SB )B.F 
~A,)(®,-B,)) (A, 8), AES B yA. 
-A,)(B 
-A,)(B 
-A,)(A 
—A 
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DPOopP WW WP obo 


boy 
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st os Gad ees aE 
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me 
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((A,8)(B,-B,)} (BA, ) Ba 
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II. SA,8" 


— 
yi 
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27 2 


)I 
3 2) (A,B, )} [((A278)(B.-B (SA, )(B 
3[(S-A,)(B,-A,)}[((A,-S)(A, B.) [8 B, )-(Bl 
3[(S-A,)(B,-B,)];[(A,-8) (B24 [8 Bi) Ai 
[(S~A,)(B,—-A,)];[(A. 8S) (A,B, (8B) BB 
i [(S~A,)(B,—B,)];((A,-87(B,-A, [6B ) (Ars: 
i((S-B,)(A,—A,)})[((B,-S8)(A,B,) [SA , (BLS 
al(S-B,)(A, —B,)}[(B, 8) (8,4, (84, ) (AL 
23[(S~B,)(A,—A,)}[(B,-8)(A,B,) | [8 A.) (BF 
(SB, )(A,~B,)];[(B,-8).B,—-A,)} [SS “Aa) (A, 
23((S~B,)-(B,- A, )];[((B,-8)-(A,-A,) [8 B.A, > 
3[(S-B,)(B,-A,)}[(B,-8)-(A,-A, [8 Ba)(A,-8 
3[(S~B,)(A,-A,)}[((B.-8)(A,-B,)}j; [6A 1)°(B, 5 
:A3[(8-B,)(A,B,)}[(B,-8)(B,-A,)}; (SA, (ALS 
A,A,B,;[((8-B,)(A2—A, J; [((B,-8) (A,B, [8 ALY, 8 
A,B, A,;[(8-B,)(A,B, 5 (BS) (BA, [8A (A, 
B,A,A,;[(8~B,)(B, A, [(B.-8)(A, A, (SB, )(A,-8 
B,A,4,;((8~B,)(B,—A.)};[(B2-8)-(A, A, 5 [(S'B, )-(A,-8 


Obſchon in § 5. bes Kapitels IT. mehrere Gage über das vollftan- 
dige Sechsfeit und Sechseck berwiefen find, fo können wir doch aus ihnen 
nod) feinen Schluß auf die Natur der gefuchten Curven madden. Wir 
ſind daher gendthigt, dieſe Figuren nochmals einer, und gwar einer 
elngebenderen Unterſuchung gu unterwerfen. Es feien alfo zwei con: 
forme, projectivifd liegenbe Punktreihen 3,.B,A,PA,B,T und 8’,B’, 
A’, PAB T’ nebft den Projectionsftrahlen gegeben, fo bilder bieje 
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ſechs Geraden, ndimlich die Richtungen s und s’ und bie vier Projec⸗ 
tionéftrablen a,, a4, by, by, ein vollftindiges Sechsſeit (j. § 5. Ere 
flirung 3). Es fet run sa,8a,b,b, eines der einfaden, in bem 
vollitindigen Sechsfeit enthaltenen einfachen 60 Secdbéfeite (jf. § 5. 
Erklärung 4. und Erklärung 5), und gwar eines von denen, (f. Lae 
belle t,), in welchen s und 8’ begiiglid) bie erfte und dritte Seite ft, 
ober mit anberen Worten, es fet ein einfaches Sechsfeit (oder, was 
bei einfachen Siguren paffelbe ijt, ein einfaches Sechsech A, A , A, 
(a,"b,) WB, mit ben Ecken (8 a5); (au ); Ga,) (a,° b,); 
(b, ‘by); (b, ° 8) gegeben, Fig. 104a., die nach § 5. Grtlarung 5. 
ſbans ale erfte, zweite, dritte, vierte, funfte, ſechſte bezeichnet werden 
ſollen. Verbindet man nun die dritte und — Ecke durch eine 
Gerade uw, zieht von der vierten Ede (a,°b,) nach der ſechſten 
(b,‘8) ober B,, und von der fiinften (b,°b,) nach der dritten 
(s''a,) ober A’,, und gieht dann don (a, ° b 1) nach ber erften Ede 
(s°a,) oder A, eine Gerabde p,, welche bie wm, in &, trifft, und 
bon (b,° *b,) bie Gerade v, nad (a,“ 8), fo bemertt man, p 
die in der erften Reile der obigen Cabelle t, durch Ne a,)—(a bh 
v, bie burd [(a,-8')~(b,*ba)], my die durd [(s’* a) — db, - 
bejeidynete Gerade ft. Diefe pret aber fcbneiden fic) tt einem und 
demſelben Punkte. Da fic) nun p, und w, in AL, treffen, fo mug 
alfo aud) ve, burd) A, gehen. G6 entfteht ‘alfo auf w w, eine Punkt⸗ 
reihe ww, wy, ,%, A’, B,, die conform ift ber Punftreife 3B, A,A,B, 
ba beide ‘perfpectivifch liegen fiir einen Strahlbüſchel mit bem Sdheitel 
(a,-b,) al8 Projectionscentrum. Zugleich aber ift biefelbe Punft- 
reibe wb do, A’, B, auch conform ber Punttrethe s,B’, A’, A’,B’,, 
ba beide fiir einen Etrahlbufſchel mit dem Scheitel (b, -ba) peripece 
tiviſch fliegen (vergl. § 5. Lebrfag 2). Und gwar fallen bie conformen 
Punktreihen — &, A’,B, und s B, A,A-B, mit den entipredens 
ben Puntten B,, alfo mit Dem fechften des einfachen Sechsſeits, die 
conformen SBunftrethen w,vb,%,A’,B, und 8B’, A’, A’,B’, mit 
ben entfprecenden Bunften A’ ‘ss alfo bem pritten bes einfachen Sechs 
ſeits zuſammen. Projicirt man nun alſo von (a,°b,) aus irgend 
einen Punkt der Reihe s, z. B. den Punkt P — “a! belie Ba 
tion nad @, fallt, fo ift ulfo Punktreihe w, 
A,PA,B,; ; projicirt man von (b, *b,) ben ree — —* der "pete 
reihe s entfpredenden Punkt P’ ber me s’ auf w,, fo muß offenbar 
bie Projection von P’ ebenfalls nad &, fallen. Denn, begeichnen wir 
feinen, nocd als unbefannt angefebhenen "Ort, vorliufig durch £, fo iſt, 
ba die Punttreihen a’ und w, ffir (b,°b,) als Projcionéeentram 
perſpectiviſch liegen, Punktreihe ws bh PA’ B, A 8B’, AP 
A’BY,, umd gugleich war w,,vb,b, 2, A’ B, 7 *B, A PA,B,. 
Da nun 8B’, A’, PYA’,B’, A 5B, A PA; ijt, fo mug “ang 
— oho PA’ 'B, F ws A, be if A’ .B, —* Es miiffen alfo nach 
4. tehrjay 1 ie ba bie anf * vereinigten — Punktreihen mit 
i emſprechenben Punkten vw,, &,, A’, B,, zuſammenfallen, aud) 
Beißenborn, Projection. 16 
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jebe zwei entfprechenden Punkte gufammenfallen, folglid) mug £’ nad 
@, fallen. Projicivt man ebenfo vot (a,°b,) aus den Punft T 
auf w, nach ©,, fo mug bemnad aud) der Punkt, den man auf », 
erhilt, wenn man von (b,*b,) dew Punkt ‘1’ auf diefe Gerate pro- 
jicirt, mit G, jufammenfaller, u. ſ. f. Zugleich fieht man, vag dieß 
Berhalten ein nothwendiges ift, ba es durch bie conforme Theilung 
der Geraden s und s’ und den hieraus entfpringenden Umſtand bers 
borgerufen ift, daß fid) p,, &,, , im einem und demfelben Punt 
ſchneiden. Es gilt alfo ein Gleiches von jedem der übrigen 23 eins 
fachen Gechsfeite. Es fet ferner, Fig. 104b, SA, SAB, B, eines 
ber 60 durch die conformen Strahlbüſchel S,b,a,pa,b,t une 
S’,b’ a’, p’a’,b’t’ beftimmten einfaden Cechsede, und gwar eines bere 
jenigen oben (Labelle T,) angefiihbrten 24, in denen S und S’ bes 
bezüglich bie erfte und dritte Ecke ift. Es ift alfo nad § 5. Erklä⸗ 
tung 5. SA S'A,B,B, ein einfaches Sechsed, in weldem (S—A,), 
(A,-8), (S-A,), (Ar~ By), (B,—B,), (By —8) bepiiglich die 
erſte, zweite, dritte, vierte, fiinfte, fechfte Seite ijt. Sucht man nun 
den Durchſchnitt We, her dritten und fedjten Seite, dann den Durch⸗ 
ſchnitt der vierten Seite (A,—~B,) mit der fedften (B,—S) ober 
b,, und den ber finften (B,—B,) mit ber dritten (S’-A,) over 
a’, und beftimmt ben Durchſchnittspunkt &, von (A,—B,) mit der 
erften Seite (S-A,) oder a,, und den Durchſchnittspunkt R, von 
— mit (A, 8), fo ſieht man, bag &, der in ber obigen 

abelle T, durch [(S—A,)'(A,—B,)], A, dev burd [(A,-S8) 
-(B,-B,)|, OW, dev vurch [(S’-A,):(B,—S)] begeichnete Punkt 
ift. Dieſe drei aber fliegen auf derjelben Geraden. Es fliegen alfo 
2, K,, WM, auf einer und derfelben Geraden a,. E86 entfteht aljo 
an OW, als Scheitel ein Strablbiifdel ON, ,6,0,a',b, A S,b,a,aob,, 
ba beide perſpectiviſch fliegen fiir bie Gerave (A,—B,) als Axe. 
Bugleich aber liegt aud) WU, 6,«,a',b, mit Sb’,a a,b’, perfpecti- 
viſch für bie Gerade (B,—B,) alé Axe, e6 ift alfo and OL, 6 2,a’gb, 
A 8b’, a’, a',b’,; und, wie man fieht, fallen die conformen Strahlbüſchel 
OW, 6,«,a,b, und S,b,a,a,b, mit dem entfpredenden Strablen b,, 
alfo ber fechiten Geite bes einfachen Sechsecks, die conformen Strahlbüſchel 
MW 6,0, a',b, und Sb’, a’, a,b’, mit den entſprechenden Strablen a’,, 
alſo ber britten Seite des einfachen Sechsecks zuſammen. Sucht man nun 
den Durchſchnittspunkt, 3. B. des Strahls p mit (A,- B,), und 
gieht Hierhin von OTL, eine Gerade p,, fo ift fte ber dem Strahl p 
entfpredende Strahl p, am Strablbiijdel OW,, dba OW, und S fiir 
(A, —B,) al8 Axe perfpectivifeh fliegen. Sucht man nun den Durd- 
ſchnittspunkt von p’ mit (B, ~B,) und zieht bierbin ben, vorlanfig 
alg unbefannt gedadjten Strahl p’ von ON, aus, fo ijt p’ ber bem 
Strahl p’ entfpredhende an O,, ba der Strahlbiifdel OW, und 8’ 
fix (B,—B,) als Axe perſpectiviſch liegen. Es ift alfo Strahlbüſchel 
—— A Sb’ a“ pia’ b’,; und zugleich M 6,0,p,a’b, 
A 8,b,8,pa,b,. Da nun Sb’,a’,p’a,b’, A S,b,a,pa,b, iſt, fo 


§ 11. Gntwidelung ber Kegelſchnitte. 943 
mug aud) IR, 6,0 p'a’.b, A MW, 6,0,p,a,b, fein, es muß alfo nad 
§ 4. Lebrfag 1. p’ mit p, gufammenfallen; und ebenfo mug aud der 
bem Strahl t entfprechende +, gugleid) dem Strahl t entfpreden. 
Aud hier fieht man, wie diefe Verhältniſſe nothwendige, und durch 


bie Conformitat ber Strahlbüſchel S und 8’ bedingte find. Es 
alfo dieſes Gefeg auch fiir die übrigen 23 einfachen Sechsecke. 


bat alfo ben 


8.febrfag. Unter den 60 
einfahen Sechsſeiten, welche 
ein vollſtändiges Sechsſeit 
enthält, in welchem die Durch— 
ſchnitts punkte von zwei 
Seiten, s und s’ mit ben 
ibrigen vier Geiten a,, a,, 
b,, ba, conforme Punftrethen 
3B,A,PA,B,T und s’,B’,A’, 
PA B.T bilden, giebt es 
24 einfache Sechsſeite, in 
welchen bie Richtungen sund 
8 bezüglich als erſte und 
dritte Seite angeſehen wer— 
den können. 


9. Lehrſatz. Für jedes 
dieſer 24 einfachen Sechs— 
feite gilt das Geſetz: „Ver— 
bindet man die dritte und 
ſechſte Ecke durch eine Ge— 
rade, und beſtimmt auf dieſer 
die Punktreihe, die mit der 
Punkttreihe s,B,A,PA,B,T 
auf ber erſten Geite s fir 
bie vierte Ede als Projecs 
tionScentrum perfpectivifd 
liegt, foliegt diefelbe Punkt— 
reihe gugletdh mit der Punkt— 
teibe 8B’, A’, PA’,BT auf 
bet britten Geite s’ fiir bie 
finfte Ede al8 Projections. 
centrum perfpectivi{d; unb 
umgekehrt“. 

Unter der: erſten, zweiten, 
britten, ...... ſechſten Ecke 
iſtdabei bezüglich ber Durch— 
ſchnittspunkt der erſten und 
zweiten, zweiten und dritten, 


gilt 
Man 


8. Lehrſatz. Unter den 60 
einfachen Sechsecken, welche 
ein vollſtändiges Sechseck 
enthält, in welchem die Ber— 
bindungsgeraden von zwei 
Ecken S und S’ mit den übri— 
gen biter Eden A,, A,, B,, 
B,, conforme Strahlbafdel 
S,b,a,pa,b,t und 8’,b’,a’, p’a’, 
b’,t bilden, giebt e8 24 eins 
fahe Sechsecke, in welchen 
bie Punkte S und 8’ bezüg— 
lich als erfte und dritte de 
angefeben werden können. 


9 Lehrfag. Fir jedes 
biefer 24 einfadhen Sechs— 
ede gilt das Gefeg: , Sudt 
man ben Durchſchnittspunkt 
ber britten und fedften Seite, 
und beftimmt an diefem als 
Scheitel ben Strahl bkfdel, 
ber mit bem Strahlbüſchel 
S,b,a,pa,b,t an ber erften 
ede 8 für die vierte Seite 
als Projectionsaxre perſpec— 
tiviſch liegt, ſo liegt derſelbe 
Strahlbüſchel zugleich mit 
bem Strahlbüſchel Sb’ a’, 
‘a’ob’,t an ber britten Ede 
b für die fünfte Seite als 
Projectionsaxe perſpecti— 
viſch; und umgekehrt“. 

Unter der: erſten, zweiten, 
dritten, ...... ſechſten 
Seite iſt dabei bezüglich die 
Verbindungsgerade der 
erſten und zweiten, zweiten 
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britten und vterten, ...... unb britten, bdritten und 

fechften und erften Seite guj vterten, ..... . fedften und 

verſtehen. gig. 104a. erften Ede gu verftehen. Fig. 
104b. 


Wir bezeichnen nun der Ueberficht wegen, in ben feds, bie erfte 
Gruppe, alfo die Gruppe L in Tabelle t, bildenden einfachen Cedhé- 
feiten durchgehends bie jedesmalige erfte ber oben angefithrten Geraden, 
bie burd einen und denfelben Punkt gehen, durch p, die gweite durch x, 
dle britte burch w, mit angebingten Marken 1., 2., 3., 4, 5., 6., fo 
daß p, die erfte ber bret oben genannten Geraden im lften Gechsfeit, 
p2 die erfte der drei Geraden im 2ten,.... etc., v, die gweite der 
bret Geraben im 1 ften Gechsfeit, v, bie im 2ten,.... etc, mw, die 
dritte ber drei durch denfelben Punkt gehenden Geraden im 1 ften, 
w,. bie im 2ten.... etc. bedeutet, ober alfo p, ftatt [(s°a,)—(a,°b, )], 
p- ftatt [(s-a,)~ (a,°b,)}, --.-, vy ftatt ((a,°8')—(b,°b,)], 
ftatt [(a,°8’)—(b,°b,)],...., wm, ftatt [(s’: a,)— (b,"8)], w, ftatt 
[(s’*a,)—(b,°8)],..-. gefegt wird. Wir wenden ferner fiir die Sechs- 
feite ber gweiten Gruppe, alfo ver Gruppe Il. Tabelle t, die Buchftaben 
w, o, ws für bie der bdritten: p, r, m; für die ber vierten Gruppe 
w, v, n, bezüglich ftatt p, v, w an. Bei den durdy conforme Strabl- 
büſchel erzeugten Sechsecken (fiehe Labelle T,) gebrauchen wir die 
analoge Bezeichnung, nur mit großen Buchftaben, fiir bie drei, je auf 
verfelben Geraden liegenden Punfte. Nach dem Bisherigen können 
ae “sr für bie 24 Gechsfeite der erften Labelle die Tafel aufftellen: 

8 tft die 


ty 
tfrecti vi tis 
e is 
Punttretbe auf Side mt fir Sentrum cinch mit fix Centrum 


, >. h. [(8'* a.) — (ba *8)] 
2 » ([(8'*a,)— (b,‘8)] 
3 mw [(8'*b,)— (b,°8)] 
« v ([(8'*b,)—(@,°8)] 


(a,°b,); 38 (b,°b,); 
(a,°ba); 8 = (b,°b,); 
(b,*a,); 8 (a,*b,); 
*ba); 8 (b,° a); 
(b,°82); (4- by); 
(b,°b,); s = (b, ° a); 


» [(8’* bg) —(b, *8)] 
nv [(8''b,)~ (82°8)] 


annrnnn em w 
oS 
om 


Il uw, » [(8'°8,)—(b,°8)] 8 (a,°b,); 8’) (by ,); 
wa » [(e’*a8,)—(b,"8)} s (a,°b,); 8’ (b,°b,); 
wy n {(8'°b,)—(by*8)} s (by*9,); 8” (a,° b,); 
w, w [(s'*b,)—(a,°8)] 8 (b,*ba)3 ⸗ (b,° a,); 
ws » [(8'°b,)—(b,°8)] 8 (b,° ai); 8 (a,°b,); 
w, » [(8''b,)—(a,*8)] 8 (ba'b,)3 * (b,° ay); 
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Punktrethe auf a pire fix Sentrum Ac at für Centrum 

Hil. m, d. h. [(s’°a,)—(b,.°8)] 8 (8,°8,); 8’ (a,°b,); 
m, » ([(s'*8,)~(@.°8)] 8 “(a,°ba); 8’ (by°8,); 

m, » [(8'a,)—(b,"8)}] 8 (8,°8,)3 8’ (a,°b,)5 

m, » [(s*a,)—(a,°8)] 8 (a,°b,); 8 (by*a,); 
ms; » [(8'*b.)—(a.°8)] 8 (b,°a,); 8’ (a,°8,); 
m, » [(s'*b,)—~(a,"8)} 8 (b2°8,)3 8 (a,°a,)3 


IV. n, » [(8*a,)—(bi°8)] s (8,°82)3 8’ (a, ° by )3 
Dg » [(8'°a,)—(aa°8)] 8 (ay'by)3 8° (by* a,)3 
ny » ([(8’°a,)—(b,*8)] 8 (a.°8,)3 8” (a,°b,)3 
n, » ([(8'*a,)—(a,°8)] 8 (a8,°b,)3 8’ (b,*8,)3 
ny » ([(8'.by)~(@.°8)] 8) (bya); 8 (a, 8,)3 


ne » [(8*b,)—(a,°8)] 8 (b,792)5 8’ (ag 84 )5 
Ghenfo fdnnen wir fiir die 24 Sechsede ber zweiten Tabelle die 
Tafel aufftellen: Es ift der 

T, 
Strahlbüuſchel an wine atit mit fiir Are per pect fir Are 
I. ol, v.§. ((S'A,)-(B,-8)] S (A, -B,); 8S (B,-B,); 
» [(S—A,)*B,-8)] (A,-B,); S' (B,-B,); 


dN, S 
a, , [(S'B,):(B,-8)} 8 (B,-A,); 8 (A, B,); 
aw, , [(S-B,)°(A,-S)] 8S (B,-B,); 8’ (B.—A,); 
mm, , [(S-B,)°(B,-S)] 8S (B,-A,); 8’ (A,7B,)5 
mu, , [(S'-B,)°(A,-S)] S (B.-B,); 8 (B,-4,); 
I. %, , [(S-A,):@,-8)] S (A,-B,); 8 (BB); 
%, » [(S-A,)°(B,-8)] 8S (A,-B,); S (BL-B,); 
we, » [(S-B,)-(B,-8)] 8 (B,-A,); 8 (A,-B,); 
a, » [(S'B,)°(A,-S)] 8 (B,-B,); 8S (B,-A,); 
%, » [(8'-B,)°(B,-8)} 8S (B,-A,); 8 (A,B,); 
%, » [(S-B,):(A,-8)] 8 (B,-B,); 8 (B,-4,); 
I. M, , [(S-A,)°(B,-S)} 8S (A,~A,); 8S (4.78); 
M, ” [(S’-A,) : (A,-8)] 8 (A,-B,); 8 (B,—A,)} 
M, , [(8A,)'(@.-8)] 8S (A,7A,); S’ (A,~B,); 
M, , [(8A,)°(A,-8)] 8 (A.7B,); S’ (B,-A,); 
M, , [(S'-B,):(A,-8)} S (B,7A,); 8 (A,7A,); 
M, » [(@-B,)°(A,-8)} 8 (B.74,)3 8 (A,—A,); 
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unb 

roe it fir Axe ae pan fix Are 
(A,-A,); 8 (A,-B,); 
(A,-B,); 8’ (B,~A)); 
(A,-A,); S (A,~B,); 
(A,-B,); 8 (8,—A,); 
sv [(SB,)°(A,-S)] (B,—A,); S’ (A,~A,); 
o w [(SB,)-(A,-8)] (B,-A,); S (A,—A,). 
Vergleichen wir fegt die Richtungen w, wu, m, n, auf denen Puntt- 
reihen fich befinden, bie für jede ber beiden, bie Curve K’, ergeugen: 
ben, Punftreiben s und 8’ perfpectivifd liegen, und ebenfo die Punfte 
MN, 3%, M, N, von denen Strablbiifdel ausgehen, bie mit jerem der 
beiden, dle Gurve k, erjeugenden Strahlbüſchel perfpectivifd liegen, 
fo feben wir mit Hülfe ber binter jedes w, vu, m, n; Ol, 36, M,N, 
efegten Barenthefe, daß je zwei identifch find, 3. B. wm, ift die Gerave 
f(e'-8,)=(b,8)} und m, ift ebenfalls die Gerabe [(s’:a,)— (b,°8)]; 
u. f. w. Kurz, man überzeugt fich, bag identifd find: 


Strabibiifide! an 
IV. N, v. h. [(S-A,)-(B,-S)] 
N, » [('A,)*(C.7S)] 
N, » [(8~A,):(B,-8)] 
N 
N 


2 nv [SA,)°(A,7S)] 


MRMNRAM RP 


2 


die Geraden: die Punkte: 
und und unb und und unb 
wm, Ms, Ws “yy %, Dg) OU, M,; WW, 3t,; %, N,; 
mo Tg, _ Ms, W, My} M N,; I, M,; 9, M,; 
We Ws, 4, My, Mg Dy; MN, Ibs; Ib, M,; M, N,; 
Ww, Ds, “2. Ny, M, Dy; m,N,; %,N,; M, N,. 


Diefe 12 Geraden ynd Punkte theilen wir in drei Ouaternionen. 
Dieſelben find bet den 


Geraben: ) Punften: 
I, w, uy, m, ny I, ol, %, M, N, 
ober: m, 0, “4, 4, M, N, MW, w%,. 
II. w, Ww, mM; Ny II. mW, 1 WM, N,; 
oder: n, M1, 4, w, N, M, %, ©,. 
Til, w, w, m,m, TH. Wt ,om, M, M, 
ober: we Ww, De D, Jo, Jo, N, N,. 


Betrachten wir nun zunächſt die Geraden der erften Ouaternion, 
Mgr Wee My, Ty. Zunächſt feben wir, daß der Durchſchnittspunkt 
(n,"m, ) aut (P’— T) ober + liegt. Denn nach Lehrfag 6. ift, Fig. 105a,, 
Strahlbüſchel (b,-b,), B'b,7b, und (a,‘a,), a’a,ra,, alfo auch bie 
Punktreihen —8R und 8,T’A’, PA’, harmoniſch Sie ſind alſo 
conform, und da das Doppelverhältniß — an = 1 und a4 
T 1 2 1 
— — 1 ijt, fonnen wir P und T’, B, und A’,, T und PY, B, 
2 








§ 11. Gntwidelung ber Kegelſchnitte. 247 


mb A’, als entfpredende Punkte betradten. Nun fallen vie Punkt⸗ 
reihen mit ben entfpredjenden Punkten P und T’ gufammen; fie liege 
alfo nach § 3. Lehrfatz 2. 6. perſpectiviſch; es miiffen ſich alfo (B,—A’,), 
(T-P), (B,—A’,) it einem und demſelben Punkte ſchneiden. Aber 
(B,—A’,) ift nichts anderes, als die oben in ber Zabelle t, dure 
[(s'-a,)—(b,*8)] begeichnete Gerave, oder n,, (T—P’) ift +, (B,—A’,) 
ift bie oben turd [(8’*a,) — (b, °8)] begeichnete Gerade, oder m,, 
Es ſchneiden fic) alfo n,, 7, m, in einem und demfelben Punft, over 
ber Punkt (n,*m,) oder & liegt auf 7. Mach ber gweiten der ober 
fiir bie bie Curve K’, erzeugenden Punftreihen aufgeftellten Tabelle t, 
it nun im erften Gedsfeit der vierten Gruppe, alfo im Sedhsfeit 
sb,8a,82b,, nm, die dritte ber brei durch benfelben Punt vd, gee 
henden Geraben w,, v,, 0,; (vergl. Labelle t,). Projiciren wir 
mn ber Labelle t, gufolge von der Ede (a, °a,) ans die Punftreibe 
8B,A,PA,B,T auf n,, fo dag wir dafelbft die Punftreihe n,,B,A’, 
Gi & vo, 6 erhalten, fo liegt nah Lehrfag 9. diefelbe auch perfpecti- 
vijd mit s',B’, A’, P’A’,B’,T’ five (a,°b,) al8 Brojectionscentrum. 
Nac der Labelle t, ift nun im bdritten Gechsfeit der dritten Gruppe, 
alfo im Sechsſeit sb,s’a,a,b,, m, bie dritte ber bret burch benfelben 
Punkt Vs, gehenbden Geraden p,, rz, my. Projiciren wir nun der 
Labelle tz gufolge von der Ede (a, +a) aus die Punttreihe B.A, 
PA,B,T auf m,, fo dag wir auf m, die Bunttreihe m,,r3,%,2, 
A’,B.& erhalten, fo liegt nach Lehrſatz 9. dtefelbe auch perſpectiviſch 
mit s,B’,A’, PA’, B’,T’ fiir ben Punkt (a, - ba) alé Projections. 
centrum. Es liegen nun offenbar bie Strahlbüſchel (2,°b,), B,A’, 
Fb, G und (a,°b,), 1b,%,%,A’,B,6*) perfpectivifd für die 
Gerade s’, denn projicirt man die Punttreibe s’,B’, A’, P’A’,B’,T’ von 
(a.'b,) auf ny, fo ſchneiden die Strablen die n, in B,, A’,, &,, 
hi, %,, &, projicirt man 3B’, A’, P’A’,B.T’ von (a,°b,) auf 
m,, fo treffen bie Strahlen pie m, in vd,, &,, &,, A’, B,, &. 
G8 ſchneiden fic) alfo je zwei entfprecbende Strablen ber Strahlbauͤſchel 
an (a,*b,) und (a,°b,) in den Puntten B’,, A’,, P’, A’,, B’,, T 
ber Geraden 8’. Folglich liegen beide Strahlbitfchel perfpectivifd fiir 
s al8 Projectionsaxe. Es fallen baher in ber Berbindungégeraden 
ihrer Scheitel (a,°b,) und (a,°b,) ein Paar entfpredende Strahlen 
jufammen. Es iſt nun leicht, die Verbindungsgerade ihrer Scheitel 
niber gu beftimmen. Zieht man nämlich von (a,°b,) ben Strahl 
nad T’, fo geht derfelbe burch den Punkt G dev Geraden n,, nämlich 
im Durchfehnittspuntt von n, mit +, weil Punktreihe n, mit a’ fir 
bas Projectionscentrum (a,°b,) perſpectiviſch liegt. Zieht man von 





— — 


*) Ein Strahlbüſchel wird hier, und im Folgenden nod mehrmals ber Kürze 
wegen ſo bezeichnet, daß hinter ſeinem Scheitel Punkte genannt werden, durch die 
ſeine Strahlen gehen. Go bedeutet z. B. (a,"b,), B, Al, ,%,  ,G einen Strahl⸗ 
bitidhel, beffen Scheitel (a,°b,) ift unb dbeffen Strablen bie Verbindungsgeraden vor 
(a,°b,) mit ben Punkten B,, A’, © 6 &,, U1, & find u. ſ. f. 
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(a,°b,) den dieſem Strahl entſprechenden, fo geht er zunächſt eben⸗ 
falis durch T, ſodann ſchneidet er die m, tm Durchſchyittspunkte 6 
mit z, weil Punktreihe m, mit s’ fiir (a,.b,) als Centrum perſper⸗ 
tivtfd) liegt. Es haben alfo beide entfprechende Strablen zwei Bunke, 
T’ und G gemein, und folglic) fallen fie in eine Gerade zufammen. 
Over mit anderen Worten: die Gerade [(a,*b,) —(a.°b,)], die 
burd) bezeichnet werden foll, geht durch T’ ober (8° 8’) und durch 
G oder (n,°m,), welder letztere Punft auf 7 liegt. — Was nun die 
beiben anderen Geraden w,, w, der erjten Sduaternion angeht, fo ift 
ebenfalls leicht gu feben, daß fie fic) anf 7 fchneiden miiffen. Denn 
nad Lehrſatz 6. find die Strahlbüſchel (a,+a,), a’a,7a, und (b,° b,), 
th, ’b, harmoniſch, alfo conform, folglich auch die Punftreiben s,PA, 
TA, und 8,T’B’, PB’, barmonifd, alfo conform. Da fie aber mit 
einem Baar entfprechender Punkte P und T’ gufammenfallen, fliegen 
fie perfpectivifch, es ſchneiden fich alfo (A,—B’,), (T—P), (A,—B’,), 
oper [(8’* b,)—(a,*8)], (P—T’), [(8'* bz)~(a,"8)], d. h. wy, T, WH, 
in einem und bemfelben Punfte, oder, ber Qurchfdnittepunkt (we .- w,), 
ver &’ heifer mag, liegt auf 7. Nach ber gweiten ber fiir bie die 
Curve K’, erzeugenden Punktreihen aufgeftellten Labelle t, ift mm 
im vierten Gechsfeit der gweiten Gruppe, alfo im Sechefeit sa_s’b, 
b.8,, w, die dritte ber drei durch einen und benfelben Punktt %, ges 
henden Geraden w,,0,,4,, und im ſechſten Sechsſeit der erften Gruppe, 
alfo im Sechsſeit sa,sb.b,a, tft w, die dritte der bret burdy den⸗ 
felben Punkt %, gebenden Geraden Por Vg, ge ‘Projiciren wir mun 
biefer Labelle t, gufolge von (b,°b,) aus die Punktreihe 8,B,A,P 
A,B,T auf »,, fo liegt die fo erhaltene Punktrethe »,,B’,A,2, 
do vb 6’ auch perfpectivifd mit s,B’,A’,P’A’,B’,T” für den Punt 
(b,°a,) al8 Projectionscentrum, und projiciren wir ber Labelle t, 
gufolge die Punftreife 5B, A,PA,B,T von (b,°b,) aus auf w,, 
fo liegt bie fo erbaltene Bunftreihe — auch per⸗ 
ſpectiviſch mit s’,B’, A’, PA, B,T für ven Punkt (b,°a,) als Pro⸗ 
jectionscentrum. Wud) bier liegen offenbar bie Strahlbüſchel (b.-a,), 
BA, PR v S und (b,°a,), PVAB',ð für die Gerade s’ 
als Projectionsaxe perſpectiviſch. Es find alfo in ber BVerbindungs- 
geraden ihrer Scheitel ein Paar entfprechende Strahlen vereinigt. 
Zieht man nun von (b,*a,) nad T’, fo geht diefer Strahl auch 
durch &’, weil Punttreihe wu, mit s’ fiir (b.°a,) perfoectivifd liegt; 
und fudt man den ihm entfpredenden Strahl bes Büſchels an (b,-a,) 
fo muß verfelbe ſowohl durch T’ als burch & gehen, da Punktreihe 
w, mit s° fiir (b,°a,) perfpectivifd liegt. Es haben alfo beive 
Strahlen zwei Punkte, ‘TY und G’ gemein und fallen daher zuſammen. 
Gie find daher die VBerbindungegeraden der Scheitel der beiden per: 
fpectivifd) liegenden Strahlbiifdel, oder es gebt [(b,°a,)—(b,° a,)] 
burd ‘I’ und durch &’, welches legtere auf 7 in (4,*w,) liegt. Es 
ijt aber [(b,*a,) — (b,°a,)] y’, dieſes aber ſchneidet + in G3 es muß 
alfo, ba & aud) auf J und auf 7 liegen mug, & mit G zufammen- 
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fallen. Es tft alfo ber Punkt G ber Geraden + fowohl der Durch⸗ 
ſchnittspinkt (n,*m,) don n, und m,, als ber Durchſchnittspunkt 
(wc mw.) Do w, und w,, Oder es gehen bie vier Geraden der erjten 
Ouaternion w,, wv, m,, n, durch G, d. h. durch (- 7). Ebenſo 
iberzeugt man fich, bag die Geraden w,,4,,m,,n, der gweiten Qua⸗ 
ternion durch einen und denfelben Punft auf + gehen, nämlich durch 
ven Punkt, in welchem die Gerade [(a,°b,)—(a,°b,)], die burd y 
bezetchnet werden mag, die + ſchneidet; es geht alfo w,, w,, m,, D, 
durch (r°y). Wir ftellen dieß Geſetz vor ber Hand kurz dar, indem 
wir fagen: es ift 


(ww, = (mgm, )=(w,'n, = (wm, = ("," 2, = (m,n, = (77) | 
(ww, = (uv ,"m , = (4, "1g ) = (wm, == (vgn, =(m,"N, )=(7'y); 
‘= [(a,°b,) ~ (a,°b,)]; vy = [(a1°by) - (a2 bꝛ; / und y geben 
burd (8° 8’). 
Da ferner die Punkte (w,-s), (w4°8'), (n,°8), (n,°8) ein vollftin- 
diges Viereck A,B’,A’,B, bilven, in welchem alfo bie Diagonale »/ 
in (a,°b,), (8°8) (a,.b,), (ry) harmoniſch getheilt wird, nad 
§ 3. Lebrjag 17., fo wird auch bie mit ihr fiir ben Strabhlbifdel 
tay" Bi) perſpectiviſch liegende Gerade n, in A’,; (n,' y)3 By; yy) 
harmonifch getheilt, folglich ift ber burdy diefe Puntte gehende Strahl⸗ 
büſchel (8° 8’), s’ysy’ ober der 
Strahlbüſchel (s°s"), sys’y’ harmoniſch. 


Betrachten wir jetzt die analogen Verhaltniffe bei ben die Curve k, 
erzeugenden Strahlbüſcheln, indem wir die erfte Quaternion, ndmlid 
bie Punkte Me„ 6,, M,, N, in Rückſicht auf ihre Lage unterfuchen. 
Nac Lehrſatz 6. ift, Fig. 105b., Punktreihe: (B,—B,), BB, TB, wd 
(A,-A,), AA, TA, alfo auch Strablbifdel S,pb, tb, und S,,t’a’, p’a’, 
harmoniſch; fie find alfo conform, und ba p und t gufammenfalfen, 
fiegen fie perfpectivifd), es liegen alfo (b,°a’,), (t° p), (b,° a2), d. h. 
ber obigen Tabelle T, nad, N,, T, M, auf einer und derfelben 
Geraden. Es geht alfo (M,—N,) oder + durch T. Nun legen tm 
erften Gechsek der vierten Gruppe, alfo im Sedhsetd SB,8’A, A,B, 
die drei Punkte W,, V,, N, auf derfelben Geraden 6,. Projiciren 
wir nun ber gtveiten für bie Strahlbüſchel aufgeftellten Labelle T, gue 
folge ben Strahlbüſchel S,b,a,pa,b.t auf die Gerade (A,—A,) und 
conftrniren ‘ben ifm perſpectiviſch liegenden Strahlbüſchel mit dem 
Scheitel N,, wodurd) man den Strahlbüſchel N,,b,a’,p,~,8,+ erhält, 
fo liegt berfelbe nach Lehrfag 9. aud) mit dem Straͤhlbuůfchel S pa, 
pab’,t’ für die Axe (A, B,) perſpectiviſch. Nach ber Tabelle T, 
liegen im dritten Sechsſeit SB,S'A,A B, der dritten Gruppe bie 
bret Punfte P, R,, M, anf derfelben Geraden 6,. Conftruirt man 
mun bon M, als Geheitel aus einen Strahlbüſchel M,6,«,p,a,b,!, 
fo liegt berfelbe nach Lehrſatz 9. auch mit vem Strahlbüſchel Sb’, a’, 
pa.b’,t fir (A,—B,) ald Axe perfpectivife. Mun liegen offenbar 


250 § 11. Gntwidelung ber Kegelſchnitte. 


bie Punttreifen (A,—B, ), b, a’, p,«,8,+ und (A,—B,), §,¢,p,a',b,+*) 
flix den Strahlbüſchel S’ perfpectivifd. Es fallen alfo in ihrem Durch⸗ 
fchnittspuntte ein Baar entfpredende Punkte gufammen. Es ijt nun 
leicht dieſen Durchſchnittspunkt genauer angugeben. Denn die Puntte 
ber Punftreihe auf (A,—B,) find die Durchſchnittspunkte ber Strahlen 
ver Strablbiifdel Sb’, a’ p’a’,b’ot und N,,b,a’,p,~,6,¢, die Pinte 
ber Punftreihe auf (A, — B,) find bie Ourchfdnittspuntte ber Strablen 
ber Strahlbüſchel Sb’, a’, p’a’,b’,t’ und M,6,«,p,a',b,b. Beftimme 
man mun den Durchſchnittspunkt von (A,—B,) mit dem Strabl ¢, 
fo muß diefer Durchſchnittspunkt aud) auf dem Strahl t des Strabhl- 
büſchels N, liegen, da S’ und N, fiir (A, —B,) perfpectivifd fine. 
Beftimmt man den ihm homologen Punkt auf (A, ~B,), fo muß ver- 
felbe ebenfalls anf t’ liegen, da die Punftreiben (A,—B,) und (A, —B,) 
fix S’ perfpectivifd fliegen, und zugleid) auf +, ba S’ und M, fir 
(A ,—B,) perfpectivifa fliegen, und ber Strahl t in N, und M, ein 
felbft entſprechender iſt. Es muß alfo der dem auf (A,—B, ) liegenden 
Punkte entfprechende auf (A,—B,) liegende fowobhl auf t’ als anf t 
mit demſelben liegen. Es müſſen baber (A,—B,) und (A,—B,) 
den Punt (t) gemein haben, oder fich in bem Punkte (t’ ++) ſchneiden. 
Es ift aber t’ die Verbinduugsgerade (S-8’), und + bie Verbindunge- 
gerabe (N,—M,). Bezeichnen wir nun den Durchſchnittspunkt 
[((A,—B,)°(Ag7B,)] durch I’, fo mug alfo IY auf t’ oder (SS) 
und auf t oder (N,—M,), welthe legtere durch T gebt, liegen. Dan 
fieht, dag dieſer Beweis den bet Punfktreihen gefiibrten gang analog 
ift, inbdem man dort nur ftatt „Punktreihe“: „Strahlbüſchel“ und um⸗ 
gekehrt, ſtatt „Durchſchnittspunkt“: ,Berbindungerade” und umgefebhrt, 
ftatt „durch denfelben Punkt geben”: ,,anf derſelben Geraden tegen 
und umgefebrt, ftatt ber Heinen Guchftaben groge und umgekehrt, 
gu feben at. Es jeigt fic mm ebenfo wie bet N, und M,, 
und analog bem bet Punftreihen gefiibrten Beweife, daß auc 
(9G ,—O1,) ober & durch T geben und dag der Durchſchnittspunkt 
von (B,—A,) und (B,—A, ) in (t’-V’) Regen mug. Es ift aber ber Durch⸗ 
fchnittspunkt von (B,—A,) und (B,—A,) identif mit bem Durd- 
ſchnittspunkt von (A,—B,) und (A,—B, ) oder mit Fr’. Es muß alfo I’ 
tn (t’- 6’) liegen, ober mug durch I’ gehen; es muß aber auch t’ burch 
T geben, und alfo mit t, welche ebenfalls burd IY und T ging, zu⸗ 
fammenfallen. Es müſſen alfo N,, M,, 26,, OM, auf derfelber 
Geraden t oder (T — I’) liegen. — Ebenſo überzeugt man fic, daß die 
Punkte M., 0,, M,, N, der gweiten Ouaternion auf (T —T) liegen 
milffer, wenn man mit [ben Durchſchnittspunkt von (A,—B,) mit 
(A,— B,) bezeichnet. Wir fagen daher vor ber Hand kurz: Es ijt: 

*) Cine Punttreihe wird hier und im Folgenden nod mehrmals der Kürze 
wegen fo bezeichnet, daß hinter ber Bezeichnung ihrer Richtung, Gerade genannt 
werben, anf benen ihre Puntte liegen. So bebeutet 3. B. (A,— B,), b,4,p,0,8 t 
bie Bunttreige, die auf der Gergden (A,—B,) liegt, wb beren Puntte die Durd)- 
fntttepuntte von (A,— B,) mit ben Geraben b,, 9,, p,,,,6,,6 find u. ſ. f. 
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(1, — SC.) == (OL, M,) = OR ,—N,) = (00, -M,) = (96,-N,) 
= (M,-N,)=(T- YP) 
(NU ,—96,) = (OL, M,) = (MN ,—-N,) = (90, M,) = (%,-N;) 
= (M,-N,) =(T 1); 
r= [(A,-B ):(A,-B,)]; T =[(A,—-B,)° (A,—B,)]; T und 
liegen auf (S — 8). 
Da ferner vie Geraden (96,—S8), (9¢,— 8’), (N,—8), (N,—8) 
ein vollftindiges Vierfeit a,b’, a’, b, bilden, in welchem IY ber Scbeitel 
eines harmoniſchen Strahlbüſchels mit den Strablen (A,—B,), (8-8), 
(A,—B,), (7- D5 ift, fo ift ber mit ihm fiir die Gerade (A,—B,) 
perfpectivifd liegende Strablbiifdhel mit bem Scheitel N, und den 
Strablen a’,, (N,—-T), b,, (N,—Y’) harmoniſch, folglich die durch 
ihn beftimmte Punktreihe (3-9), STSI’ oder die 


Punttreibe (S—S), SIST’ harmoniſch. 


Es bleibt nun noc die dritte Quaternion, namlich w,,,, m4, M4, 
oder w,, w., Ng, D, zu betrachten übrig. Rach der obigen fiir Puntt 
reihen geltenden Labelle t, ſchneiden fich im fiinften Gechefeit ber erften 
Gruppe bie dret Geraden p,, v,, mw, in demfelben Puntte &,, Fig. 106a, 
und wenn man die Punftreibe 5B, A,PA,B,T von (a,’b,) aus auf w, 
projicirt, ift bie fo erbaltene Punktreihe w, Bo, 2%, B’,6 5 gugleih 
conform und perfpectivifd fiir (a,-b,) als Projectionscentrum mit 
ber Punktreihe s’,B’, A’, P’A’,B’,T’, nad Lehrjag 9. Ebenſo ſchnei⸗ 
ben fic) im vierten Sechsſeit der dritten Gruppe dite Geraden p,, ry, 
m, (p, und r, find in ber Figur nicht gezogen) in demfelben Punt 
%,, und, went man die Punttreibe 5.B,A,PA,B,T von (a,°b,) 
auy m, proficirt, fo ift nach Lehrſatz 9. die erhaltene Punftreibe 
m,/o,A,%,A’,v'.6, conform und fiir (a,°b,) als Projectionscen- 
trum perfpectivifd) mit aB’,A’,PA’,B’,T’. Da alfo die Punktreihe 
m,,B,&,& +’ B.S, filr(a,"b,) als Centrum mit s',B’, A’, P’A’, B’, T’ 
perfpectivifd) liegt, fo mug ber Punkt G, auf bem von (a,"b,) nad I’ 
ober (8° 8) gehenben Strahl liegen. Es geht aber, wie wir oben 
faben, diefer Strahl gugleich burch (a,°b,), und ift nichts anderes als 
bie Gerade ». Es liegt alfo S, auf y. Da ferner die Punktreihe 
m,ub,A,%,A’,b',6, für (a,°b,) als SProjectionscentrum mit 
jb’ A’ PA BT perfpectivifc liegt, fo mug ©, auf der von (a,° by) 
nad TI” gegogenen Geraden, b. h. ebenfalle auf »’ fliegen. Da aber 
bie Punktreihen w,,B Pb’ BG, und m,,vo,A 2, A’, W’,6, 
fiir (a,°b,) alé Gentrum perſpectiviſch fliegen, milffen G, und ©, and) 
auf bem von (a,°b,) nad T gejogenen Strahl liegen; fie milffen 
baber beide im Durchſchnittspunkte diefes Strahls mit ſich befinden; 
oder es miiffen G, und &, in den Durchſchnittspunkt des von (a,*b,) 
nad LT gegzogenen Strabls mit > gufammenfallen. Es miiffen fid 
alfo w, und m, auf ſchneiden. Ferner gehen nun im zweiten 
Sechsſeil ver dritten Gruppe die Geraden p., r,,m, durch denfelben 
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Punkt v,, und wenn man die Reihe 2B, A,PA,B,T von (a,°b,) 
aus auf m, projictrt, liegt nad Lehrſatz 9. die fo erbhaltene Punt 
reife m,,v5,A’,%,A,vo',G, gugleid mit sB’ A’, P’A’,B’,T’ fir 
ben Punft (b,°a,) als Projectionscentrum perjpectivifd. Es liegt 
alfo G, auf bem von (b,.a,) nach T’ gezogenen Strabl. Diefer 
geht aber and), wie wir oben faben, durch (a,°b,) und ijt nichts an: 
deres alé bie Gerade y; e8 muß alfo G, anf y ſich befinden. Da 
ferner bie Punttrethe m,,vb,A’,%,A,'.6, mit s,B,A,PA,B,T 
fiir (a,b) perſpectiviſch liegt, mug 2, fich auf bem bon (a,°b,) nad 
P gegogenen Strahl, alfo auf » befinden. Nach Lehrfag 6. ift mun 
ber Strahlbüſchel (a,°a,),.a,a’a,7 harmoniſch (vgl. Fig. 103a. oder 
Fig. 107a.), alfo auch Punktreihe 8A’, T’A’,P’ und daber and 
pA’, PA’, T’ harmoniſch, alfo anc Punktreihe m,,A’,%,A,&,, (ba 
dieß die Projection ber Punftreihe s.A’, PA’, T” auf ma von (a,"b,) 
aus ift), alfo aud Strahlbüſchel (a,-b,), A’,F,A,8, barmonifd. 
Ferner ift aber auch, weil (a,°a,), a,a'a,7 harmoniſch ift, Punktreihe 
BA,PA,T, alfo anh wie Pi b’.6, (da fie die Projection von 
5A, PA,T auf », von (a,.b,) aus tft), folglicy aud) Strahlbüſchel 
(a,°b,), &,%,%'.6, und Strahlbüſchel (a,°b,), &,6,&' &, bars 
monifd. Die beiden harmonifden Strahlbüſchel (a.°b,), A’, F,A,5, 
und (a,'b,), &,6,%'.f, fallen mit ben bret erjten Strablen ju: 
famimen. Denn der Strahl von (a,°b,) nad A’, ift die Gerade v, 
im fiinften Gechsfeit ber erften Gruppe, die mit p, und w, fic in 4, 
fcneidet, ober A’, und &, liegen auf bem Strahl c,, 2, und &, 
liegen auf »/, wie wir oben fahen, A, und &’, Tiegen ebenfalls anf 
einem und demfelben Strahl, da man &’, erhalt, wenn man A, vor 
(a,°b,) aus auf w, projicirt. Es milffen alfo aud &, und &, anf 
bemfelben von (a,°b,) ausgehenden Strahl liegen. Es liegt aber 
E, zugleich auf y, ba e8 die Projection bes Punfts P von (a,°b,) 
auf w, war. Folglich fliegen, ba, wie wir oben faben, G, fic auf y 
befindet, ©, und &, zugleich auf y und auf demfelben von (a,°b,) 
ausgebenden Strahl; fie fallen alfo gufammen; alfo ſchneiden fic) », 
und m, im Punkt &, ber y. Auf ganz analoge Weife ergiebt fid 
mit Hilfe ber mehr erwähnten Tabelle, bag w, und m, die beive 
mit a’ fic (a,°b,) als Centrum perfpectivifd liegen, fich auf y’ fcbuet- 
ben, und daß fic) w, und m, auf y ſchneiden; oder mit anberen 
Worten, bie Gerade y’ ift die Berbindungsgerade von (w,°m,) und 
(w,°m,), und y ift die Verbindungsgerade bon (w,"m,) und (w,°m,). 
Wir drücken dieß kurz aus durch die Formeln: 

[(,° m,) = (5° m,)] = 7}; [,°m,)— ,' m,)] =. 
Analog diefer Betrachtung liegen nad ber gweiten fiir die Strablbi- 
ſchel aufgeſtellten Labelle T, im fituften Sechseck der erften Gruppe 
bie bret Puntte P,, A,, M,, Fig. 106b., auf derfelben Geraven «,, 


und wenn man einen Strahlbüſchel conftruirt, ber OI, gum Scheitel 
hat und mit S,b,a,pa,bat fir (A,—B,) al8 Are perfpectivifd liegt, 
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fo liegt nach Lehrſatz 9. dieſer Strahlbiifdel W.,b,«,p,« ,b’.t, auch 
perfyectivifd) mit S’,b’,a’,p’a’,b’,t’ fix (A,— B,) ald Ure. Ebenſo 
liegen im vierten Sechseck der britten Gruppe die Puntte P,, R,, M, 
auf berfelben Geraden 6,, und nach Lebrfag 9. ift der Strahlbüſchel 
M,f,a,p,9,6,¢,, der mit S,b,a,pa,bat fiir die Are (A,—B,) pers 
foectivifd) liegt, auc) mit S’b’,a’,p’a’,b’,t fiir bie Are (A,— B,) 
perfpectivifd. Dai alfo Yl,,b,«,p,’,b’,t, mit S’,b’,a,paab’,t 
fiir bie Are (A,—B,) perfpectivifd liegt, mug t, durch den Durch⸗ 
fdnitt von t’ mit (A,—B,), d. h. durch IY gehen, da, wie wir oben 
fahen, dex Durchſchnittspunkt von (A,—B,) mit (S—S) gugleich ber 
pon (A,—B,) mit (S-S’), ober IY ijt. Da ferner M,6,a,p,a',6',t, 
mit S’,b’,a’, p’a’,b’,t fir (A, —B,) perfpectivifd ijt, mug auch +, 
burd ben Durchſchnittspunkt von t’ mit (A,—B,), b. h. durch IY gebn. 
Da ferner ,,b,«,p,0,b’t, und M,6,a,p,a',8',t, fir bie Axe 
(A, B,) perſpectiviſch fliegen, fo müſſen t, und t, aud) durch bene 
ſelben Punkt ber (A,—B,), ndmlich durch den Durchſchnittspunkt von 
t mit (A,—B,) gehen; e8 haben alfo t, und +, gwei Buntte gemein, 
dieſen Legtgenannten Durchſchnittspunkt von t mit (A,—B,) und den 
Punkt I”; fie fallen daher gang zuſammen; eS liegen alfo Ol, und M, 
auf einer durch den Punkt I’ gehenden Geraden t,. Ferner liegen tm 
zweiten Sechseck ber dritten Gruppe die Punfte P,, R,, M, auf dere 
felben Geraden b,, und wenn man ten Strahlbitfdel M, 8.0’ ,p,a,8',t,, 
ber mit S,b,a,pa,b,t fiir bie Ure (A,—B,) perfpectivifd liegt, con 
ſtruirt, ſo liegt derfelbe nach Lehrſatz 9. auch mit Sb’, a’, p’a’.b’,t’ fiir 
(A,—B,) al8 Uze perſpectiviſch. Es geht alſo +, durch ben Durepigmitte 
punft von t’ mit (A,—B,), d. h. durch T. Da ferner der Strahlbüſchel 
M, 6,8’ 5p.%,6.,t, mit S,b,a,pa,b,t fir (A,—B,) perſpectiviſch 
liegt, fo mug p, burd den Ourchfchnittspuntt von p mit (A, — B,), 
d. h. durch IY geben. Mack Lebrfag 6. ift nun Punktreihe (A ,—A,), 
A, AA,T harmoniſch, (vgl. Fig. 103b. und Fig. 107b.), alfo aud 
Strahlbüſchel S',a’,t’a’,p’ und alfo aud Sa’, p’a’,t’ harmoniſch, alfo 
auch Sirahlbuſchel a ;Po%qt. (ba dieſer mit Sa“ t'a, p fiir 
(A,—B,) al8 Axe perfpectivifch liegt), alfo aud Punktreihe (A,—B,), 
a poagt, harmonifd. Ferner tft auc, weil (A,—A,),A,A’A,T bare 
monifd ijt, Strahlbüſchel S,a, paat alfo aud O,,a,p,a’,t, (dba er mit ° 
Sa,pa,t fir (A,—B,) perſpectiviſch liegt), alfo auch Punktreihe 
(A,-B,), ~,p,~',b, utd Punftreife (A,—B,), «,+,«’.p, harmoniſch. 
Die beiden harmoniſchen Punktreihen (A,-B „a' .p,a,t, und (A,—B,), 
ato sp, fallen aber mit ben drei erſten Buntten gufammen. Denn 
der Durchfehnitt von (A,—-B,) mit a’, ift der Punkt R, im fiinften 
Sechseck der erſten Gruppe, der mit ¥, und OM, auf a, liegt, oder 
a, und a, geben durch den Punkt A,, p, und t, gehen durch I’ wie 
eben gegeigt wurde, a, und a“, geben ebenfalls durch denfelben Buntt 
ber (A,— B,), ba man a’, erhält, wenn man von ON, aus eine 
Gerade nach dem Durchſchnittspunkt von a, mit (A,—B,) zieht. Es 
miiffen fic) alfo auch +, undp, in demfelben Puntt auf (A, — B,) 
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ſchneiden. Es geht aber p, zugleich durch I, ba diefe Gerade er- 
halten wurde, indem man von OL, aus nad dem Durchſchnittspunkt 
bon p mit (A,—B,), d.-§. nad T, 30g. Es geben alfo, da, wie wir 
oben ſahen, +, durch I geht, t, und p, zugleich durch P und durch 
denfelben Punkt ber (A,—B,); fle fallen mithin ganz gufammen; ed 
geht alfo bie BVerbindungsgerabe von Sl, und M, burd T. Auf 
ganz analoge Weife ergiebt fic, dag OW, und M,, dba Ddiefe beiden 
Strahlbüſchel mit S’ fir (A,—B,) perfpectivife liegen, anf einer 
burd IY, und dag OK, und M, auf einer durch T gebenden Geraden 
fiegen. Oder mit anderen Worten ver Punkt I” ift der Durchſchnitts⸗ 
punft bon (OM ,—M,) und (O1L,—M,), und I tft ber Durchſchnitts⸗ 
puntt von (O1,—M,) und (OM,—M,); ober kurz, es ift: 


[C1 ,— M,)° @,~M,)] = 1"; (CL, M,) °C, M,)] =F. 


Was nun endlich die Durchſchnittspunkte Ww, -w,) und (uw, *w,) 
ber dritten Quaternion betrifft, fo verſchafft man ſich folgendermagen 
fiber fie Auskunft: Betrachtet man bas von s', a,, 8, a, gebildete 
vollſtändige Bierfeit, fo fieht man, Fig. 107a., daß in bem von ihm 
erzeugten einfacjen Viereck (8’:a,) (a, s) (8°a,) (a, °8'), tn welchem, 
tole man ſich erinnert [(s’°a,)—(8°a,)| bas obige m, und [(s°a,) 
—(s’*a,)] bas obige m, tft, ber von den Strablen a,, a’, a,, 
{(a,°a,)—(m,'m,)] ‘gebildete Strahlbüſchel mit dem Scheitel (a, -a,) 
harmoniſch fein mug, nach § 3. Lebrfag 17. Nach Lehrſatz 6. aber 
ift Strahlbiifchel (a, -a,),a,c’a,7 harmonifh. Es mug alfo [(a, - a.) 
—(m,‘m,)] mit + jufammenfallen, alfo (m,°m,) auf + Tiegen. 
Ebenſo iiberzeugt man fic) mit Hilfe des Vierecks (s’°b,) (b, °8) 
(s-b,) (b,°8’) und ba nach Lehrſatz 6. (b, °b.), b, e’b,7 harmo⸗ 
nifd ijt, daß aud der Durchſchnittspunkt von [(s’-b,)— (8° b,)] und 
[(s°b,) —(s'* b,)] ober alfo (mw, *w,) auf 7 liegt. Es ijt alfo kurz: 

[(m my) — (m, *m,)] =>. 

Betradhtet man in der fiir die Strahlbiifdel geltenden Fig. 107 b. 
das vollftindige Viered S’A, SA, und das von ihm erzeugte einfache 
Bierfeit (S’— A,) Vhs ob (S- A,) (A, — 8%), und bebenft dag 
(S'-A,)*(S-A,)}] a8 obige M,, ((S—A,)“(S'—A,)] bad obige 

ift, und bag bie von den Punften A,, AL A,, [((AP-A,) 
-(M,-M,)] auf (A,—-A,) gebiloete Punktreihe harmoniſch fein mug, 
bag aber aud) nad) Vehrfag 6. (A,—A,), A, A’A,T harmoniſch ijt, 
fo folgt, bag [(A —A,):(M,~M,)] mit T j3ujammenfallen mug, 
bag alfo (M,—M,)] durch T geht. Ebenſo überzeugt man ſich mit 


- Hillfe bes Bierfeits (9’— B,) (B,— 8) (S—B,) (B,— 8), und da 


nach Lehrſatz 6. (B,—B,), B,B’B,T harmonifd ift, rag and die 
Berbindungsgerade von [(S’-B,)°(S—B,)] und [((S—B,)-(S’-B,)] 
d. h. (ON,—ON,) durch T geht. Es ift alfo kurz: 


(OL, — o,) > (M—-M,)] = T. 
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Faffen wir nun die Refultate der bisherigen Unierfucung gufammen, 


fo tonnen wir fagen: 


10. Lehrſatz. In der Curve 
K’, geht ſowohl die Verbin— 
bungsgerave [(a,"b,)—(a.°b,)] 
ober y, als auc die Verbin— 
bungsgerabde [(a,°b,)—(a,°b,)] 
ober y durch ben Ppaͤntt (5° 8) 


il. Lehrſatz In der Curve 
K iſt der Strahlbüſchel 
68), sys’ harmoniſch. 

12. Lehrſatz. In der Curve 
K’, liegen bie Durchſchnitts— 
puntte jeder zwei ber dte 
erfte Ouaternton bildenden 
Geraden w,,4,,m,,0,, (oder 
Ms, Dor 4, 2) in bemfelben 
Punkt (r°y’), bie Durch— 
fhuittspuntte jeder zwei der 
bie gweite Quaternion bil- 
benden Geraden w,,u,, m,, 
n, (obern,, m,,,,,) liegen 
in bemfelben Punt (r°y); bet 
den bie dritte Ouaternion 
bilbenden Gerabden w,, w,, 
M,, M, (oder w,, wy, Ny, N,) 
liegen die Durdhfdnittspuntte 
(wom,) und (w,*m,) auf y, die 
Durdi dh nittspuntte (wm. °m,) 
und (w, * m .) auf 7, bie Durds 
iduittepuntte (w cw.) und 
(m,-m,) auf +. Diefe Ges 
lege —— jedoch nur für 
ſolche Projectionsſtrahlen 
an 4, bi, by, die fo Ne 
bap (a, a2) und (b,°b,) auf 
woder (IT—P) liegen. 


10. Lehrſatz. In der Curve 
k, liegt ſowohl ber Durch— 
Pes ee ((A, —B,) 
.(A,—~B,)] ober YP, als aud 
ber Durchſchnittspunkt 
[((A,—B,)°(A,—B,)] ober T 
auf der Geraden (S—8’). 


11. Lehrſatz. Yu der Curve 
k, ift bie Punftreihe (S—8%, 
SrsT’ harmontf cd. 


12. Lehrſatz. Yun ber Curve 
k, liegen die Verbindungss 
geraben jeder gwet die erfte 
Duaternion bilbenbden 
Punkte M,, ,,M,,N, (oder 
M,, N,» W,, Jb, auf bers 
felben Geraden (T- I’), bie 
Verbindungsgeraden febder 
zwei die gweite Ouaternion 
bildenden Punkte M,, I,, 
— N, (oder N,, M., To, . 
HW, ) liegen auf verfelben 
Geraden (T—-Y); bet ben die 
britte Ouaternion bildenden 
Puntten OM,, ,, M,, M,, 
(ober 0G,, 36,, N,, N,) geben 
bie eee 
ON, —M,) und (Ol,—M,) durch 
I’, die Berbindungsgeraden 
(NL, —M,) und O,—-M,) durch 
Tr; die Serbindungsgeraden 
(OU, —o,.) und (M,—M,) burd 
T. Diefe Gefege gelten jes 
bom nur fir ſolche Projec— 
tionépuntte A,, A,, B,, B,, 
bie fo ae ‘bap (A, -A.) 
und (B,—B,) burd T ober 
(t-p’) gehen. 


Das Gefek, daß fic m, und m,, w, und w, alfemal auf + 


ſchneiden, läßt fich noch anders ausfpreden: Es find nimlid Fig. 107 a. 
m, ub m, in dem bon ben Geraden s, a,, 8, a, gebildeten voll 
finbigen Bierfeit sa,ea, Diagonalen, von benen feine burd (8 * 8’) 
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geht; ebenfo find w, und w, in dem bon den Geraben s, b,, 8, b, 
gebildeten vollftindigen Bierfeit sb, s’b, die Diagonalen, von denen 
feine burch (s‘s’) geht. Waren nun C, und C, nod ein Paar 
Puntte ber Reibe 8, und C’, und C’, die entfprechenden ber Reihe s, 
und lägen dieſe Punkte fo, daß (C,—C’,) oder c, und (C,—C’,) 
ober c, fich auch in einem Punkte der Geraden + ſchnitten, fo würde 
fidh ebenfo, wie bisher, indent man nur im Bisherigen iiberall ftatt 
b, und b,, c, und c, fegte, beweifen laſſen, vag auc die zwei 
Diagonalen des vollftindigen Vierſeits sc, s'c,, von denen Feine durch 
(8* 8’) geht, ſich auf + ſchneiden. Ebenſo find M, ind M, Rig. 107b. 
in bem von ben Punkten 8, A,, S, A, gebildeten vollftindigen Viered 
SA,S’A, die Ourchfdnittspuntte ber Gegenfeiten, von denen Feiner 
auf (S—S’) liegt, und OL, und OW, in bem von S, B,, 8, B, ge 
bildeten vollftandigen Viered SB,SB, die Durchſchnittspunkte der 
Gegenfeitenr, von denen feiner auf (S—8) liegt. Waren nun C,, C, 
nod ein Paar folder Punkte, bag (C,—C,) burdh T ginge, fo würde 
fic) ebenfo, wie bisher, zeigen laſſen, dag aud die Durchſchnittspunkte 
ber Gegenfeiten, von denen Leiner auf (S—S’) liegt, in dem volljfin- 
bigen Viereck SC,S’C, auf einer durch T gehenden Geraden Tiegen. 
Mian fann alfo fagen: 


13. Lehrſatz. In jedem 
vol{ftindigen Vierfeit sa,s'a,, 
sb,sb,, sc,8c,,..+., deſſen 
eines Paar Geiten s und 8’ 
bie Ridtungen der die Curve 
K’, erzeugenden Punftrei- 
ben, deffen anberes. Paar 
Seiten gwei ſich auf der Ge- 
raben (T—P’) ober + ſchnei— 
bende Langenten a, und a,, 
ober b, und by, ober c, und 
Cope ftnd, liegt der Durch— 
ſchnittspunkt (m.-m,), (,*w,) 
.... Derjenigen beiden Dias 
gonalen, bon denen fetne 
burd (e's) geht, auf der 
Gerabden 7. 


13. Lehrfag. In jedem voll. 
ſtändigen Wiered SA, S’A, 
SB SB,, SC,SC, ...., deffen 
eines Paar Sden, S und 8’ 
bie Scheitel ber die Curve 
k, ergeugenden Strablbii- 
{hel, beffen anberes Baar 
Eden zwei Punkte A, und 
A, over B, unb B,, oder 
C, und C,,.... find, deren 
Berbindungsgerabde durch den 
Punkt (t-p’) ober T geht, 
geht bie Verbindungsgerade 
(M,—M,), (O1,—-OW,).... bere 
jentgenbetden Durchſchnitts— 
punfte ber Gegenfeiten, don 
benen Feiner auf (S—S8) liegt, 
burd den Punt T. 


Ebenſo fieht man, bag n,, w, bie Diagonalen des vollftindigen 
Vierfeits a dig. 105a., find, bie nidt durch (8-8) geben, und 
) 


fic) in (7° 


ſchneiden; defgleichen find m,, w, bie Diagonalen bes 


vollftindigen Vierfeits sa,s’b,, die nicht durch (8* 8) gehen, und auch 
fle fchneiden fi) in (7-y); e6 find ferner m, und u,, Sig 107a., 
die Diagonalen im vollftindigen Bierfeit sa,s’b., und n, und m, 
bie Diagoralen im vollftindigen Vierſeit sajs’b,; und fowohl der 


§ 11. 


Durchſchnittspunkt (m,-,) als (n,.w,) liegt in (7° y). 
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jeigt fid) bet ber Curve k,, fo bag man fagen fann: 


14. fehrfag. Die Durch— 
ſchnittspunkte (nztu,) und 
(m,“«, Don je zwei Diago— 
nalen in zwei ſolchen voll— 
ſtändigen Vierſeiten sa sb, 
und sa,sb,, in deren jedem s 
unds’ ein Paar Geiten find, 
und in denen die anderen fo 
befdaffen find, ba je eine 
Geite, (a,; b,) Des einen mit 
jeeiner Seite (a,; b,) des an— 
beren Vierſeits fid auf + 
fhneidbet, fallen in denſelben 
Punkt (r°y’) gufammen. Die 
Durchſchnitts punkte (m,"4,) 
und (n,*w,) von je zwei Diago— 
nalen in zwei ſolchen voll— 
ſtändigen Vierſeiten sa,sb, 
und sa.s’b,, im deren jedem 
sunds’ ein Paar Geitenfind, 
und in benen die anberen fo 
befhaffen find, daß je eine 
Seite (a,; b,) des einen mit 
je etner Geite (a,; b,) bes 
anderen fic anf + ſchneidet, 
fallen tn denſelben Bunft 
(r'y) zuſammen. 

Es barf jedod unter diefen 
Diagonalen keine diejenige 
fein, Die durch (s°s8') geht. 
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Analoges 

14. Yebrfak. Die Ber- 
bindungsgeraden (N,—3,) 


und (M,—o,) bon je zwei 
Durchſchnittspunkten der 
Gegenfeiten in zwei folden 
bollftindigen Biereden SA, 
SB, und SA,SB,, in beren 
jedbem S und S’ ein Paar 
Eden find, und in denen die 
anberen fo befcdaffen find, 
daß je eine de (A,;B,) bes 
einen mit jeeiner Gde(A,;B,) 
beS anderen Btereds auf 
einer burd T gebenbden Gee 
rabenltegt, fallenin diefelbe 
Gerade (T—-I’) zufammen. 
Die VBerbindungsgeraden 
(M,—96,) und (N,—O,) von 
je wei Durdf{anittspuntten 
ber Gegenfeiten tn gwet fol- 
men vollftindigen Biereden 
SA,SB, und SA,S'B,, in 
peren jedem S und S’ ein 
Paar Eden find, undindenen 
bie anderen fo befdaffen find, 
daß je etne Ecke (A,; B,) des 
einen mit je einer de 
(A,; B,) bes anderen auf 
einer burd T gehenbden Ges 
radenliegt, fallen in dieſelbe 
Gerade(T-T) zuſammen. 
Es darf jedoch unter dieſen 
Durchſchnittspunkten der 
Gegenſeiten keiner derje— 
nige fein, ber auf (828) 


liegt. 


Nad § 3, Lehrſatz 17. ift nun im vollftindigen Viered A, A’, A’,A, 
Big. 107a. Strablbiifdel (8°8’), sas’o’, im vollftindigen Biered 
BB’ BB, iſt Strahlbiifdel (8 s’), sPs’y’ harmonifd und 
nach Lehefatz 11. ift auc) Strabhlbiifdyel (s-a’), sya’y’ harmonifdh. 
Whe drei Strahlbüſchel haben alfo die Strablen s und s’ gemein; 
noah § 4, Lehrſatz 17. ift alfo Strahlbüſchel (s-8’), sByas’a’)/B’ ente 
gegengefegt involutorifd mit den Hauptſtrahlen s und s. Defgleiden 

Beifenborn, Projection. 17 
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find nad § 3. Lehrfatz 17. im volfftindigen Bierfeit &, 2 8.4, 
Sig. 107b. Punktreihe (S-S8’), SAS’A’, im vollſtändigen Bierfeit 
b,b,b’ab, Punktreihe (S — 8’), SBS'B’ harmonifd, und da nad 
Lehrſatz if. and) Punktreihe (S—-S), SIST’ harmonifd ijt, fo folgt 
aus g§ 4. Lehrſatz 17, dag bie Punktreihe (S-S), SBIAS’AT'B' 
entgegengefegt involutortfd mit den Hauptftrablen S und S’ ift. Man 
fieht alſo: 

Lb. Lehrſatz In der Curve 
K’, ijt ber Strahlbüſchel 
(3° 8’), sByas'a’/P’ entgegenge:s 
fest involutoriſch; a und a’, 
Bund Py und > find ent. 
fprehende Strablen;aunds’ | fpredende Puntte, S und 9’ 
bie Hauptſtrahlen. bie Hauptpuntte. 

Rennt man den Durchſchnittspunkt von a, Fig. 107 a., mit a, und a, 
pean do, aid &,; den von 6 mit b, und b, bezüglich vb, intd W,; 
bie 


15. Lehrſatz. In der Curve 
k, ift die Punktreihe (S—8), 
SBrAS’AT’B’ entgegengefegt 
involutorifd; A und A’, B 
und B,, T und I’ find ent: 








affo Strahlbüſchel (ss), syas’a’y’ A (a°8), s’y'a's'ay tft, 
Punktreihe a,A,(a,'b,) oh, A’, (a,'ag) (a,b,) A ] a) 
Punttreige a,,A,(a,’b,) (a,'a,) A’g%,(a."by) 


und ba wegen ber Involution auc Strahlbüſchel (8* 80), sPys'y'b’ 


“A (8° 8°), 9f'y’s'yB, tft, ift aud 
Punttreihe b,,B,vd,(b,‘a,) B’,(b,-a,) (byb,) Al | b) 
Punttreibe b,,B,(b,"b, ) (ba, ) BY,(by'a,)%, ras 


Ebenſo ift in Fig. 107b., da Punttreihe (S—S), SCASAM A (S—S}, | 


Sra Var und (S-S), SBIST’B’ 7 (8-8), SBY'STB ijt, 
Strahlbafdel A,a,(A,— B,) «,a',(A,— A,) (A,~ BL) A la’ 
Strahlbuſchel A,(A,—B,) (A,—A,) a',@,(A,—B,) of 
und 
Strahlbüſchel B,,b,6,(B,-— A,) b,(B,— A,) (B,- BL) A 1.b) 
Strahlbijdel B,,b,(B,— B,) (B,— A,)b’, (B,— A,)8, — 
Da A, idventiſch iſt mit (a,-s), A’, mit (a, s), A’, mit 
(a,°s8), fo fieht man alfo, bag Fig. 107a. auf a, und a, die 
Puntte, welde die Geraden s und s’, b, und b, durch ihren Ourd- 
{duitt mit a, und a, auf bdiefen Geraden ergeugen, cine conforme 
Punktreihe a,A,(a,°b,) A’, (ar°b,) A a,,A,(a,° b,)A’,(a,° ba) 
bilden und bag der Durchſchnittspunkt von s auf a, dem Durchſchnitts⸗ 
punit von s auf ay, der Durchſchnittspunkt von s’ auf a, dem Durd- 
ſchnittspunkt von s’ auf a,, der bon b, auf a, (nämlich (a,° b,)), 
bem von b, auf a, (nämlich (a,°b,)), ber von by auf a, (naimlid 


erbindungsgerade von A fig. 107b. mit A, und A, bezäüglich 
a, umb«,, dle von B mit B, und B, bezüglich 6, und 6,, fo folgt | 
weil ber oben genannte Straflbitfdhel (8° 8’) Fig. 107 a. involntorifd, | 
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(2,°b,)) bem von'b, auf a, (nämlich (a,-b,)) entſpricht. Daffelbe 
gilt von den Punktreihen, die von 8, a,, 8’, a, auf b, und b, gebiloet 
werden, und Analoges von ben Strablbifdeln an A, und A., B, and 
B, in Fig. 107 b. Man fieht alfo, ba, was von a, unda,, b, und b, 
gilt, aud) von jedem anderen Baar PBrojectionsftrablen c, und o,, die 
auf + fich ſchneiden, ebenjo, wie bisher gezeigt werden fann, und ebenfo 
paffelbe, mie von A, und A,, B, und B, auch von jedem anderen 
Paar Projectionspuntte C, und C., deren Verbindungsgeradve durch T 
gebt, bewiefen werden fann: 


16. Yebrfag. Jede zwei 
Projectionsftrablen a, und 
a; b, und b,,...., 
Durchſchnittspunkt 


16. Lehrſatz. Jede zwei 
Projectionspunkte A, und 
beren | A,., B, und B,,...., deren 
auf 7) BVerbindungsgerade dburd T 


fiegt, werden bon 8s und 8’ 
und fedem anderen Paar 
Projectionsftrablen, b, und 
23> & UND ag,...., Deven 
Durd[hnittspunft ebenfalls 
auf 7 liegt, in vier Punkten 
gefdnitten, die conforme 
Punftreiben a,,A,(a,°b,)A’, 
tos "b.) A O.,A,(aa° b, A’, 
(aa‘b,); eg 1(D,‘@2) 
A b,B,(b," a, )B’,(b," aa), «++ 
bilden. Gn vdenfelben find 
jede zwei von dbemfelben 
Projectionsftrahl gebildeten 
Durchſchnittspunkte ent- 


ſprechend. 


geht, werden, wenn man fie 
mit S unb S’ und fedem ans 
peren Baar Projections. 
punfte, B, und Bi; A, und 
Ag... deren Verbindungs⸗ 
gerade ebenfalls durch T 
geht, gerablinig verbinbdet, 
pie Scheitel conformer, vier 
Strablen enthaltender 
Fe Be Ae BY 
ot Ry A Aa } 
a’,(A,~B,); Bb, B,A, b’, 
B,—A,) A Byb,(B,—A,)b’, 

g A,),---. In denfelben 
find jebe zwei nad dbemfelben 
Projectionspunkt gezogenen 


Strablen entfpredend. 


Nach Lehrfag 6. war num, Fig. 107a., Strahlbüſchel (a,°a,), 
@,@aot und (b,°b,), bib'ber harmoniſch, alfo ift and) Punktrethe 
apo (8 s')bo(t°a) und Bb, (8 *9')vd,(7°B) harmoniſch. Betde find 
paber conform und ba fie mit einem Paar entfprechender Punkte (s ° 8’) 
und (s‘s’) auf einander fallen, liegen fie perfpectivifd. Es ſchneiden 
fih alfo (%,—0,), (&,—%,), [(a°7)— 6* 7)] in einem und dem⸗ 
felben Bunkt, oder (%,—%,) und (b,— %,) ſchneiden fic anf rt. 
Da aber die Punftreihen harmoniſch find, ſchneiden fich nah § 3. 
Lehrſatz 14. auch (M - ,), (&,— %,), I(4 7) - (8° 7)] in demfel- 
ben Punkt oder, es fchneiden fich auch (ob ,— vd.) und (,— Ud,) anf tr. 
Ebenſo folgt in Fig. 107b., aus ber Harmonie ber Punftrethen (A,—A,), 
A,A’A,T und (B,—B,), B,B'B,T, dag and Strablbiifdel A, a, 
(S-8’)«,(A-T) und BS. (8-8')6, (B-T) harmonifd find, und ba fie 
perſpectiviſch liegen, weil fie mit einem Baar entfpredender Strahlen, 
S-—8%) und (S— 8’) gufammenfallen, daß («,°6,) und (@,"8,) uud 

17* 
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auch, daß («,°6,) und (~,°6,) je anf einer durch T gehenden Geraden 
liegen. Wir fuchen nun in Fig. 107a. den Durchſchnittspunkt der 
Geraben (&,— vb,), (&,—,), die bezüglich t, und t,, fowie den 
Durchſchnitt von (,—vd,) und (&,—wB,), die bezüglich +, und t, 
eigen follex (fie find in ber Figur nicht gezeichnet), ju beftimmen. 
Zunächſt ſchneiden fich in dem einfachen Sechseck &,(a,°b,)vb, we, 
(a,‘b,)%, die Gegenfeiten anf einer und derfelben Geraden, nämlich 
auf r, ba wir wiffen, bag G@%,—vd,) und (&,—d,) fic) auf 7 
ſchneiden; es ift alfo nad § 5. Lehrſatz 8. Strahlbüſchel &, 6, (a,°b.) 
(a,° b,)%, A Strablbifdel vs, (a,°b,) (a,° b,)vd,. Es ijt aber 
Strahlbüſchel &, nL (a,"b,) (a.° b,)vs, fiir vie Axe b, perfpectivifd 
bein Strablbiifdel (3: 8’), ay’yB. Wegen der Ynvolution ves Strahlbiai- 
{els (8° 8’) sByas’a’y/B’ ijt aber (3° 8’), ay’yB A (8° 8’), a'yy'B’; alfo ift 
Strabhlbitfdel (aj by) (a,°b,). A (8°89), a’y7’B, und nad 
§ 1. Lehrfatz 14. aud Strablbiijdel &, nb, (a,°b,) vd, (a,°b,) 
‘A (8°8'), a'yB'y. Da aber (a,°b,) (a,° b,) (aq° b,) (a,° b,) ein 
vollftandiges Viered ift, ijt nad) § 3. Lehrſatz 17. Strahlbüſchel (s° 3’), 
ayp’y’, alfo aud) Strahlbiifdel &, 2%, (a,* b,)%,(a,° b,) harmoniſch, 
und ba Strablbiifdel vs, ,%, (a,"b,) (a,° b,), A %,,%, (a, °b.) 
(a,°b,)%,, alfo auch nad § 1. Lebrfag 14. Strabhlbafdel vw,,.%, 
(a,°b,)%b,(a,:b,) A ib (a,°b, Ud, (a,°b,) ft, mug auc 
Strahlbüſchel vs, (a,°b,)v,(a,°b,) alfo aud) vd, ,vb,(a,°b.) 
He (a,°b,) harmoniſch fein. Es mug alfo aud) fowobl bie von 
Ho, ato (a,° b,)t,(a,°b,) als bon 3,03, (a,° b,)%e ,(a,.°b,) auf 7 
hervorgebrachte Punktreihe harmonifd fein. Oa nun Gb,—%,) over 
a die y in (8's) und (vd,—,) ober B die y’ ebenfalls in (8* s’) 
trifft, fo mug der Durchſchnittspunkt von (%,—vd,) und (&,—%,), 
ober (t,*t,), von dem wir oben bewwiefen fatten, bag er auf »’ liege, 
ber verte harmoniſche fein in ber Punktreihe 7’, (s° 8’) (a, b,) (t," t,) 
(a,°b,). G6 ijt mun >’ eine Diagonale im vollftindigen Bierfeit 
a,a,b,b,, fie wird daber nad Lebrfag 10. und § 3. Lebrfag 17. 
in (8-8), (a,'b,), (7°), (a,°b,) harmoniſch getheilt; folglich mug 
(t,°t,) in Cy) fliegen. Um nun den Durchſchnittspunkt (&,* +.) 
bon (oe ,— vd.) und (o&,— vb,) zu finden, bedenfen wir: Da in dem 
vollſtändigen Giered A Vd, vd, (t, °t,), (t, °b,) und (8° a’) Durch⸗ 
fanittspuntte von Gegenfeiten find, fo ijt, nad § 3. Lehrſatz 17. 
Strahlbüſchel (8* 8), (t,*t,)a(t, ‘t,)8 harmoniſch, ober ba (t,°t,) 
mit (7° Y) alfo ber Strahl [(s°s’) — (t,'t2)] mit ¥ gufammenfallt, 
Strahlbüſchel (s-s'), y’a(t,*t,)B harmonifh. Nun faben wir im 
Verlaufe dieſes Beweifes, dag Strablbitfdel (8* s’), a’yB'y’ harmoniſch 
war. Aus der Ynvolution des Strahlbüſchels (8* s’), sGyas’a’y’B’ folgt 
aber, bag (8° 8’), a4y6 A (8° 8’), ay'By, dab alfo aud Strablbiifdel 
(8°8), ayBy und alfo auch (s° 8’), yayB harmonifdh iſt. Es mug 
alfo [(s°s’)—(t,°t,)] mit y» gufammenfallen, und ba (t,*ta), wie 
wir oben faben, aud) auf r liegt, fo mug (t,-t,) nach (r°y) fallen. 
Suchen wir nun in gig. 1OTb. die Verbinvungsgeraden ver Punkte 
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(a,°8,), (~,°8,), die bezüglich T, und T,, fowie die Verbindungs- 
geraden der Punfte (2,°6,), (@,°6,), die bezüglich GC, und GB, heißen 
follen, (fie find in der Figur nicht gezeichnet), 3u beftimmen. Gn bem 
einfaden Sechsfeit «,(A,—B,)b,«,(A,—B,)6, geben die Diagonafen 
ber gegentiberliegenden Gefen durch denſelben Punkt T, da wir wiffen, 
bag (~,°8,) und (a,°6,) burdy T geben. Es iſt alfo nah § 5, 
Lehrſatz 8. Punktreihe «, 4, (A,—B,)(A,—B,)8, A Punktreihe 6, ,«, 
(A,—B,) (A,~ B,)8,; erjtere liegt mun fiir das Centrum B, pers 
ſpectiviſch mit ber Punftreihe (S—S), ATTB. BWegen ver Ynvolution 
ver Punktreihe (S-S’), SBFAS’AT’B’ ift aber (S-S’), ATTB XK (8-9), . 
ATT’B’, alfo auc) mit Beriidfictigung von § 1. Lebrfag 14. Buutt- 
reihe a,,0, (A,— B,)6,(A,— B,) A (S-8), ATBT’. Ym voll- 
ftindigen Dierfeit (A,-B,) (A,—B,) (A,—B,) (A,—B,) ift nun 
nad § 3. Lehrfak 17. Punftrethe (S- S), ATBT’, alfo aud a,,c, 
(A,~B,)8,(A,—B,), folglich auch -8,,¢,(A,—B,)6,(A,—B,) und 
6.6.(A,—B,)e,(A,—B,) barmonifd. Berbinret man die Buntte 
biefer Punktreigen auf a, und 6, mit IY, fo mug, da die Verbine 
bungsgerade des Bunkts (a,°a,) oder A mit I’ zugleich burch (6,°6,) 
oper B geht, intem (8-8’) biefe Berbindungsgerade ift, und ba 
(A,—B,) und (A,—B,) durch IY geben, und ba wir oben fahen, 
bag auch (T,-T.) purd I’ gehen, der Strahlbüſchel 1”, (S—84) 
(A,-B,)(T,-T,)(A,—B,) harmonifd fein. Es ift aber IY ein 
Durchſchnittspunkt ver Gegenfeiten im vollftindigen Vtered A, A,B, B, 
alfo ift nad Lehrſatz 10. und § 3. Lehrſatz 17. I’, (8-8) (A,—B,) 
Q’-T)A,—B,) harmonifd, folglich fallt (T,-T,) mit a’-T) 
jufammen. Da int vollftandigen Bierfeit «6,«,8, (T,—T,), (6,—6,) 
und (S—S’) bie Diagonalen find, fo ift Punttrethe (S—8), (T,—T,) 
A(G,—G,)B harmoniſch, oder, dba ((S—8)°(T,—T,)] der Bantt 
ft, e8 iſt (S—-S), IYA(G,—&,)B harmonifh. Nun war (S—8), 
ATBT’, alfo wegen der Gnvolution auf (8-8) and (S—8), ATBD 
ind (S—S), MATB harmoniſch. Es mug alfo ((S—8) -(6,—-8,)] 
nad P fallen, und ba (6,—&,), wie wir oben faben, auch burd F 
geht, fo mug er mit (T—T) jufammenfallen. Man ſieht alfo: 


17. Lehrſatz. Der Durds 17. Qehrfag. Die Verbin- 
[dn ittspuntt [(%,—w%,) dungsgerade [(a,°6,)-(«,°6,)] 
(,—vd,)] fFallt mit (ry), fällt mit (T-T"), die Bers 
ber Durchſchnitts punkt bindungsgerade [(a,°8,) 
[(4,—y) ea, )] mit (ey) | ~(wq°8,)) mit (TL) gufammen, 
jufam men. 


Es feien nun z,, z,, Sig. 108a., ein Paar im Puntte (7° y’) 
ber Gerabden + convergirende Profectionsftrahlen, wenn ndmlich y’ eine 
Gerade ift, welche die r auf derjenigen Strede trifft, auf welcher nad 
Lehrſatz 3. in jedem Punkte ein Paar folder Projectionsftrahlen fich 
ſchneiden müſſen. Da nun nad Lehrfag 11. Strahlbüſchel (8* s’), 
sya'y’ harmonifd, und y und y’ gugeorbnete harmoniſche Punkte find, 
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fo mug immer, wenn ber eine bie Gerabe + auf ber endlichen Strede 
TP’ fcbneibet, ber anbere die + anf der unendlidjen Stree Too P’ 
ſchneiden. Es miiffen alfo fteté, entweder in (r°y’) ober in (ry) 
fic ein Paar Projectionsftrahlen ſchneiden. Wir haben nun ben die 
z in Too P’ fcdbneivenden Strahl mit bezeichnet, und nad Lehrſatz 3. 
ſchneiden ſich alfo in (79y) jedenfalls zwei Projectionsſtrahlen, die z,, 
7, heißen. Schneiden ſich in einem Punkte der Strecke Pco T der r ein 
Paar Projectionsſtrahlen, ſo mug nun allemal einer vow ihnen die s 
auf per Stree PT und 8’ anf der Stree P’T’, ber andere 8 auf 
per Strede Po T, 8’ auf P’co T’ fcbneiven. Denn gingen (Fig. 103a.) 
durch einen Punkt II der + auf der Strede P’co Tl’ gwei Strablen 
a., a3, die beibe s auf PoT md 8’ auf P’oo I” trifen, fo ware 
alſo Bunftreihe 5,PA,A,T A 8’,P’A’,A’,T’, was nidt möglich ift, 
ba bie Aufeinanderfolge ber entfprechenden PBunfte anf beiden Geraber 
s, 8 nicht diefelbe ijt. Schnitten fic) aber in II gwet Projectiong: 
ftrablen a, a,, welche beide die sin PT, 8’ in P’T” träfen, fo müßte 
Punttreibe s,PA,A,T A 58P’A’, A’, 1” feiu, was ebenfalls ans den⸗ 
fefben Griinden unmöglich iſt. Es muß alfo von zwei folden Pro- 
jectionéftrablen allemal der eine s und s’ auf PT, PT’, der andere 
auf Poo T, P’oo T’ ſchneiden, wobei es gleichgiiltig ift, ob legteres links 
ven (8* 8) ober rechts von (s*7) oder (8’* +) geſchieht. Der erftge 
nannte Strahl foll mit +, bezetchnet werden, der andere, ber alfo s 
anf ber Stree Poo T und 8’ auf ber Stree T’oo P’ trifft, mit z,; 
ebenfo wie es bet a und b gefdehen war. Ebenſo, wie nun bei den 
zwei paarweife auf + fich ſchneidenden PBrojectionsftrablen ſich die 
Geraden [(s’° Boe (a, ) und [(s’* a.) — (a,°8)] ober my und m,, 
und aud) bie Geraden [(s’*b,) —(b,*8)] und [(s’:b.)— (b, °8)] 
ober w, und w, auf r ſchneiden, fo ſchneiden fic) aud [(s"7,)—(7,.'8)] 
und [(s’° 2) — (7, °s)] auf zr; und gwar milffen fic diefe beiden Geraden 
[(s’ > ,) ~ (74° s)| und [(s’° 7.) —(7,°8)] in (ry) treffen. Denn 
wir faben, indem wir von den Projectionsftrahlen a,, a,; b,, b, 
auégingen, bag ber Strablbilfdel (s°s’) sByas’a’y’p’ involutorifd nach 
Lehrſatz 15., alfo, ba a und a’ entfprecdende Strablen find, nad § 4. 
Lehrſatz 15. Strahlbüſchel (8° s’) sas’a’ harmoniſch ift; dag man alfo 
ben Strahl a, b. §. die von (8° 8’) nach bem Durchſchnittspunkt von 
[(s’*a,) — (a°8)] und [(s’'a,) — (a,°8)] gegogene Gerade erbalt, 
went man benjenigen Strahl ſucht, ver in einem Strahlbüſchel mit 
bem Sebeitel (s-.s’) und den Strablen s, 9’ und dem nach dem Durch⸗ 
ſchnittspunkt (a,°a,) gezogenen a’, der bem Legteren zugeordnete bare 
moniſche ift. Waren wir nun ftatt von ben Strablenpaaren a,, a,; 
b,, b, auégegangen von den Strablen z,, 72; b,, b,, fo ware fberall 
1, 7, an bie Stelle von a,, a, getreten, und wir Hatten, unt den 
bon (8-8’) nach dem Durchſchnitispunkte von [(s’-z,) —(x,° 8)] und 
[(# * wa) — (w,°8)] gezogenen Strahl gu finden, nur denjenigen Strabl 
gu ſuchen, ber fo liegt, daß ber Strahlbüſchel mit bem Seheitel (a: 2’), 
und ben Strablen: s, bem geſuchten Strahl, s', dem von (s°s’) nad 
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bem Durchſchnittspunkte (7 ,°7_) gezogenen Strahl, harmoniſch ift. 
Nun liegt aber nach ber Annahme (7,°7,) in (sr °y); es ift alfo 
ber bon (a°s') nad) (7,°7,) gegogene Strahl und ber von (5° 8’) 
nad) bem Durchſchnittspunkte von [(s’*x,)—(a4°s)] und [(a’*x,)—(z,'8)] 
gezogene muß alfo fo fiegen, bag ex in tem Strahlbüſchel (s°9'), 8’/ 
ber dem y’ gugeorbnete harmoniſche ift. Nad) Lehrfag 11. iſt aber 
(s‘s"), sys’y’ harmonifd; folglid) mug y der Strabl fein, ber ven (5-8) 
nad dem Durchſchnitispuntt von ((a’-7,)—(a4°e)] und [(s’* xq) (7, “8)] 
führt; b. h. diefer Durchſchnittspunkt, mug, ba er auch auf + fic) bes 
findet, in (7° y) liegen. 

Gs bilben ferner die Strablen 7,, 2, fowobhl mit a,, ag, al’ 
mit b,, b, eben folche vollftindige Bierede, wie das yon a,, a, mit 
b,, b, gebilrete (a,-b,) (a,°b.) (22° ba) (a,°b,) eins war. Diefe 
Bierede find (a,°7,) (a,° 72) (ag° 7) (a,° 7,) und (b,*7,) (b,‘e4) 
(b,*7,)(b,*7,). Cowie nut nach Lehrfag 10. ſca, b,) — (a,° by)] 
und [(a,° b,) — (a," b,)] durch (8° 8’) gehen, fo milffen jegt [(a,° z,) 
—(a,* r,)] und Kay 7%) (a, 7,)| und ebenfo [(b,° z,) — (b,° 7,)] 
und f(b," 1.) — (b,° ~,)] durch (8° 8) geben. Es haben alfo jest riefe 
Geraden diefelbe Bedeutung wie y und y. Rach Lehyfay 12. war 
nun ber Durchſchnittspunkt der Geraden + und » gugleid der Durch⸗ 
ſchnittspunkt von (A,— B’,), (B,— A’,), (A,~ B’,), (B,— A’,) naw 
ih vou w,,4,, Dy, M, Oder von [(a,°8)—(b,‘s)], [(b,"8)— (a,°8)], 
[(a,°8) ~ (b,° 8], [(b," 8) — (a,°8')]. Der DHurchidyaittepuntt dieſer 
Geraden iſt alfo zugleich der von 7 mit y’ ober von + mit 8 b,) 
—(a,°b,)]. Da nun (A,— B’,), (B,— A’), (A,7~ B’,), (B, 7A’), 
fidh nicht anf der endlichen Stree TP’ treffen fdnnen, fo mug [(a,°b,) 
—(a,"b,)] dle + auf ber Strede Too P’ fdneiben. Denken wir uns 
,,%, an die Stelle von b, und by gefegt, fo mug ebenfo [(a,° 7) 
—a,“ x,)] die + im Durchſchnittspunkt von [(a,° 8) — (7,°8')| und 
[(z,°8) — (a,°8)] ſchneiden, alfo ebenfo wie y anf ber Strede P’ao T; 
venfen wit uns z,, 7, an bie Stelle von a,, a, gefegt, fo mug 
ebenfo [(b,° 74) — (bg' 7,)J bie + auf Plo T ſchneiden. Bezeichnen 
wit nun (a, ™,)—~ (a_° 7,)| mit ¢; [(a,°7_)— (a,°7,)] mit 3’, 
[(b,°7,) — Cb," #,)] mit «, [(b,* 7.) — (b,' 7,)] mite, fo gebt wie 
friiber y und y, fo jegt d undo, © unde’ durd (8 6). Stellen wir 
uns alfo vor, wir batten im Bisherigen nidt mit ben Projections. 
ſtrahlen a,, a; b,, b,; fontern mit a,,a,; 7,, 7, gu thun gebabt, 
fo batten wir anf biefelbe Weife wie bisher ben Lehrfag 15. erhalten. 
Sn biefem aber würde d und 6’ bie Stelle von y und >’ vertretent. 
Ta ferner dort f der Strahl [(s+s’)— (b,°b,)] war, fo tritt an 
feine Stelle jest [(s° 8’) — (7,74), d. h. da (71°73) in (7 ‘y’) liegt, Y, 
und alfo an bie Stelle von B tritt y, ba (8° 8’) sf’s6’ harmoniſch fein, 
ud alfo jest fiir B ein Strahl eintreter mug, ber im Strahlbüſchel 
(ss) as’ ber bem y’ gugeordnete harmonifde fein mug. Dieß ift 
aber nach Lehrſatz 11. der Strahl y»; es tritt alfo y an bie Stelle 
non 8; und es ift Strahlbüſchel (8* 8), syda s’a’d’/ involutorifd. Ebenſo 
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ergiebt fich, wenn man ſich vorftellt, dag im Bisherigen nicht die Pro- 
jectiongftrablen a,, a,; b,, by, fondern z,, z,; b,, b, betradhtet 
worden wären, indem « und e an die Stelle von y und »; y und y’ 
an die Stelle von a und a’ treten, bak and) Strahlbüſchel (8° s’), 
sGeys’y’e’B’ involutorifd ift. In bem erfteren Strahlbüſchel find nun 
s, 8° Hauptftrablen, y, »’; a, a entfpredende. Es hat alfo derfelbe 
mit bem im Lehrfag 15. genannten involutorifden Büſchel dret Paar 
Strablen als entfpredende, und die Hauptftrahlen gemein. Wenn auch 
nur erjteres ber Fall ware, fo wiirde man boc {don ans § 4. Lehr: 
fag 14. ſchließen, bag aud) 6, 6” entſprechende Strablen bes involute- 
riſchen Büſchels in Lehrſatz 15. fein; um fo mebr alfo, da beive 
Strahlbüſchel aud) die Hauptftrahlen gemein haben. Ebenſo ergiebt 
fim, bag aud e und ⸗ entfpredende Strablen bes involutorifcden Bü— 
ſchels in Lehrſatz 15. find. Es ift alfo Strahlbüſchel (5° s’), sBeyda 
Sa'd’y’eB’ involutoriſch. 

Sowie nun, wenn wir vom Viered (a,°b,) (a,°b.) (a,°b,) (ag"b,) 

ausgingen, ber Strahlbüſchel (8° 8'), ay 8By harmonifd war, in welchem 
unter a ber bem Strabl a’ ober [(s°s’)~ (a,°a,)] gugeordnete bar: 
monifde verftanden war, und in weldem B ber dem Strahl p’ oder 
[(s° 8’) — (b,*° b,)| gugeordnete harmoniſche ift, fo mug jest, wenn wir 
vom Biered (a,° 7, ) (a,' 7) (a,° 72) (a,° 7,) ausgehen, Strahlbüſchel 
(s°s'), ad’yd harmonifd fein, ba jegt do und o fiir y und »’, und y 
für 8 eintritt; geben wir bom Biered (b,*7,) (b,*7,) (b,'7,) (b,°2,) 
aus, fo tritt c, <’, y ein fiir y, y, a, und es iſt alfo and) Strabl- 
bitjdel (8-8), yee harmoniſch, alfo aud (8° 8’), Beye harmoniſch. 
Wir ſehen alfo, es ift: 
Strahlbiifdel (8* 8’), ad’yd und Strahlbüſchel (8° 8’), Be’ye Harmonifd. 
Sig. 108a. Bezeichnet man nun die Geraden [(7,°7,) — (a,°b,)], 
[ory aa) (a, b,)| bezüglich mit d,, d,, fo ergiebt fic, ba Strabl. 
üſchel (8° 8’), ad’yd, alfo auc) Punttreije a, ,(a,°7,) (a,°b,) 
(a,°7,) harmoniſch ift, daß auc) Strablbiifdel (z,- 7,), t,7,d,7 
und baber aud (7,°7,), dyx,t,7,, alfo ancy Punktreihe b,,(b,° a,) 
(b,"7,)%,(b,*7,) harmonifcey ift. Es ift alfo Punftreihe a,,&, 
(a,. 7) (a,° by) (a,°7,) A b,,(b,* a,) (b, ° 7)¥5,(b,*7,). Ebenſo 
folgt aus ber Harmonie des Strablbiifdels (8* 8), ad’yd, dak auch 
Punttreihe a, (a,‘7,)(a,°b,) (a,' 7.) und anc Punttreibe Ror 
dh, (a2°%q) (a,'b,) (a,°7,) harmoniſch ift. Hieraus ergiebt fic 
weiter, daß aud) Strablbiifdhel (7,*7,), tzrad,7, oder (7,° 7), 
d,x,t,7,, alfo aud) Punttreife b,,(b,°a,) (b,*7,)%,(b,°7,) bar 
moniſch ff. Gs ift alfo auch Punttreihe a, (a,*7,) (a,° b,) 
(a,°7,) A b,,(b,° a.) (b,* 7,)%,(b," 7,). Man hat aifo 


Punktreihe a, A, (a,' 2) (a,° b,) — J. 
Punktreihe b,.(by* a,) (b,° 7,)%,(b,* 2,); a) 
Punttreihe a,b ,(a,*7,) (a,°b,)(a,°7,) A] I. b) 


Punttreihe b,.(b,° Qo) (b,° 74 )05.(b,° 71); \ 
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Doc es folgt auch noch mehr. Es war alfo Strahlbafcdet 
(T,°%), ty7,d,%, oder (7,°2,), t,7,d,75, und ebenfo Strahl. 
bijdel (7, °7,), t,7,d,7, oder (x, —8* t,7,d,7, harmoniſch. 
Nach Lehrſatz 6. iſt amuch auch Strahlbüſchel 5 — Tyr ober 
—— 1% harmoniſch. Es wird alfo / 7,7, vont, und d;; 
t, und do; y’ und 7 harmoniſch getheilt; ſolglich iſt nad § 4, Lehr. 
fag 17, Strablbiifdel (7 ,°7,), t im ,d,7'd,7,t at entgegengefegt invo- 
lutoriſch mit ben Hauptſtrahlen 7, und 7; oder es ift Strahlbüſchel 
(t,'%5),t,7,d,yd,7,t,7 A Strahlbüſchel (7,°7,), d,7,t, tt, 7, 0,7 
ind den Strabien 

te teicrs eae Fas! 
entiprechen J. Pee oe 
indem je gwet entfprechende Strablen der Gnvolution unter einander 
geſetzt find. 

Ferner ift in dem vollftindigen Biered M vw, ( aud) 
ig. 107 a.) nach § 3. Lehrfag 17. Strahlbüſchel (r y), t ‘ytot 
eder alfo bier, ba (r‘y’) mit (z,° 74) gufammenfallt, Strablbiijcet 
(t,"%2), t,y't,7 harmonifd. Ebenſo ift in dem se le ah Bierfeit 
a,b,a,b, Sig. 108a. Punktreihe y, (a,°b,) (8° 8’) (a,° ba) Ge ”) 
harmonifd alfo deßgleichen auch Straplbufepel (7, 7), * 
und nad Lehrſatz 6. iſt aud (7,°7,), 77757 harmonifc. —* a 
aljo aud) / y'r durch t, und t,, d, und d,, 7, und x, harmonifd 
aed fotgtic ift aud) nad § 4. Lehrfag 17. Strahlbüſchel (1, 7 5 )s 
tz z,d,/'d,7 ot eutgegengeſetzt inbvolutorifd mit der — y 
~ * oder ea hk Strablbiifchel (7 ,° 7), t,7,4,7'd,7, t,t A (71°) 

,d,Yd,7,t,7, indem die Straglen 


A) 


bp dis m5 tS B 
und to; das e575 75 
entſprechende find, nämlich fo, daß je zwei unter einander ſtehende 
ſich entſprechen. Es können alſo die ſechs in (7,° 12) ſich ſchneidenden 
Strahlen auf doppelte Weiſe als Etrahlen! eines involutoriſchen 
Strahlbüſchels angefehen werden, einmal, nad) A), als Strahlen eines 
lolden, in dem 7 uid z,, fodann, nad B), als Strablen eines 
felchen, in dem y’ und + Hauptitrablen find. 

Nad A) ift nun 


Strahlbuſchel Strahlbilfchel 
(7,'%_),t,7,4,7 A (7, “™a) d,7,toy; 
nad) B) aber (7,* 74), t aad, t OR (4y°mq), ty4 44,7; 
alſo iſt (7, Ms); t 174d, tT AN (x, ‘Ha) d,7,toy. 
Nad B) aber ift (7,°2,), dat. W (ay hal S18 0 *) 
alſo ift (w,°%,), t,2,d,7 A — iritiy; 9 
af Punttreibe a,b, (a,' 7, b,) (a,°a,) A b,,(b,"a,) (b,° 74) 
¥S.(b,°a,)- Diele Bu a et TA aber abe mit den in I, a) eriwabnten 
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brei Puntte, nämlich auf a, die Bunfte: &,; (a,°b,); (a,°7,), auf b, 
bie Punfte (b,"a,); 1,3 (b,* z,) gemein; es fiud alfo auch (a,-a,) 
und (b,°a,) ein Baar entfprechender Punfte ber Reihen in J. a). 
nad § 2. Lehrſatz 10. Es ift alfo and 
Punttreihe a, ,(a,*,) (a,* by) (91° 72) (81°82) A C) 
Punktrethe b,,(b,°a,) (by° 7, vd, (b,° zy) (b,° a5)5 
Da ferner nach +) 
Strahlbüſchel (n, ) t,7,d,7 A Strahlbüſchel (x,°7.,),d,7,t,7’ 
war, iſt auch 
Punktreihe b,,vd,(b,°7z,) (b,°a,) (b,° bs) A 
Punktrethe a,(a,’b,) (a, 7z,)%,(a,°b,); 
ober Punktreihe a,b, (a,°7,)(a,°b,)(a,°b,) A 
Punktrethe b,,(b,°a,) (b,° 7, )%,(b,° b,). 
Diefe Punktrether haben wieder mit ben in C) erwähnten drei Punfte 
gemein; es iſt alfo aud: 
Punttreihe a,b, (a, 7,) Grby) (a,° ba) (a,° 72) (a," a2) — D) 
Punktreihe b,,(b,* a,) (b,* 74), (b," by) (by 7g) (b," aa); 
Da ferner nad *) 
Strahlbüſchel (7,°7,), ty7,4,7 A (7° %q), Aya, ty’ 
war, ift aud) 
Puntktrethe a, A, (a,* 7, ) (a,b, ) (ay"aa) A 
Punktreihe b,,(b,.a,) (b,° z,)%,(b,° a.) 
folglich auch 
Strahlbüſchel (s° 8’), &,(a,°7,) (a,"b,) (a,;° ag) A 
Strahlbüſchel (s+ 8’), (b,°a,) (b,*7,)%, (b,’a,)- 
Run ift aber, wie wir oben fahen, Gtrabhlbiifdel (8° 8’), Beye und 
(8's), add barmonifd, alfo Strahlbüſchel (a 8’), ad’yd A (8°8'), 
Be'ye und auch (8 * 8’), ad’yd A (8° 8’), ye'Be ober mit anderer Bezeich- 
mung Strahlbüſchel (s-s’), &, (a,*7,) (a,°b,) (a,°7,) A (8°8), 
(b,*a,) (b,° 7.) %,(b,°7,). Gu Tegterer Form fieht man, daf fie 
mit ben beiden conformen Strablbilfdeln (8° s’), &, (a,*7,) (a,°b,) 
(a,"a,) und (8°6"), (b,* a1) (by 74) %,(by*aq) drei Straglen als 
entfprecende gemein haben. Es ift alfo aud 
Strahthifdel (8° s’), & (a,*7,)(8,°b,) (a, °a,) (a,° 72) A 
Strahlbüſchel (s- s’), (b,+a,) (b,* 71) %,(by° ay) (by * 79) 
ober (9° 8’), adya’d’ K (8° 8’), yeBy’e’ A’) 
folglich (8* 87), yöaν XK (8°8'), Gere’. 
Wegen ber Involution bes Strahlbüſchels (8* 8’), seydas’a’d'y’e’P’ ift 
aber (s° 8’), yoa’d’ A (8° 8"), d’ad, alfo ift ancy 
Strahlbüſchel (s+ 8’), /ad A (9° 8), Pey'e’; 
und daber Bunltreife: 
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a,(8,°b,)(@9°7,)%,(a4°7,) Ab, %,(b,°7,) (by 8g) (by. 7,). B’) 
Rach A’) war aber (8° 8°), aya’d’ A (8°8'), yBy’e’, und ba wegen ber 
Involution bed Strahlbüfcheis (s°8’) aud (8° 8’), aya's’ A (5-8), 
a'yad ift, fo ift aud (8° 8%), a’y/ad A (8° 8’), Bye’, und daher 
Punltrethe a,,(a,°a,) (a,°b,) %,(a,° 7,4) A 
Punttreihe b,,(b,*2,) %,(b," a,) (b,° 7, )- 
Da diefe Punktreihen mit den in B’) aufgeftellten je drei Puntte als 
entiprechend gemein baben, fo ift alfo auc: 
Punktreihe a,{a,°a,) (a.° by) bo(a,° 71) (Ma mQ) A 
Punttreihe b,(b,*2,) ¥b,(b,°a,) (by° 7,) (b," To)i 
eder Punktreihe a,,%,(a,°a,) (a,°7,) (a,°b,) (a,° 72) A C’) 
Punftreife b,,(b,° a.) (by°a,) (by* 7,) %, (dy" 4); 
Gerner war nach A”) Strablbilfdel (8° 8’), aya’d’ A (8° 8'), 7By/e’, und 
ba wegen der Involution bes Strahlbüſchels (s+ 8’) auch (8° 8’), yBy'e’ 
~ (6°), Bre tft, fo ift auch (8 8"), aya’e’ K (s° 8), ye, daher auch 
Punftrethe a,b ,(a,*b,) (a. a) (a.° 74) ny 
Punktreihe b,(b,'a,) (b,- b,) (by a,) (by" 7;). 
Da diefe Punktreihen mit ven in 0) aufgeftellten je drei Puntte 
gemein haben, fo ijt alfo aud 
Punktreihe a, b,(a,°a,) (a,° 7;) (a,° b,) (a,° ba) (ag° 74) Me D) 
Punttreige b,,(b,* a2) (b,* a) (b,* 7,) %,(b,* by) (by* 72). 
Gaffer wir bie bisherigen Refultate D und D’ nod) einmal jujammen, 
fo feben wir alfo: Es ift 
Punttreife a, (a,* 71) (4° by) (a,° bg) (ay 7g) (A, a2) A ‘1. a) 
Punttreife b,(by*a,) (by 7,) %,(b," by) (by* 72) (by* ag); 
und 
Junltreihe Ho (as a1) (a, 7,) ( b) (a," b) (a,° )— Adi b) 
Punktreihe b,,(b,* a.) (b,"a,) (b,* z,) %,(b,° ba) (b,* 7,)- J 
Nach Lehrſatz 12. ſchneiden fic) aud die Geraden n, und wv, itt 
(ry) ober in (x,-7,). Da nun nad Lehrfah 11. Strahlbüſchel 
(8° 8’), Bya’y’ harmoniſch ift, tft ein Gleiches aud) mit der Punktreihe 
a, A,(a,°b,)A’,(a,"b,), alfo aud) mit bem Strahlbüſchel (7,.7,), 
w.dnyy’ ber Fal. Da ferner Strahlbüſchel (s°s%) ,ads’d’ ebenjo 
Ime früher (a ° 8”), sya’y’ harmoniſch ift, ift aud) Punttreihe aA, (a, '7,) 
A'(a,*m,), alfo auch Strahlbüſchel (7,+7,),4,7,n, 7, harmoniſch. 
Ferner ift, weil Strahlbüſchel (s°s") sBeydas’a’s’y’e'B’ entgegengefest 
inwolutoriſch iſt mit ben Gauptftvablen s, 8 nad § 4. ehrfag 15. 
Etrahlbüſchel (s+ 8"), sas'a“ harmoniſch; folglic) anc Punktreihe 
a Aw, A'(a,'a,) und daber Strahlbiifchel (7, 7,),,t,n,7 hare 
moniſch. Wir fehen alfo, e8 ift Strablbifdel (7,°7,),»,d,n,73 
Ty'%o), 40,047; (74°77), ,t,n,t harmoniſch; es wird alfo 
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Zn, von d, und y, x, und z,, t, und + barmonifd getherlt. 
Folglich ift nad § 4. Lehrſatz 17. Strablbiafdel (7,- x,),n,t,7,4, 
w,/7,7 entgegengefegt involutorifd mit den Hauptftrablen n,, 5 und 
es entfpreden den Strablen 


| ti5 43 dy; my; 2) 
bie Strablen: T} a3 9; D3 , 

Es laffen fid) alfo die an (7,° 7.) zuſammenſtoßenden Strablen 
noc, auger den in A) und B) anfgeftellten Arten, auf eine dritte 
Weife gu einem involutorijden Strahlbifdel auorduen. Da ferner 
Strahlbüſchel (1, 7,),4,7,0,7_ harmonijd war, fo find «, und n, 
auch entfpredende Strablen bed in A) aufgeftellten. involutorifchen 
Strahlbüſchels mit den Hauptftrablen 7,, r, nah § 4. Lehrſatz 13. 6). 
Es ift alfo Strahlbafdel (7° 7,),n,t,7,d,4,yd,7,t,7 involutorijd, 
ober eS ijt Strablbitfdel (7, 7,),0,t,7,d,4,ydaz,t,t A (7, 74). 
w,d,7,t,n,tt.7,d,7'; und e8 entfpreden, um es nodmalé zu er: 
wähnen, ben Strablen 


ty) tab 7) yy 745 Tail 8) 
bie Strablen di3 das 75 3 743 7-4 
Nach AW) ift mur 

Strahlbuſchel Strahlbuſchel 


—GV — 
—— 

(7," Ta), 7 4 YT 9} 

(74° %q)r %y%4¥%q; TH) 


(7 ,° 7g), 740,t%, A 

nad) B) aber (7,'7,), 74n,t,7, A 

und nad WM) (7,° 7,), 744,4,7, A 

alfo ift (7° %_), 7D tT, A 

alfo aud 
Punttreife (84° 4) (a,° n,) (a,° a) (a,'7,) A 
Punttreihe b,,(b,° z,) (b,°*,) (b,° a4) (b,°7,)3 

ober Punktreihe a,,(a,°7,) (a,° 8) (a,°a,) (a,° 72) AN 
Punttreihe b,,(b,* 7,) (b,° 8’) (b,° a.) (b,° 7,), 

ba (a,°n,) zugleich (a, +8”) und (b,*4,) jugleich (b,°8’) iſt. Beire 

Punftrethen haben mit den in IT. a) anfgeftellten drei Punkte als ent- 

ſprechende gemein, es ift alfo and 

Punktreihe & yh (a, ,)(a,"b,) (a, "b2) (ay) (48g) (ay BA & 6 

Punktreihe b,,(b,-a,)(b,"7,)%,(b,*b,)(b,"7,)(b,"a,) (b, 8); 4 

Es folgt aber auch ans (7,°2,), 7,n,t7, A (4,'7,), 7,477, in 

tt) ober ea apa sg i —" 
Punktreihe a, (a, 7,) (a,°~,) (a,° 9) (a,° 2) A 
Punktreihe b,,(b,* 7,) (b,°n,) (b,* 7) (by* 2) 

ober, da (a,",) mit (a,°s), (b;°n,) mit (b,°s) 3ufammenfallt: 
Punktreihe a,,(a,.7,) (a,° 8) (a,* by) (a,° 7.) A 
Punttreihe b,,(b,* 7.) (b,*8) (b,* b,) (b,° 7). 
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Da viefe Punktreihen mit den in II. a) ober in C) aufgeftellten drei 
Paar Punkte als entſprechende gemein Haben, fo mug aud 
Punttreihe a, &,(a,° *,) (a,° b,) (a,* 8) (a,° by) (a,° 74) 
(a,° a.) (a,°8) A D) 
Punltreihe b,,(b,* a,) (b,° ~,) %,(b,° 8) oe ba) (b,°7,) 
a,)(b,°8/) 
fein. Es war ferner, wie wir oben —* Strabloaigel (8° 8"), sys'y’; 
ferner (8° 8’), sösd; ferner (8° 8), sas’a’ yom hieraus folgt zu⸗ 
gleich, daß auch *88 a,,A,(a,°b,)A ); @,A,(a,°z 
A’ (a,'7,); Po-A ge A’ a(a," a,) —— ‘ft * alſo cus Strat: 
bifcbel (x; 7. — 2573 (7,° 4a), g%_My7, 5 (41° ,), wyt,MyT 
parmoniid it Es ift aljo nad § 4. Rebrfak 15. Straploafdel 
(7) Ta), 7,7',d,7,t,m,7 involutorifd mit den Hauptſtrahlen w,,” 
m,; und ber Strablen 
to; Wy d.; m;) baad X’) 
entſprechen 13 Tay 73 Mg; Wg 
Ta ferner, weil nad) Lehrſatz 6. Strahlbüſchel (x, 1%), &,2'BoT bare 
moniſch war, auc) Punttrethe 8’, A’, (8's) A’,(8 7) harmoniſch, fo 
it aud) Strahlbüſchel (x,*7,), n n/m, t harmoniſch. Es find alſo n, 
und m, ein Paar entſprechende Strahlen j im involutorifden Büſchel B). 
Es ift ‘alfo Strahlbüſchel (7,' 7), u,t,7,4,7'd,7,t,m,7 A (7,'7,), 
m,t,7,d,7/d,7,t,n,7; und den Straglen 


tr dys may yy TH YS B9 
entſprechen ta; da} ; 7; 7’. 
Nad W") ft nun 
Strahlbuſchel Strahlbuſqhel 

(7\°%_), 7,7M5%_ A (4,°7%), ”tM,; 
nach B) aber (7,° 7%), Fat,m,7, A G)M tinir,; 
nah B) ift endlich (w,'7,), 7,t,n,7, A (4,' 72), 7,4, 447,; 
aljo auch (a ,°7_),7,7M,7, A (4,°7q), 714,447; 


folgiich Punktreihe a,(a°z,) (a.°7)(a,°m,;)(a.°7,) A - 
Punttreife b,(b,* 7, ) (b,"a,) (by) (by* 7Q)5 

ter, ba (a,’m,) mit (a,°8), (b, °4,) mit (b,°8’) gufammenfallt: 
Punttreihe a,,(a,°7,) (a,° a) (a,° 8) (84° 7,) A 
Punktreihe b,,(b,° 7,) (b,° a,) (b,’ 8’) (b,* 7.) 

Da in biefen Reihen bret Punkte, die ſchon in IL. b) entfprechenbe 

waren, wieder entſprechend find, fo a — gs’) mb (b,° 8’) entſprechende 

Punkte ber Reihen II. b). Es iſt alf 

Bunttreihe & oh 4 (a,'8')(a9°a; )(a,’ ys b,)(a,*b,)(ag'%_) A 6) 

Punktreihe b 1b ,°&,)(b,"8')(by‘a, )(by°7,) 1, (b, "ba )(b, 7). 
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Es war ferner nak A) Strahlbüſchel (7 ,* 7, ), 7,m,7,, harmonifd; 
es find daber aud) m, und w, entfpredenbe Punkte des involutorifchen 
Strahlbüſchels in A) ‘ober int ‘B), fo bag alfo ben Strablen 


5 t.; 7} m,; Ny} 713 a 


, A 
entſprechen G3 da3 ey a3 7 yp Bae ) 
Nun iſt nach w’): 
Strahlbuſchel Strahlbůſchel 


(7° %y), 7 TWH, a (7° Tq), Watguegmy; 

nad) WA”) aber (7,°7,), mote, A (4° %)p 7gd,Mg743 
mid nah B’) (7,°7,), 7,d,m,7, A (7,° 72), 74,0, 733 
alſo ift (74° ) By Tey A (41°77), 7,4,D, 793 
‘folglih  Punftreihe a,(a,° z,) (a,* 7) (a,' 5) (a,° 72) A 

Punktreihe b,,(b,* x,) (b,"d,) (by° a, ) (b,° 7q)3 
ober, ba (a,'m,) mit (a,°s), (b,°n,) mit (b,°s8) jufammenfallt, 
es ijt: Punktreihe a,fa,° z,)(a.° a,) (28) (ag° 7) A 

Punktreihe b,,(b,*7,) (b,° a,) (b,° 8) (by° 74): 
Da dtefe mit dew Punttreifen II. b) ober @’) drei Paar Punkte ale 
entipredende gemein haben, fo find aud (a,°8) und (b,*s) ein Paar 
entſprechende sala ber Reihen in C); es ift alfo: 
Punktreihe a,4ey(a4° 8) (ay°8,) (04° 7,) (0° b,) (89° 1. 

(a,°b,) (ag. 72) 0 
Punktreihe b,,(b,° aq) (by"#’) (by 84) 0b," —8 9 
*b,) 
i a) 
Stellen wir alfo bie Refultate D) und ch — ſo haben wir 
alſo gefunden: Es iſt 
Punktreihe a, KM, (a,'7,) (a,* by) (a,°8) (a,b,) (a," 72) 
(a,° 43) (a,°8) A III. a) 

Punftrethe b,,.(b," a, ) (db, 7, )¥%,(b,° 8) (b,"b,) (b,* #4) 
ee (b,* a.) (b," 8); 
md . 


Punktreihe a,e,(a.° 8’) (a,°a,)(a,° 7,) (a," by) (aq° 8) 
(a,° by) (a,° 7) A 
Punktreihe by (b,* a.) (by 8’) (by a.) (b,* 7,) MS, (by 8) 
1° b,) (b,° 74). 

Buchſtäblich denſelben Beweis fann man, indem man ,,Strabl- 
büſchel“ ſtatt „Punktreihe““, „Punktreihe“ ftatt „Strahlbüſchel“, „Schei⸗ 
tel” ſtatt „Kichtung“, „Richtung“ ſtatt „Scheitel“, „Punkt“ ſtatt „Gerade“, 
„Gerade“ ſtatt „Punkt“ ſetzt, und die Heinen Buchſtaben mit ben gre— 

Ben, bie großen mit ben kleinen vertauſcht, auf die die Curve k, | 
erzengenden einftimmig verlaufenden conformen Strahlbüſchel anwenden, 


III. b) 
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(Sig. 108b), indem maw fich auch bier fogleich überzeugt, daß die 
Punkte OK,, M,, %,, N, und alfo and I’ immer auf einer die 
Strede SS’ in bem envlichen Theile ſchneidenden Geraden liegen 
mitffer, fo lauge die StrablbAfchel einftimmig verlaufen. Wan finbdet 
bann: Es ift 

Strahlbiijdel A, «,(A,—,) (A,—B,) (A,- 8) (A,—B,) 

(A,—H,) (A,—4A,) (A, 8) 0 

Strahlbüſchel B,(B,—A,) (B,—M,) 6,(B,—8) (B,—B,) 
an (B,—11,) (B,—A,) (B,—8); 


Etrahlbüſchel A,o.(A,—8) (A,-A,) (A,H,) (A.-B,) 
(A,— 8S) (A.~B,) (A, -Hf,) A 

Strahlbüſchel B,(B,-A,) (B,-S8),(B,—A,) (B,- 0, )8, 
(B,~ 8) (B,—B,) (B,-N,). 

Suchen wir nun, wenn vier Projectionsjtrahlen gegeben find, a,, 
ao; b,, ba, einen filnften, c,, um ju feben, ob er aud) mit feinem 
Durchſchnitte anf a,, b,, a, uf. w. einen Bunt der in III. a) und 
III. b) anfgefteliten conformen Punktreihen bilbet. Um zunächſt einen 
finften Strahl c, gu finden, nebmen wir auf s’ einen Bunkt C’, will- 
firlih an, Fig. 109a., und fuden den ihm entfprechenden auf s. 
Mach ber Tabelle t, erhils men, wenn man vom Punkt (a,°b,) als - 
ProjectionScentrum aus die Punktreihe e/.B’, A’, PA’, B’, I” auf die 
Gerade n, oder (B,— A’,) projicirt, auf n, eine Punftreihe, bie gu 
gleich mit 5B, A,PA,B,T fir den Punkt (a,+a,) als Projections: 
centrum perfpectivifd liegt. Ziehen wir alfo von (a,-b,) ané eine 
Gerade x, durch C’,, welche die n, in ©, ſchneidet, fo daß alfo 
(n,°x,) oder ©, die Projection vor C’, auf n, fft. fo haben wir, 
um C, anf s gu finden, nur ben Puntt ©, von (a,°a,) ans auf s 
ju projictren, mittelft einer von (a,°a,) nach ©, gezogenen Geraben y. 
Dann ijt (s*y) ber gefuchte Punkt C,, und ed ijt (C,—C’,) etn fanfter 
Projectionsftrahl c,. Da nun (C,—C’,), weil CO’, gwifchen A’, und 
B', und alfo O, zwiſchen A, md B, liegt, die + jedenfalls in bem 
zwiſchen (a,° a.) md (b,'b,) liegenden ben unendlich entfernten 
Buntt enthaltenden Stiid ver zr trifft (ven der eine Fall, in dem es 
am möglichften wire, daß c, bie + auf P°L fdnitte, ware offenbar, 
wenn C’, nabe an A’, und C, nabe an A, lage; rann aber miipte 
immer noch c, bier fiber (a,°a,) hinaus ſchneiden; ber andere Fall, 
ber es am miglidjten exfdeinen liebe, bag c, bie + auf ber Strece 
PT fchnitte, ware ber, wenn C’, -nabe an B’, und C, nabe an B 
ih befinbe; dann aber miifte immer nod c, die + ber (b,* b,) 
hinaus treffen), ba alfo c, bie + auf alle Fille auf ber Strede P’oo T 
ſchneidet, fo convergirt nach ehrfak 3. noc) ein Strahl c, mit c, 
anf 7. Denke man fid nun nicht a,, a3 b,, b., fonbdern a,, a,; 
Cc, gegeben, fo tritt an bie Stelle von [(8’*a,)— (b,‘s)] oder n, 


Tit. 2’) 


IIL.b’) 
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jegt bie Gerade [(8'-a,)— (c,°8)]; fie heiße n’,; dent man fich nicht 
a,, 2; b,, by, fondern c,, c,; b,, b, gegeben, fo tritt an die 
Stelle vor —— over w, jetzt [(8’*b,)— (c, 8))]; ſie 
heiße w”,. Projicirt man nun die Punktreihe s vou (a,°a,) aus auf 
n’,, fo erbalt man 

Punktreihe n’,,A’, Cr’, 8’, A Punktreihe 3,A,C,B,T. 
Projicivt man die Punftreihe s von demfelben Punkt (a,-a,) aus 
auf n,, fo erhalt man, weil nach Lehrſatz 12. n, bie + in (7: y’) ober 
G, ſchneidet: 

Punltreibe n,,A’,C, B'S, A Punktreife s,A,C,B, T. 
Projicixt man ferner die Punktreihe s’ vom Punt (b,°c,) auf »”,, 
fo erhalt man: 

Punttreihe w” ,b”, CB’ S", 
Da nur Punktreibe 3A,C,B,T 
ift, ift alfo aud 

Punktreihe n’,,A’,C, vw’ GA Punttreihe wb”. C, B’,G”,. 


Da dieſe beiven Rethen mit einem Baar entfpredhender Puntte in C, 
zuſammenfallen, fo fliegen fie perfpectivijd. Nach ber im Lehrfag 10. 
enthaltenen Grflirung von y’ und nach Lehrfag 12. mug nun”, durd 
ren Durchſchnittspunkt von [(c,°b,) —(c,°b,)| mit + gehen. Nach 
Labelle t, ferner liegt die Punktreihbe wv” ” CB’, GS", auch mit 
s3A,C,B,T für bas Projectiongcentrum (c,°c,) perfpectivifh. Es 
liegt alfo, ba (c,°c,) fich auf + befindet, ©’, im Durchſchnittspunkt 
(w” 7) von wu”, mit +r, mithin jedenfalls auf r. Demnach ift + ein 
Projectionsftrahl ber beiden perfpectivifd liegentren Punktreihen n’,,A’, 
O vb 6’, und wu”, pe” C,B’,6",. Nennen wir den Projectionsjtrabl, 
ber die Punkte A’, und &”, enthalt, kurz a,, den Projectionsftrahl, 
ber burch vd’, und B’, geht, kurz 6,, fo miiffen fid) demnach «, undé, 
auf + ſchneiden. Ferner aber liegt vie Punktreihe n’,,A’,C, vd’, 8’, 
nad) Labelle t, mit ber Punktreihe s,A’,C’,B’, T’ fiir den Punkt 
(a,’c,) perfpectivifd (inbem man in der Tabelle t, nur b, mit c, 
gu vertaufden bat). Es ſchneiden ſich daher die Projectionsftrablen 
(C,— C’,), (',—-B’,), (@,-T’) in dem Punkte (a,°c,). Der 
Strahl (v',~ B’,) ift aber 6,; e8 gebt alfo 6, durd den Punkt 
(a,'c,), oder der Punt (a,°c,) liegt anf 6,. Es legen alfo in 
den Dreiſeiten 


A Punktreihe s’.A’,C’, B’, T’. 
A Punttreigfe 8A’, C’, B’, T’ 


C,8a, und agbir 
bie Durchſchnittspunkte (c,°a,), (8°°b,), («1° 7) 
auf ciner und derfelben Geraden 6,. Folglich ſchneiden fich nach 
§ 3. Lehrſatz 13. die Verbindungegeraden entfprechender Eden, nämlich 
[Cox 8) ~ (an by]; [08 #1) ~ (Bras (1° 1) — 8g) 
oder x; Xo} X3} 
in einem unb demfelben Punkte (x,°x,°x,] ober X. 
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Gs ift Leicht zu feben, bag man einen Gbnliden Satz erhalt, wenn 
man den Punkt C, auf anrere Art beftimmt. Man nehme nämlich 
wieder, Fig. 109a’., einen beliebigen PBunft C’, anf a’, 3. B. zwiſchen 
BY, und A’, an. Nach Tabelle t, erhalt man auch, wenn man vom 
Puntte (a,"b,) aus die Punktreihe s auf die Gerade n, oder (B,—A’,) 
projicirt, eine Punktreihe, die gugleid) mit ber Reibe s fir bas Centrum 
 (a,'a,) perfpectinifd) liegt. RBiehen wir alfo von (a,°b,) einen 
Strahl x, durch C’,, der die n, in ©, trifft, fo haben wir, um C, 
ju finden, nur den Buntt ©, von (a,'a,) aus mittelft bes Strahlé y 
auf s zu proficiren. Der fo erbaltene Runt (8* y) ift ber bem C’, 
entipredende Punkt C,, unb (C,—C’,) der Profectionsftrabl c,. 
Auch bier können wir uns wieder den mit c, aufr convergivenden Pro- 
jectionsftrabl c, gezogen benfen. Stellen wir uné vor, es feien ftatt 
41, 4,; b,, by die Strablenpaare a,, a5 c,, 6, gegeben gewefen, 
fo tritt an die Stelle von [(s’°a,) — (b, )| over n, die Gerade 
[(s'*a,) — (ce, °8)]; fie beige n’,; ftellen wir uné c,, c,;3 b,, b, 
alg gegeben vor, fo tritt an bie Stelle von [(s’:b,)— (a, °8)] oder 
w, bie Gerade [(s’* b,)— (c, °8)]; fle beibe »”,. Projicirt man nun 
die Punktreihe s’ von (a,° a») aus aufn’,, fo erbalt man 

Punttreife n’,,A’,C,’,6’, A Punktreihe s,A,C,B, T. 
Projicirt man dle Punktreihe s von demfelben Punkte (a,°a,) aus auf 
n,, fo erhalt man, wenn man den Bunkt (7°), in bem nach Lehre 
fag 12. bie n, bie + ſchneidet, burch G, bezeichuet: 

Punktreihe n,,A’,C,B,G, A Punttreibe sA,C,B, T. 
Projicirt man ferner die Punktreihe s’ von (b,°c,) aus auf w”,, fo 
ergiebt fich 

Punktreihe uw”, wb” CB’, 6", A Punftreihe s',A’,C’, BY, T’. 

Da run Punktreihe 3A,C,B,T A Punktreihe s'.A’,C’,B’, T” iſt, 


fo ift aud 
Punktreihe n’,,A’,C,d’,8’, A Punktreihe wv” &”,C, B’, 6"; 

unt beibe liegen, ba in C, ein Paar entfpredhende PBunkte zuſammen⸗ 
fallen, perfpectivifd. Nach Lehrſatz 12. mug nun vw”, durd den Durds 
ſchnittspunkt von [(c,°b,)—(c,°b,)] mit + gehen. Ferner liegt nad 
Tabelle t, Punktreihe wt de” CO BY8", mit Punftreibe sA,C,B,T 
fir Centrum (c,°c,) perfpectivifh. Es mug alfo 6’, anf zr fich be- 
finden. Folglich ift + ein Projectionsftrahl ver beiden perfpectivifch lie⸗ 
genden Punktreihen n’,,A’,C ,vs’,6’, und vw”, &”,C, B’6",. Es beige 
nun wieder (A’,— &”,) und (vb’, — B’,) bezüglich «,, 6,; fo ſchneiden 
fih alfo 4, und 6, auf 7. Nach Tabelle t, liegt ferner Punktreihe 
n',,A’,C,vb’,6’, mit Punktreihe s’,A’,C’,B’,T’ für bas Centrum 
(a,'c,) perfpectivifd. Es fchneiden ſich daher die Projectionsftrahlen 

17 C’,), (*8',— B’,), (8,7 TY) in(a,'c,); es gebt alfo (v0’,— B’,) 
ober 6, durch (a,: c,), oder (a,°c,) Tiegt auf 6,. Es liegen atfo 
m den Dreifeiten 
Beißenborn, Projection. 18 
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c,se, und a,b,z 
bie Durdhfchnittspunfte (c,-a,), (s'°b,), (,°7) 
auf einer und derfelben Geraden 6,. Folglicy ſchneiden ſich nad § 3. 
Lehrſatz 13. die BVerbindungsgeraden entfpredender Ecken, namlid: 
(Ce, 8’) (a,° by DJs [08° 1) — (yD) [1 1) — a] 
ober 5 Fe Xo} x25 
in einem und demſelben Punkte [x,-x,°x,] ober X. 
Gang Analoges ligt fid) von ben die Curve k, erjeugenden 
Strahlbüſcheln geigen, indem wir noc) einen Projectionspunft fuchen. 
Nehmen wir, Fig. 109. b. einen Strahl c’, an, und fuchen den anf 
ihm liegenden Curvenpunkt C,. 3u dem Zwecke haben wir nur der 
bem Strahl c’, entſprechenden Strahl c, gu fuchen. Mad) Labelle T, 
erhalt man, wenn man an N, als Scheitel einen Strahlbüſchel con: 
firuict, ber mit bem Strahlbüſchel S’ fir (A,—B,) alé Projections 
are perfpectivifd liegt, einen Strahlbüſchel N,, der gugleich mit dem 
Strablbitjdel S fir (A,—A,) als Axe perfpectivifd liegt. Suchen 
wir alfo den Durchſchnittspunkt vor c’, mit (A,~ B,), alfo X,, und 
verbinden ihn mit N, durch die Gerabe c,, fo haben wit, um c, an 
S gu finden, nur ben Durchſchnittspunkt Y von c, mit (A,—A,) zu 
fuden, und (S— Y) gu giehen, fo ift dieß ber Strahl c,, und ver 
Durdhfdnittspuntt (c’, -c,) ift der geſuchte Curvenpunft C,. Da c; 
zwiſchen a’, und b’, fiegt, mug and c, zwiſchen a, und b,, alfo | 
(C,— T) jedenfalls gwifden (A,— A.) und (B,— B,) liegen. Es muß 
alfo auf (C,—T) nach Lehrſatz 3. noch ein Curvenpunft C, fliegen. 
Denkt man fic als vie urfpriinglichen Curvenpunfte nist A,, A,; B,, 
B,, foudern A,, A; C,,C,; fo tritt an die Stelle von ((S’— A, )° (B, 
— 8) ober N, fegt ver Punkt [(S’-A,)-(C,—S)]; ex beige N’,; 
bentt man fid C,, Co; B,, B, gegeben, fo tritt au bie Stelle von 
[((S’-B,):*(A,—S8)] over 90, jegt [(S’- B,)-(C,—S)]3 ex beige 
J6”,. SGucht man ben Strablbifdel mit dem Scheitel N’,, der mit 8 
fiix bie Axe (A,—A,) perfpectivifdy liegt, fo erhalt man: 
Strahlbüſchel N’,,a’,0,8'', A Strahlbüſchel Sac, bt 
Sucht man den Strahlbifdel mit bem Scheitel N,, der mit S fir 
biefelbe Gerade (A,—A,) als Axe perfpectivifd liegt, fo ergiebt fid: 
Strahlbüſchel N,,a’,c,b,+, A Strahlbüſchel S,a,c,b,t 
Sucht man ferner den Strahlbiifdel 00”,, der mit S’ fir (B,—C,) 
perſpectiviſch liegt, fo findet man: 
Strahlbüſchel Ie”, a" ,c,b’,v”, A Strablbitfdel S’a’,c’, b’, tv. 
Es ift alfo wegen der Conformitét der Strahlbüſchel S und 8’: 
Strahlbüſchel N’,,a’,c,6'v, A Strahlbüſchel 9”, ,2",c,b’,0",. 
Da heive mit den entfpredenden Strahlen c, zuſammenfallen, 
fo liegen fie perſpectiviſch. Aus Lehrfag 12. und ber Erklaͤrung von I” 
in Lehrſatz 10. folgt nun, dag 90”, und [(C,—B,)-(C,—B,)] auf 
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einer durch T gebenbden Geraden liegen. Mach Labelle T, ferner 
fiegt der Strahlbüſchel 90",,2”.c,b’,t”, auch mit dem Strablbiifdjel 
Sa,c,b,t fir (C,—C,) als are " perfpectivifch ; e8 mug alfo ”, 
burdh T "geben; folglich T ein Projectionspuntt ber perfpectivif dh 
fiegenden Strahlbüſchel N "0,80 und 307,07 cb t’,. Bee 
zeichnen wir nun ds Projectionspuntt (al ,* a”) burg — ben Pro⸗ 
jectionspunkt (8’,° b’,) durch vb,, fo mug alſo (& —%,) durch T 
gehen. Ferner liegt ber Strahlbüſchel N’,,a’,c, gy F ‘mit Sa’, 
cb’,t nach Labelle T fiir Axe (A,—C ) perl pectbig. Es liegen 
alfo (c, °c.) (b’,” 5, (t-), oder (c’ c,), v,, (¢'Y,) auf 
ber Geraden (A, * daher liegt v3, alc (A, -C 9. Es gehen 


alſo in den Dreieden 
C,S&, und A,B, T 
bie Serbindungsgeraben 
(C,—A,), (8’—B,), (%,—-T) 
burd) denſelben Punft W,. Daher fliegen nak § 3. Lehrfag 13. die 
Durchſchnittspunkte entfpredender Seiten 


(C,-8) (A.B); (84% ,) Biv T)]5 [1 ,) * (PAY) 


oder X43 X4} X,; 
auf einer und derſelben Geraden (X, —X,—X,) ober x. 


Aehnliches findet ftatt, wenn man den Strabl c, al anbere al 
beftimmt. Man nehme, Fig. 109. b’., einen Strahl oc, an. Nad. 
Labelle T, erhalt man auc, wenn man vom Puntt N, aus ge hac 
nad ben Durchfchnitispuntten bes Büſchels S’ mit der Geraden — 
zieht, einen Strahlbüſchel, der zugleich mit dem Büſchel 8 fiir “we 
Are (A,—A,) perſpectiviſch liegt. Sucht man alſo den Durchſchnitts⸗ 
punt X, bes Strabls c’, mit (A,—B,), gieht bie Gerade (N,—X,) 
ober c,, welche die (A,—A,) in Y trifft, und — (S-Y), fo ift 
dieß ber gefuchte Strabl c, und (c’,-c,) ift C,. Aud bier mug 
auf (C, 77) nod ein Punkt C, fiegen. Stellt ‘man fid) vor, daß 
A,, A; ; C,, C, ftatt A Al; * ne egeben gewefen fein, fo 
ttt an bie Stelle von 4 —S)] oder N, der Punkt 
((S'-A,)°(C,—S), welder N’, er feien C,, C,; 'B,, B, urs 
ſprünglich gegeben, ſo tritt an ‘bie Stelle von (S'-B i (A, —§)] 
oder OG, der Punft [((S’-B,)-(C,—S)]; ev heiße 96”,. Man ziebe 
von Nr, ang Strahlen en den Durchſchnitispunkten der Strahlen 
des Daijchels S mit (A,—A,), fo erbalt man 

Strahlbüſchel N’,,a’,c,8’,, A Strahlbifdhel 8,a,c, byt. 

Rieht man von denfelben DOurehfehnittspunften auf (A,—A,) aus 
Strablen nach N,, fo findet fid 
Strahlbüſchel N,,a’.c,b,+, A Strahlbüſchel S,a,c,b,t. 


Rieht man ferner von den Durch{Gnittepuntten ver Strablen des 
Strahlbüſchels S’ mit (B,—CO',) Gerade nach I",, Ie piles ein 
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Strahlbüſchel 90”, ,0”,c,b’,”, A Strahlbüſchel Sa’,c’, b’,t’. 
Es ift alfo 
Strahlbüſchel N’,,a’,c,6',", A Strahlbüſchel 96", ,<",c,b’,t”,; 
und beide legen, weil fie ben Strahl c, gemein haben, perfpectivi}d. 
Nad Lehrfay 12. legen nun 90”, und [(C,-B,)°(C,—B,)] auf 
einer durch T gehenden Geraben; ferner mug, da nad T, Strabl- 
büſchel 9G", ,0” c,b’,t”, und S,a.c,b,t fiir Are (C,—C,) perfpec- 
tivifd liegen, t”, burch) T gehen. Es ift daber T ein Projections: 
punft ber beiden perfpectivifd liegenden Strabhlbiifdel N’, und IG”,. 
Heifer wieder (a’,°«”,) und (6’,°b’,) bezüglich &,, vd,, fo gebt 
alfo (&,—%,) durch T. Nach Labelle T, liegt ferner Strahlbüſchel 
N’,,a.c,8’,U, mit S'a’,c’,b’,t fiir Are (A,—C,) perfpectivifd. 
Es fliegen alfo bie Projecttonspunfte (c,°c’,), (05° b’,), (4° t), over 
(c,"c’,), M,, (4° t’) auf derfelben Geraden (A,—C,), oder (A,—C,) 
gebt burd) W,. Es gehen alfo in den Dreiecken 
O, S, und A,B,T 
bie Verbindungsgeraden 
(C,—A,); (8 B,); (&,~T) 
burd einen und denfelben Punft W,. Folglid fliegen nach § 3. Lehre 
fag 13. die Durchſchnittspunkte entſprechender Seiten, nämlich 
[(C,-8) -(A,- B,)]; (8 —*,)° (Bi- Ts [,-C,) (TAL) 
ober: X,; Xo; : 
auf einer und derfelben Geraden (X,—X,—X,) oder x. 
G8 gingen alfo in Fig. 109. a. die Geraden [(c,°8’) — (a,° b,)]; 

{(s’*«,) —(b, *7)]; [(@,°¢,) —(e°a,)] durch denfelben Puni. * 
nun (s’*«,) identiſch tft mit (s’- we (b,'7) toentifd mit (b,° b,), 
(~,"c,) mit (b,-c,), (r°a,) mit (a,-a,), fo kann man alfo aud 
fagen, die Geraden ((c,: B’) — (ay* b, )|; [(8’* a,) ~ (b, "bs )]; [(b,°¢,) 
— (a,*aq)] gehen durd denſelben Buntt ({. Sig. 110a.). Ebenfo gingen 
int Gig. 109. aſ. bie Geraden [(c,: 8’) — (a,° b,)]; [(8’°~,) — (by° 7]; 
[(~,°¢,) ~(r*a,)] durch denfelben PBunkt, oder, ba (s’°°a,) mit 
ea (b,*7) mit (b,°b,), (@,°c,) mit (b,°c,), (r°a,) mit 
7.288 ibentifd ijt, e8 geben bie Geraden [(c,°s') — (a, ° b,)]; 
sa, 


37 


—(b,°b,)]; [(ba°¢,)— (a, °a,)] durch denfelben Puuft 
j. Fig. 109.a’). Es ift aber — 109. a Sig. 110. a. —* 8 

— (b,° b,)] die Berbindungegerade der erften und vierten, — 
—(b, 3) bie Verbindungsgerade oder Diagonale der gwetten und fünften, 
(c," Pa) (a, a, )] die Verbindungsgerade der dritten und ſechſten Ecke 
im einfaden Sechsſeit a,s'c,b,b,a,; ebenfo ift in Sig. 109. a und 
Sig. 110.a’. [(a,° 8’) — (b, b,)] die Verbindungsgerade der erften und 


vierten, — - (b,*a,)] bie Verbindungsgerade der zweiten und 
fünften, [(c,*b,) —(a,°a,)] die Verbindungsgerade ber dritten und 
fechften Ecke im einfachen Sechsſeit a.s’c,b b,a,. Ferner lagen in 


Fig. 109.b. die Puntte [((C,-S)-(A,—B,)], [(S'-,)°(B,-T )), 
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[(%,-C,)°(T—-A,)] auf derſelben Geraden, und es ift hier (S’—%,) 
mit (S’-A,), (B,-T) mit (B,—B,), (%,—-C,) mit (B,-C,), 
(T-A,) mit (A,—A,) identiſch; man fann alfo fagen: die PBuntte 
[(C, -§) *(A,~ B,)}, [(8’—A,)°(B,~B,)}, ((B,~C,) —(A,~ Aa)] 
liegen auf derfelben Geraden x (f. Fig. 110b.). Ebenfo lagen in 
Fig. 109b’ die Punkte [((C,-S8) *(A,—B, )], — 

[((%,-C,)°(F-A,)] auf derſelben Geraden; Hier ft '—fo,) mit 

(S'-A,), (B,—T) mit (B,—B,), (&,—C,) mit (B,-C,), (T—A,) 
mit (A,—A,) identifeh. Wir fagen alfo: die Buntte [(C,—8) -(A, 
~B,)), (8A) ° (B,—B,)), [((B,—C,) (A,—A,)| liegen auf ders 
felben Geraden. Es ift aber in Fig. 109. b. und Fig. 110. b. ((A 
—-8):(B,—B,)] der Durchſchnittspunkt der erften und vierten, [(8’ 
—C,)° (B,— A,)] der Durchſchnittspunkt ber zweiten und fünften, 
[((C,-B,)-(A,—A,)] der Durchſchnittspunkt der dritten und ſechſten 
Seite im einfachen Sehsed A, SC, B,B,A,. Ebenſo ift in Fig. 109.b’. 
und Sig. 110. b'. [(A,—-8)°(B,— B, )| der Durchſchnittspunkt der 
erſten und vierten, ((S’- C,)°(B,— A, )| der Onvchfchnittspuntt der 
zweiten und fiinften, |((C,—B,)°(A,—A,,)| der Durehfchnittspuntt der 
britten und fechften Geite. im cinfachen Sechseck A,S’C,B,B,A,. 
Wir fehen baher: Es ift nad § 5. Lehrſatz 7.: 

Ym einfachen Sechsſeit a,s’c,b,b,a, oder a,a,b,b,c,8' 
Punktrethe a,,(a,° 8) (@,° 82) (a,°b,) (a, e,) A w. a). 
Punktreihe b (by“ 8’) (b," a2) (b," by) (b," ¢,)- 

Sm einfacen Sechsſeit as’c,b,b,a, oder a,a,b,b,c,8' 
Punttreihe 8, (a2' 8’) (8,°8,) (8,° bz) (ag° 01) A iTV. b). 
Punttreihe b,,(b,° 8’) (b,°a,) (b,' b,) (b,° ¢,)- 

Im einfaden Sechseck A,S’'C,B,B,A, oder A,A,B,B,C,S’ 
Strabhlbitfdel A,,(A,— 8) (A,— A,) (A, 7 B,) (Ay of, IV. a’) 
Strahlbiijdel B,,(B,— 8’) (B, — A.) (B,— B,) (B,~ C,). 

Im einfadhen Sedhsed A,S'C,B,B,A, over A,A,B,B,C,8’ 
Strablbuſchei Aa(A,~ 8) (A,~ A,) (Aa By) (AsO, Bry yp 
Strahlbiifdel B,(B,— 8) (B,— A,) (B, — B,) (B,7~ C,). 

Wir hatten uns nun beim Beweiſe diefer Sage auf ven Fall 
beſchränkt, daß C, gwifden A, und B,, C’, gwifden A’, und B’ 
und (c,*c,) auf ber den unendlich entfernten Punkt von 7 enthale 
tenden Strecke gwifden (a,°a,) und (b,°b,) lag. Es läßt fid 
aber ebenfo ber Beweis anc fiihren, mag (c,°c,) gwifden (a,°a,) 
und (r* 8’) oder gwifden (b,"b,) und (7°) liegen, und ebenfo läßt 
fi ein Gleiches zeigen fiir den Strahl c,, wenn man alfo C’, 
zwiſchen (8-8) und (8’* 7) gewählt bat. Ge nachdem man nun 
beweiſen will, daß fir c, eine ähnliche Gleichung wie IV. a) gilt, 
hat man, je nachdem c, die + zwiſchen (a,°a,) und (b,"b,), ober 
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zwiſchen (a,°a,) umd (8° +) ober zwiſchen (B, b,) und (8 7) liegt, 
vie Punftrethen s und s’ auf verfdiedene Gerade gu projiciren, ebenfo, 
wenn man zeigen will, daß für c, ein Sak analog bem in IV. a) 
aufgeftellten gilt. Ferner hat man verſchiedene Gerade anguwenden, 
went man zeigen will, bak ein dem Gak LV. b) analoger gilt, mag 
(c,*c,) 3wifchen (a,°a.) und (b,-b,), oder gwifchen (a,° a,) und (8 7), 
oder zwiſchen (b,*b.) und (s‘7) liege; umd bag cin Gleiches fiir 
c, gilt. Dab c, ober cy bie 7 anf der enbdlidjen Stree PT trafe, 
ift, wie fogleich aus ber Aufeinanderfolge ber Punkte hervorgeht, un- 
möglich. Es follen nun die verfdiedenen, in Anwendung zu bringenden 
Geraden, wie n,, w”,, n’,; Dg, “4, D’y, etc. fiir die verfdiebenen 
12 Faille aufgezählt werden. Bu dem Zwecke wenden wir die fdon 
im Gorigen gebranchte Bezeichnung an. Wir begeichnen nämlich die 
in Unwendung fommenden Geraden ber Labelle t,, wenn man dort 
C,, C, ftatt b,, b, fegt, durch denfelben Buchjtaben, wie in t,, nur 
amit einem Strich verfehen. Yn Tabelle t, war 3. B. [(e’:b,) 
—(a,°8)| mit w, bezeichnet; demnach heißt ((s’-c,) —(a,°8)] fest 
w/,. Wenn man in Labelle t, c,, c, ftatt a,, a, geſetzt gu denfen 
bat, fo foll bie Gerade durch denfelben Budftaben, wie in t,, aber 
mit gwei Striden bezeidynet werden; demnach heißt [(8’* b,) — (c,° 8)] 

jet mw”, u. f. w. Demnach fann man fagen: 

ty. 
I, 1) Um ben Sag IV. a) für c, 3u beweifen, projicire man ftets 
in a), B) und y): 
C’, von (a,°b,) auf n, nad ©,, und ©, von (a,"a,) 
auf s nad C,. 
a) Regt (c,°c,) gwifden (a,°a,) und (b,°b,), fo projicire 
man weiter: 
s bot (a,°a,) und s’ bon (a,‘c,) auf n’,; 8” von 
b,'¢,) auf w”,. 
6) Liegt (c,°c,) zwiſchen (a,°a,) und (8’*7), fo projicire 
man ſtatt deffen: 
s bon (a,*a,) und a’ von (a,‘c,) auf u’,; 8° bon 
—  (bg*¢,) auf u”,. 


y) Liegt (c,c,) gwifden (b,°b,) und (8-7), fo projicire 
man: 


s Dot (a,*a,) und a’ von (a, i auf n’,; 8” von 
b,*c,) auf n”,. 
2) Um den Sak IV. b) fiir c, gu betweifen, projicire man ftets: 
C’, von (a,*b,) auf n, nad ©,, und ©, von (a,*a,) 
auf a nad C,. 
C1" Cy) gwifden (a,-a,) und (b,°b,), fo projicire 


a) Riegt ( 
man weiter; 
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8 bot (a,°a,) und a’ von. (a,°c,) auf n’,; 6’ von 
(b,°c,) auf » 


B) Clegt (c,*c,) gwifchen (a,*a,) und (s’* 1), fo projictre 


8 von (a,°a,) und s’ bon (a,'c,) auf u” "ai ps’ bon 
(by°¢,) auf »” 


y) iegt (c,*c,) zwiſchen (b,°b,) und (8°71), fo projcive 
man: 


s von (a,°a,) und s’ von (a, 83} auf n’,; 8° don 

(b,°c,) auf n”,. 
II. 1) Um den Sag IV. a) für c, gu beweifen, projicire man fteté: 
C’, von (a,'b,) auf n, nad ©,, und ©, von oe a) 


auf s nad C 
a) Liegt (c*c,) zwiſchen (a,-a,) und (b,"b,), fo pr ofictee 
man weiter: 
s bon (a,‘a,) und as’ von (a,°c,) — m ; 8” bon 
(b,° es) auf 


B) — (c,°C,) zwiſchen (a,°a,) und (a’* 1), ‘ ‘proficre 


B von (a,°a,) und s’ bon (a,°c,) auf w = s’ bor 
(b,° 03) auf u 
vy) Liegt (c,°c,) zwiſchen (b,°b,) und (8°71), fo “projictre 
man: 


B von (a,’a,) und B’ don te °c.) auf m0’ 5 s’ bon 

b,’c,) auf m”,. 
2) Um ben Sag IV. b) far c, gu beweifen, projicire man ftets: 
C’, von (a,°d,) auf Da nad ©,, und ©, von (a,*a,) 

auf s nad C,. 
a) Liegt (c," Si) zwiſchen (a,° a.) und (b,*b,), fo profictre 

man weite 
s bon — a.) und s’ bon (a,*c,) auf i a’ bon 
(by*C,) auf wm” 


B) Liegt (c.°c,) zwiſchen (a,°a,) und (8°17), fo —— 
man: 


s bon (a,°a,) und s’ bon (a,‘c, 3 auf ww * s’ dott 
9° C2) auf uw! 
y) Qiegt (c,*c,) gwifden (b,°b,) und (8°72), fo projicir 
man: 


s bon (a, a,) und s vor auf m; a’ bon 
i * auf m’,. 
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Man fieht, wie in jedem ber drei Falle a), B), y), die in jedem 
alfgemeineren Fall vorfommen, die Projectionecentra immer diefelben 
bleiben, 3. B. in J. 1) a), B), vy) (a,° a2) (a,°c,), (by" ¢,)- 
Ferner bemerft man, daß in ben Fallen I. 1) und J. 2) nur Gerade 
rer erſten beiden Gruppen der Tabelle t,, nämlich w und n, dag in 
ben Fallen IT. 1) und IL. 2) nur Gerave der legten beiden Gruppen 
ber Tabelle t,, nämlich w und m als Projectionsaxen vorfommen; 
ferner bag nur die act Geraden w,,u,,m,, 0,3; undw,,u,, M,, D;, 
welche die erfte und gweite SQuaternion der in Lebrfag 12. ermabnten 
12 Geraden bilden, und feine ber Geraden w,, w,, m,, m,, welche 
bie britte SQuaternion bilden, vorfonimt. — Cine ganz ähnliche Tafel 
ligt fic) fiir pte Strahlbüſchel aufjtellen. Wenn man fid an § 1. 
Erfldrung 3. erinnert, ber gufolge alfo eit Strahlbüſchel M, pqrs von 
einem Punkte M’ aus auf eine Gerade u projicict, heißt, wenn von 
M nach ben Durchſchnittspunkten (u-p), (u q), (u'r), (u's) die 
-Strablen p’, q’, rv’, 8’ gegogen find, fo bak Strahlbüſchel M und M’ 
für vie Gerade u als Are perfpectivifd liegen, und wenn man dann 
p’ die Projection von p und umgefebrt, gq’ bie Projection von q und 
umgefebrt, u. f. w. nennt, fo fieht ber Anfang der fidh fiir Strahl. 
büſchel ergebenden Tabelle fo aus: 


Tes 
I. 1) Um den Sag IV. a’) ffir C, 3u beweifen, projicire man ftets, 
in «), B), y): 
ce’, von N, aus auf (A,—B,) nad c,, c, von S aus 
auf (A,— A,) nad c,° 
a) iegt (C,—C,) zwiſchen (A,—A,) und (B,—B,), fo 
projicire man weiter: 
S und 8’ bon N’, aus bezüglich auf (A,—A,) und 
(A,—C,); 8 von 36”, aus auf (B,— C,). 
B) tegt (C,— C,) zwiſchen (A,— A,) und (S’—T), fo pros 
jicive man ftatt beffen: 
S und S’ von 96’, aus bezüglich auf (A,—A,) und 
(A,—C,); 8 von 56”, aus auf (B,—C,). 
y) iegt (C,— C,) zwiſchen (B,—B,) und (S-T), fo pro- 
jicire man: 7 
S und 8’ von N’, aus bezüglich auf (A,—-A,) und 
(A,—C,); 8S von N”, aus auf (B,—C,) 
u. f. w. c’, vor N, aus auf (A,—B,) nad c, projiciren heißt alfo 
hier, ben von N, ausgehenden Strahl c, ſuchen, der bie (A.—B,) 
in demfelben Punkt fcjneidet, wie c’,, etc.; S von N’, aus auf 
(A,—A,) projiciven heißt die von N’, als Scheitel eines Strahlbuͤſchels 
ausgehenden Strablen fuden, welche die (A,—A,) in denfelben Puniten 
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fdneiden, whe die Strablen bes Büſchels S etc. Kurz man fieht, dag 
man bet diefer Begeichnung in der vovigen Labelle t, auger einer Heinen 
Wortumftellung nur die Heinen Buchftaben mit den grofen zu vere 
tauſchen braudt. Gowie in t, die Projectionscentra (a,*a,); (a, ‘c,), 
(b,*c,) m. f. mw. fiir jebe in berfelben größeren Abtheilung ſtehende 
nerabtheilung a), B), 4D biefelben waren, fo ift dieß Hier mit ben 
Projectionsaren (A,—A,), (A,—C,), (By~C,) u. f. w. der Fall; 
und ebenfo fommen nur die acht Punkte ber zwei erften Ouaternionen 
bed Lehrfabes 12., O,, 9G,, M,, N, nnd O,, 3t,, M,, Ny, dae 
gegen feiner der Punfte "IL, ‘w, ,M "M, ber britten ‘Ouaternton por. 
Gs gelten vemnach die Sake IV. a), IV. b), IV. a’), IV. b’), 
fiir jedes beliebige c,, c,, C,,C,. Gucht man alfo auger ben vier 
urſprünglich angenommenen Brojectionsftrablen und eee 
ay, 84; by, ba; Ay, A,; B,, B,, von denen (a,'8,), (b,°b,) 
auf + liegen und (A,-A BY (B,—B,) burch T geben, einen beliebigen 
finften c, C, fo gelten, wo er auch liegen mag, fir ifn dle Sige 
IV. a), IV. b), IV. a’), IV. b’). Wergleichen wir diefe Gage mit 
ben in TIT. a), III. b), III. a’), III. b’) aufgeſtellten, fo ſehen wir, 
daß bie in ben Conformitätsgleichungen TV) vorfommenden drei erſten 
Punts oder Strahlenpaare ſchon in dew Conformitätsgleichungen IIT) 
entfpredende Punfte oder Strablen find, e8 mug alfo auc) das vierte 
Punkt⸗ oder Strahlenpaar in IV) ein Paar entfpredender Puntte ober 
Strahlen in TID) fein. €8 muß alfo fein, wenn wir c, C fiir c,, C, 
ſchreiben; unb ba bdaffelbe, wads von einem PBrojectionsftrabl c git, 
aud von jedem anderen, 3. B. d (ier nicht gu verwedfeln mit dem 
d,,d, in Fig. 108.0, das bier —— d ohne Marke bezeichnet 
einen beliebigen Projectionsftrahl), e, f, g,.-.. u. f. w. gilt, und 
tin Gleiches bei Strahlbüſcheln ftatt hat: 7 


Punktreife a, ,(a,* 7) ay" b,) (ay* 8) (a,° ba) (a,° 4) 
(a,°85) (@,°8') (@1°¢) (847d) (a, €) (a4' fe A V.a) 
Punktreihe b,,(b,*@,) (b,* 7, )%,(b," 8) (Pi ba) (b,* #3) 
(b,a,) (b,"8/) (b,c) (b,"d) (b, o) (by "f) .. 
Punktrethe a4,%,(a,° 8’) (a,°a,) (8,° 7,) (a,° b,) (a2°8) 
("b,) (aq. 7) (84°C) (a,°d) (a,°e@)(ag'f) we A V. b) 
Punttreihe b,,(b,* a) (b,*8") (b,*a,) (b,° 7,) %, (bys) 
b,"b,)(b,°7,)(b, °c) (b,.d)(bye) (by “f).... 
Strahlbüſchel A,<,(A,—1,)(A,—~B,) (A,~8) (A,—B,) 
(A,—T1,)(A,~A,)(A,~ 8) (A,~C) (AyD) 
(A,-E) (A,— F).... 0 V. a) 
Strahlbüſchel B,(B, ~A,) (B, -01,) 6,(B,—~ 8) (B,~ By) 
(B,—-11,)(B,— A,)(B,— 8) (B,- ©) (B,D) 


(B,~ E) (B,~ F).... - 
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Strahlbüſchel A,<4(A,—-8) (A,—A,) (A,-H,) (A,-B,) 
(A,-8)(A,~B,)(A,-i,) (A,-C)(A,-D) 
(A,- E)(A,- F).... © — 

Strahlbüſchel B,(B,—A,) B.-8) B.- —D 
(B,—8)(B, Bde: ~H,)(B,— C) (B,D) 


(B,— E) (B,~ F).. 
Es ift alfo fiir irgend welche Pein und Projectionspuntte 
c, d, e, f ....; O, D, P, .kurz: 


Punktreihe a, %,(a,°b,) (a,. ee d) (a,.¢) (a,°f) 2A VI. a) 
Punttreihe b,.(b,* a,),(b,* c) (b,° d) (b,° e) (b,' f).... | 


Punttreibe a,,+,(a,°b,) (aq° c) (a,"d) (a, ©) (a,°f) ... vr b) 
Punktreihe b,,(b,° a,)%,(b,* c) (b,' a) (b," ee) (b,° f) ... 


Strahlbifdel A,«,(A,— B,) (A,— C) (A, D) (Ay w 


AG Ey. V1.2" 
Strahlbüſchel B,(B,~ A,)6,(B,— C)(B,— D)(B,~ E) 
; a 
Strablbifdel A,,,(A,~ B,) (A,— ©) (A, D) (A,~ EB) 
(A,— F) ... A 
Strahlbüſchel B,,(B,— A,) 6,(B,— C) (B,— D) (B,— E) 
‘ — 
Es werden alſo die Projectionsſtrahlen 8, und b,, a, und b,, 
mögen fie die — Punktreihen s, s auf derſelben Seite von 
(8* 85), wie a,, b,, fo ſchneiden, dag fowobl (a,°s) als (b,'8) auf 
ber Strede Po qt (a,° ps), (b,°8) auf ver Strede PP ao I” liegt, 
oder migen fie s und 8’ fo ſchneiden, bag, wie bet a, b, von ter 
Durchſchnittspunkten (a,*s), (b,°s) erfterer auf PT, Legterer auf 
PoT, von (a,'8'), (b,*8’) erfterer anf P’'T’, legterer auf P’ oT’ 
liegt, ſtets in den —— von beliebigen anderen a 
getheilt; denn ber Fall a,, b, ift gang analog dem Fall a,, b,. 
Dak oe a Geſetz auch fir gwei auf + fic ſchneidende Stash 
81, Bq, b gilt, ergiebt fic) ſchon aus ben Conformitatsgleidungen 
1. a) und 1. °2) (Seite 258.). Ebenſo entftehen an den Projectione- 
punften A,, By; D5 Ba, mögen fie, wie erftere zwei, beide auf ders 
felben, ober wie letztere gwei, auf verfdiedenen Seite von (S— 5) 
liegen, burch bie Verbindungsgeraden mit beltebigen anderen Projec⸗ 
tionspunften conforme Strahlbifdel. Daß ferner dieſes Gefeg aud 
fir zwei Punkte A,, A,; B,, B,, deren Verbindungsgerade durch T 
— ve eget fon aus bent Conformitdtsgleidungen 1. a’) und 
ette 
Wir Hatten uns bisher nur mit den Curven K’, und k, beſchäftigt. 


VI. b) 
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Ge ft aber ané bent Bisherigen far, dag ber ganze bisherige Beweis 
nirgends einen Unterſchied gu machen gendthigt war, ob die urfpriing= 
lid gegebenen Punktreiben s und s’ nur im Ullgemeinen conform, ober 
im Gpeciellen proportional getheilt find. Es muh alfo alles Bisherige 
aud) von ber Curve K’, (f. Erklärung 5). gelten. Es verftebt fid 
aber von felbft, dag von ber Punktreihe, die auf ber umendlich ent. 
fernten Geraden (liegt, nicht die Rede fein fann, da thre Richtung eine 
völlig unbeftimmte ift. Bet entgegengefegt verlanfenden Punktreihen 
Sig. 111. (Daf. TX.) müſſen fic nach Lehrfatz 3. in jedem Punkt der 
Gtrede P’'T zwei Projectionsftrahlen fchneiden, 3. B. a,,a,; b,, b,. 
Aus der Aufetnanderfolge der Punkte überzeugt man fic ſogleich, dak 
fein Projectionsftrahl die + auf ber Strede P’oT treffen fann. 
Verfteht man wieder, wte im Borigen, unter »’ die Gerave [(a,°b,) 
~(a,'b,)], fo fieht man fofort, daß fie ſtets die + auf der Stree 
PT fcneiden mug, verfteht man unter y die Gerade [(a,°b,)—(a,°b, )], 
fo fieht man, bag fie bie r ftets auf P’ooT ſchneiden mug. Da nun 
aud bie Gage fiber das vollftindige Sechsfeit in § 5. Lebrfag 6. und 
Rehrfag 7. bon der Lage ber Bunktreihen ganz unabbingig find, und 
auf biefe und bie Lage von »y allein der vorige Beweis fic) gründet, 
fo fieht man, daß berfelbe auch fiir K’, gilt. — Ebenfo fieht man, daß 
der bisherige Beweis auch fiir bie Curve k, obne Weiteres giiltig 
fein mug. Man überzeugt fic ferner leicht, indem man in gig 63. 
einen der Punkte D,, F,, A,, HE, in dads Unendliche riiden läßt, 
(3. B. indem man d, und d, parallel annimmt, in weldem Galle 
D in o liegt), ober, indem man an die Stelle bes einen Strabls 
büſchels z. B. S, einen Parallelftrahlbiifdel fegt, alfo S, als im 
Unendlichen liegend anfieht, daß auch dann die Sage § 5. Lehrfatz 6. 
und Lehrſatz 7. uoch gelten, indem bie dort gegebenen Beweife badurd 
fine Modification erleiben, Man fann fogar zwei Punfte als im 
Unendlichen liegend anfehen, nur dürfen fie nicht zwei auf etnander 
folgenbe Bunfte fein, 3. B. nicht der erfte und gweite, oder ber zweite 
und britte u. f. w., indem fonft bas Sedhse€ Fig. 63. in ein Finfed 
mit einem unendlich entfernten Punkt übergehen würde, wohl aber 
} B.D und F,, indem man d, {| d., f, |] f, fein ligt. Dann tritt 
an bie Stelfe von A,F, eine burch A, gehende parallel gu f, ober 
f, verlaufende Gerade, und ber Beweis bleibt ungedndert. Sekt man 
jedoch an bie Stelle des einen Strahlbüſchels 3. B. an bie Stelle von 
S, einen Parallelſtrahlbüſchel, nimmt alfo 8, alé unenbdlich entfernt 
an, und zugleich einen anderen Bunft, 3. B. Fr, indem man f, und 
alſo aud a., e,, d, || f, nimmt, fo läßt fid, ba man fir A,F, 
iegt ben Gtrabl a, felbft befommt, tein. beftimmter Strabtbiifdel 
augeben, der mit S, und S, gugleid) perfpectivifd lage; ebenfo wenig 
fann dieß gefchehen, menn man fiir S, ſowohl als fir S, Parallel: 
ſtrahlbüſchel fegt. Man fieht demnach ſogleich, daß für alle in end- 
lider Entfernung liegenden Punkte ber Curve k, und k, der bide 
herige Beweis ungedndert bleibt, ebenfo, dag ex wungedndert bleibt, 
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wenn man fiir einen ber Punfte A,, A,, B,, B, den unendiid 
entfernten Gurvenpunft fegt. Es gilt aljo in8befonbere alles von ben 
endlicen Punkten Gefagte auch von dem unendfich entfernten Punkt 
ver Gurve k,. Auch gelten dte bisherigen Bemeife und Gage nod, 
wenn man für zwei der im ihnen vorfommenden Brojectionspuntte die 
unendlich entfernten Punkte fegt, nur darf feiner ber beiden Pintte, 
flix ben man einen ter unendlicen einfegen will, bie Bedeutung ded 
Scheitels eines Strahlbüſchels haben, fondern er muG nur dazu dienen 
bie Richtung eines Strahls anjugeben, der vow einem endlichen Sdeitel 
ausgebht, wie eben an Gig 63. gezeigt wurde. Mean fann alfo daffelbe, 
was von dem CEtrabl eines Strahlbiijdels behauptet worden war, 
vefjen Strahlen durch endlich entfernte Punkte beftimmt waren, and 


von dent Strablen diefes Büſchels behaupten, bie nach den unendlid — 


entfernten Buntten ber Curve gehen. Man kann aber nicht bebaupter, 
daß das, was voit zwei Strahlbüſcheln gilt, deren Scheitel im Endlicen 


liegen, auch gelte vom den zwei Strahlbüſcheln, deren beide Sebeitel | 


in den unendlich entfernten Curvenpunkten fliegen. Alfo 


18. Lehrſatz. Was von den 18. Lehrſatz. Alle hiss 
Punktreihen, deren Ridtung | herigen Gage bleiben unter 


in enbdlider Cntfernung | allen Umjtinden ridtig, wenn 
fiegt, gilt, verliert ſeine man fir irgend einen Buntt 


Beftimmtbheit, wenn man es | einen der unendlich entfernten 
auf die Punktreihe Der Curve | der Curven k annimmt. Sie 
K’, ausbdebnen will, deren! gelten auc dann, wenn man 


Ridtung im Unendltdhen ! fir zwei Punkte bie unent- 
liegt. lichen fegt, jedod nur, wenn 
biefe nur dazu bienen, die 
| Ridtung gweier Strabhlen ju 
| beftimmen; fte verlieren thre 
, Beftimmtbheit in jedem ande— 

i ren Falle. 


Bei ber Curve k, find nod) mehrere Befonderbeiten gu erwabnen. 
Es feten m, m’; n, n’ die parallelen entſprechenden Strablen, die nad 
ben beiden unendlich entfernten Punkten gerichtet find, fo erhalt man 
auf jedem Strahl b,, der in ber Ebene des Winkels pn liegt, einen 
oberhalb (S—S’) fiegenden Punkt B,, und einen zweiten B,, auf 
(B,—T), Sig. 112a.*), auf jedem Strahl b, in der Fläche des 
Winkels mn einen unterhalh (S—S) liegenden Puntt B,, und auf 
(B,—T) einen gweiten B, Gig. 112b., anf jedem Strahl a, in ber 
Glade des Winkels mp einen oberhalb (S—S’) liegenden Punft A, 


*) Durd ein Verfehen ift biefer Strahl b, in biefer Figur gwifden m wnd 0 
gefetst worben. Er muß vielmehr in pn, etwas rechts von n tegen, fo wie links der 
Strahl a’, links von m’ liegt, wovon man fic) burch bie Aufeinanderſolge der Strab- 
len an S unb S’ fogletd) überzeugt. (f. Gig. 112. c.) 
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und etnen zweiten auf (A,—T) Sig. 112a. nach Lebrfag 3; die 
Strablen m, m’; n, n’ felbjt geben die gwet unendlicd entfernten 
Puntte, die Punkte A, B, miiffen immer anf ber Strece zwiſchen 
T und (S—8’) legen, wegen Lebrfak 6. Es können nun drei Faille 
eintreten: 1) A, und B, fiegen beide oberhalé (S—8’) Fig. 1124., 
2) A, und B, liegen beide unterhalb (S—S) Fig. 112b., 3) einer 
ber beiben Puntte, 3. B. B, liegt ober⸗, ber andere, A,, unterhalb 
(S—S’) Fig. 112c. Liegt aber einer der Puntte A,, B, unterhalb 
(S—S’), fo mug er auch unterhalb T fliegen, da p’ und t in den 
Winkelrdumen tm’, pn fic befinden, und erft auf einem Strahl, der 
mit (S—8%) einen Winkel macht, der grdfer ift alé pn oder pm, ein 
Punkt unterhalh (S—8’) liegen fann. Gu allen Gallen aber ſchneiden 
fid (A,—B,) und iB auf (S—S8’) und awar in einem Bunft © 
auf SoS’, und ( B,) und (A,—B,) in einem Punkt IY ber 
Strede SS’. Ueberhaupt ijt es völlig gleidgiltig, ob ein Punkt A,, B, 
ober oder unterhalh (S—S’) liegt, ebenfo wie e8 bet der Curve K’ 
einerlet ift, ob ein Projectionéftrahl die s und s’ rechts von (8's 
und alfo auch rechts von + ſchneidet. Fig. 113. Der Beweis bleibt 
in alfen Gillen vderfelbe. iegen endlich die Strahlbüſchel entgegenges 
jegt in ber Curve k, Fig. 115., fo gilt auch hier unfer Beweis, da 
bie Gage § 5. Lehrfag 6. und Lehrfak 7. auch bet entgegengefester 
Lage per Strahlbüſchel giiltig bleiben, wenn man nur bdiefelbe Bee 
gcichnung, wie friiher amvenbdet. Gind m, m’; n, n’ die die beiden 
unendlich entfernten Punkte erzeugenden Strablen, fo erbalt man einen 
Puntt rechts von S, wenn ein Strabl &,, a, gwifden nm und t liegt, 
und gar oberhalb (S—S), auf einem Strabl a,, 6, zwiſchen t und m 
erhalt man einen rechts von S unter (S—S’) liegenden Puntt, auf m 
einen unendliden Bunft, auf einem Strahl a, zwiſchen m und p einen 
Punkt links von 8’ über (S—S8’), auf einem Strahl a, gwifden p 
und n einen links von S’ unter (828) liegenden, auf dem Strahl n 
ben gweiten unendlich entfernten Punkt, worauf die friiheren Strabhlen 
wiederfebren. Auch hier gelten, wenn man nur die Punkte links unters 
halb (S—8’)) ebenfo, wie bie rechts über (S—S’) befindlicen mit der 
Marke 1, die link’ aber (S—S’) ebenfo, wie die rechts unter (S~ 8’) 
befinbdliden mit 2. bezeichnet, Ddiefelben Gefege. Diefe Begeichunng 
ſtimmt vollfommen mit ber friberen itherein. Bei einftimmigen Strabl- 
bũſcheln gab es nur auf den bie (S—S’) auf ber Stree SS’ fchneis 
renden Geraden Curvenpunfte, hier nur auf den in SooS8’ fdueidenden. 
Wir bezeichneten früher diejenigen Strablen an S mit 1, die mit ihrer 
aufwärts gerichteten Halfte gwifden SS’ und t fich befanden, bier 
alfo baben wir dtejenigen Strahlen an S mit der Marke 1. gu verfeben, 
bie mit ihrer aufwärts gefebrten Halfte zwiſchen SoS’ und t lie 
gen, u. ſ. w. Dann liegt, wenn man bedenft, bag bier die Puntte 
auf SoS’ mit I’, B’ u. f. w., dte Punkte auf SS’ mit I, B, u. ſ. w. 
bezeichnet werben miiffen, wie bel einftimmig verlaufenden Strahlbüſcheln 
ver Durchſchnittspunkt fowohl von (A,—B,) und (A,—B,) alé der 


286 § 11. Entwickelung der Kegelſchnitte. 


vor (4,—B,) umd (4,—B,) in einem Punt T der Strede SS’, 
bert —— wong von (A,—B,) und (A, a als 
von (4,—B,) und (4,—B,) in einem Puntt I’ ver Strede S oof’. 
Daffelbe gilt and, wenn in ber Gurve k, die entgegengefest ver⸗ 
laufenden Strahlbüſchel gleid) find. Man ſieht daber, bap unfer Be⸗ 
weis fiir alle Fille gültig bleibt, fofern man nicht gwet von den in 
Rede ftehenden Punkten als im Unendliden befindlich annimmt. 

Wir können daher nach den Conformitäts-Gleichungen IV. 3 
IV. b); IV. a’); IV. b’); V. a); V. b); V. 9); V. b); VL a); 
VI. b); VI. a); VI. b’) fagen: 


19. Lehrſatz. Liegenirgend 19. Lehrfatz. Liegenirgend 
— conforme ie aN gweiconforme Strahl bif del 
B,A,PA,B,T und s’,B’,A’, | 5,b,8,pa,b,t und Sb’, a’, p’a’, 
PA B, * projectivifd, eine | be Pe ci dicta, cickta nt 
ftimmig ober entgegengefest, ober entgegengefegt, fo ent- 
fo entftehen auf jeden zwei ftehen an jeden zwei Projec- 
Projectionsftrahlen a, und: tions puntten A, und A,; 
a.; a, und b,; a, und b,;...; A, und B,; A, und B,; 
als Ridtungen conforme als Scheiteln conforme 
projectivifdliegende Bunft-! projectivifd liegende 
teihen, indem ber Durch- Strahlbüſchel, inbem die 
ſchnittspunkt jedes Projece VWerbindungsgerade jebes 
tionsjtrabls auf febdem der, ProjectionSpuntts an jedem 
beibden Strahlen a, und Bai ber beiden Punfte A, und 
a, und b,; a, und b,,....: A,; A, und B,; A, und 
entfpredende ‘Buntte bildet. : B,;... entfpredenbe Strah— 
‘Ten bilbdet. 


Es ijt dieß nichts auderes als eine weitere Ausführung des § 5. 
Lehrſatz 10. ausgefprodenen Gefeges. Wir ſehen aber fest noch mehr. 
Wir fahen aus der Conformitätsgleichung V. a) daß in ben anf den 
Projectionsjtvahlen a, und b, alé rans von den fibrigen Pro⸗ 
jectionsfirablen a,, Zt T.} * d, e, f.... durch ihre Durchſchnitts⸗ 
punkte mit a, und b, hervorgebrachten “conformen Punktreiben ver 
Punkt A, ber Reige auf a, dem. Durchſchnittspunkt (b,-a, ) des 
Strahl a, mit b, als einem Punft der auf b, liegenden ‘Reibe ent: 
ſprach, und bak ber Punkt vs, auf b, bem Punft (a,-b,) anf a, 
entſpricht. Es fragt ſich jetzt, 0b, wenn man ftatt der Punttreihe auf 
b,, die auf einem anderen Projectionéftrahl 3. B. auf c, wablt, ob 
aud bann berfelbe Punkt %, auf a, bem Durchfcnittepunte (c-a,) 
entſpricht, oder nicht. Diefes haben wir jegt zu unterfuchen. Runddjt 
ift nad) V. a), die alfo fiir jede Art conformer Reihen in feder Lage gilt, 


Punktrethe a,,%,(a,* b,) (a,° 8) (a,° 8) (a,*c) (a,'d).... A 
Punktreihe b,,(b,° a,) V,(b,° 8) (b,* 8) (b,*c) (b,°d).... vy 
Nach Lehrſatz 19. ijt aber auch, wenn wir den Puukt der Reihe auf c 
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welder bem Bunft (a,°c) der Reihe auf a, entfpridt, mit © be- 
zeichnen: 

Punktreihe a,,(a,°b,) (a,°8) (a,°8) (a,'c)a,°d).... 0 

Punttreibe c,(c°b,) (c°s) (c°s)C(e-d).... 

Bezeichnen wir nun den als noc unbefannt angenommenen Punkt der 
Reihe a,, ber dem Punt (c-a,) auf c entipridt, mit &’, fo ift alfo 
Punftreihe a, -&’(a,-b,) (a,° 8) (a,° 8’) (a,"c) (a, d).... A +) 
Punttreibe cc a,) (c* b,) (c’ 8) (c° 8) S(c'd).... 
Nach Lehrfag 19. (f. Gleichung V. a.)) ift aber auch 
Punktrethe c(c-a,)(c°s)(c°s8)(e°d).... A 
Punttrethe b,,(b,°a,) (b,° 8) (b,° 8’) (b,°d).... 
Mach Geichung +) ift aber ; 
Punttreibe b,,(b,° a, ) (b,* 8) (b,° 8) (by d).... F 
Punktreihe a,b, (a,° 8) (a,' 8) (a,°d).... 
G8 ift alfo aud 
Punktreihe c,(c*a,) (c*s) (c°s’) (c'd). — 
Punktreihe a, &,(a,°s) (a,° 8) (a,.d).... ) 
Da in defen beiden Punftreihen je die drei Punfte (c°s), (c° 8’), 
(c°d) auf e, und (a,‘s), (a,°8), (a,°d) auf a, entfprechende find, 
bie ſchon in +f) entſprechende waren, fo folgt, daß auc) bem vierten 
Punkt (cca,) in ver legten Gleichung derfelbe Punkt auf a, entfprecen 
mug, wie in ber Gleichung 77). Dafelbft war e6 der unbefannte 
Punkt AL’; hier, in Fr+) ift es &,; es mug alfo &’ mit &, identifd 
fein, ober ob’ nach ©, fallen. Sit alfo 
Punttreibe a, %,(a,° b,) (a,° 8) (a,° 8) (a,°c)(a,'d).... F 
Punktreihe b,.(b,° a, )%,(b,°8) (b,° 8’) (b,*c) (by d).... 
fo ift aud, wenn c ein beliebiger Projectionsftrahl ijt: 
Punttreihe a ,(a,° b,) (a,° 8) (8,8) (a,°¢) (ad)... F 
Punktreihe c(c*a,)(c*b,)(c°s) (cs )e(e'd).... 

Genau ebenfo läßt fich dieg von ber Punktreihe auf a, zeigen, 
dag nimlid ver Punkt M, auf a, bem Punkt (c°a,) entfpricdt. 
Pian branct in diefem Beweife nur a, mit a, zu vertauſchen. Ebenſo 
folgt ein Gleiches aus den Gleichungen V. a’) und V. b’) fiir Strahl⸗ 
büſchel, indem man in dlefem Bemeife die kleinen Buchſtaben mit der 
grogen, und „Punktreihe“ mit „Strahlbüſchel“ vertauſcht. Wan fiebt 
alfo: 

20. Lehrſatz. Derfelbe 20. Lehrſatz. Derfelbe 
Punkt &, auf etnem Pro-| Strahl «, an einem Projecs 
jectionsftrabl a,, ber bem tionspuntt A,, dev bem 
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Puntt (b,"a,)-derconformen ' Strahl (B,—A,) bes confor- 
Punltreibe auf einem Pro- | men Strahlbijdels an einem 
jectionéftrable b, entfpre- | Projectionépuntte B, ent- 
chend ift, ift aud bem Punfte | fpredhend tft, ijt aud dem 
(c’a,) ber conformen Punkt- Strable (C-A,) bes confor: 
rethe auf jedem anderen Pro- | men Strahlbüſchels an jedem 
jectionéjtrabl centfpredend. | anderen Projectionspuntte C 
entf{predenbd. 


Es giebt bemnadh auf jedem Projectionsftrahl a, unr einen 
ein zigen Punkt &,, der in der Punttreihe auf a, dem Durchſchnitts⸗ 
puntte von a, mit jebem anderen Projectionéftrable b,, c, d, e.... 
in ben conformen Punktreihen auf b,, c, d, e.... entfpredend tit. 
Chenfo giebt es an jedem PBrojectionspunft A, nur einen eingigen 
Strahl «,, ber in bem Strahlbüſchel an A, der Verbindungégeraden 
von A, mit jedem andern Projectioispuntt B,, C, D, E.... tw ben 
conformen Strahlbüſcheln au B,, C, D, E,.... entfpredend iſt. Daffelbe 
gilt ebenfo von ben Brojectionsftrablen a,,...., und den Projections- 
puntten A,,.... Es fann alfo durch &, auf a, feiner ber Projecs 
tionsjtrablen b,, a., e, d, ©... geben, denn ginge 3. B. c durch &,, 
fo miigte, ba c den Projectionsftrahl b, in (b,*c) ſchneidet, nach 
Lehrfag 19. der Punft (a,°c) auf a, dem Punkt (b,-c) auf b, 
entfprechen; (a,°c) ware aber nichts andere als %,, und diefed 
ent(pridt nur dem Punkt (b,"a,); es kann alfo auger a, fein Strahl 
c durch &, geben, ebenfo fann durch vw, auf b,, dburd &, auf a,, 
durch vw, auf b,, durch © auf c, uw. f. w. fein Projectionsftrahl 
geben. Es ift aber aud) &, der eingige Punkt auf a,, burch ben 
fein anderer Brojectionsftrahl geht. Denn gabe e8 auf a, nod einen 
folden PBunkt &”, purch den fein Projectionsftrahl ginge, fo müßte es 
in der Punftreibe 3. B. auf b, feinen ihm entfpredenden Punkt geben 
fonnen, (denn gäbe es einen, z. B. vd”, fo wire bie Gerade (&” 1”) 
ein Projectionsftrahl, gegen die Vorausfegung, daß durch &” Feiner 
geben foll alg a,. Es finnte alfo vs” nur im Durchſchnitt von b, 
mit a, liege; dieſem Punkt auf b, entfpricbt aber nach V. a) ſchon 
&, anf a,; es müßte alfo &” mit &, jufammenfallen, wiederum 
gegen die Vorausfegung), was unmöglich ift, da in zwei conformen 
Punktreiben jedem Punkt der einen ein Punkt ber anderen entfprecher 
mug. Ebenſo überzeugt man fid, dak auf dem Strabl «, an A, 
fein zweiter Projectionspunft, 3. B. C liegen fann, weil fonft nad 
Lehrfag 19. bem Strahl (A,—C) an A, der Strahl (B,—C) an 
B, entfprechen müßte, es ijt aber (A—C) mit a, identiſch, und diefem 
entfpridgt an B, nur (B,—A,) nad V. a); es mug aber aud der 
einzige Strahl an A, fein, von bem dieß gilt, wovon man fic ebenfo 
wie bet ben Punktreiben überzeugt. Man ſieht alfo: 


21. Lehrſatz. Auf jedem 21. ebrfag. An jedem 
Projectionéftrahl, 3. B. a,,| Projectionspuntt, 3. B. A,, 
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giebt e8 ftets einen, aber | giebt es ftets cinen, aber aud 
aud nur einen Punkt &,, burd | aur einen Strahl «,, auf dem 
ben fein anberer Profecs fein anderer Brojectionss 
tionsftrahl geht. Diefer| punft liegt. Diefer Strahl 
Punkt &, ift berjentge berjo, iff berjenige bes Strabl- 
Punftreihe auf a,, welder büſchels an A,, welder ber 
bem ⸗Durchſchnittspunkte Verbindungsgeraden  (B, 
(b,*a,), (e'a,), (d'a,)...- | ~A,), (C-A), (D—-A,), des 
ber a, mit allen übrigen , A, mitalleniibrigen Buntten 
Strahlen in den bezüglich | in den bezüglich an B,, C, D.... 
auf b,,c,d.... entftanbdenen | entftandenen Strahlbüſcheln 
Punttrethen entfpricdt. entſpricht. 








Da nun der Forderung zufolge jeder der Projectionsſtrahlen 
a,, bi, &g, by, c, d, e .... bie geſuchte Curve K’ berithren ſoll, 
ihre Aufeinanderfolge eine ſtetige, nirgends unterbrochene, und nirgends 
ſprungweiſe fic) äändernde iſt, und es auf jedem ſtets einen einzigen 
Punkt &,, VW,, &,, tha, ©, giebt, durch den fein anderer Strahl 
geht, ſo folgt, daß jeder diefer Punfte %,, vb,, &,, Ub,, ©,.... 
ber Berührungspunkt des Strahlé a,, b,,.... mit ber Curve fein 
mug, und bag e8 außer ihm feinen anderen giebt. Ebenſo folgt, ba es 
an jedem ber Projectionspunfte A,, B,, A., B,, C, D, E,...., 
bie auf ber gefuchten Curve k Tiegen, und ftetig auf einander folgen, 
einen, und nur einen eingigen Strahl «,, 6, «,, 6, c,.... giebt, 
auf bem fet anderer Punkt liegt, daß jeder dieſer Strahlen «,, 
Bij... Die Beriihrungsgerade am Punkte A,, B,,.... der Curve 
fein mug, und daß eS auger ihr feine anbere gtebt. Man erhält 
alfo ben 


22. Lehrſatz. Derjenige 22. Lehrſatz.  Derjentge 
Punft etnes jeden Profece | Strahl eines jeden Projecs 
tionsſtrahls, 3. B. ber Punkt | tionspunkts, 3. B. ber Strahl 
&, auf a,, welder jedem/a, an A,, welder jedem 
Puntt (b,-a,), (c°a,), (d'a,), | Strable (B,—A,), (C—-A,), 
(ea,). in ten Punktreigen | (D—A,), (E—A,).... in det 
auf ben anberen Projec- Strahlbüſcheln an ben ane 
tionSftrablen b,, c, d,e....; deren Projectionspuntten 
entipricht, ift ber Punft, tn | B,, C, D, P,.... entfpridt, 
welhem a, die Curve K’ bes | ift ber Strahl, weldher die 
ruͤhrt. Curve kin A, berührt. 


Wes was bisher von den Projectionsftrablen a,, b,, c,.... 
gejagt worden war, gilt natürlich auch von den urfpriingliden Geraden 
8, 8, denn, ba auf jeden zwei Projectionsftrablen, 3. B. auf a,, und 
b,, die Bunfte (a,*s) und (b,"s); (a,°8') und (b,* 8’) entfprechende 
find, und ſowohl auf a, und b,, alé a und s’ conforme Punktreihen 
liegen, fo hatte man aud), indem man vie entfprecenden Punkte der 

Beifenborn, Projection. 19 
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conformen Punktreihen auf a, und b, durch Projecttonéftrahlen vers 
bunden hätte, und auf dtefer wieder ebenfo verfabren wire, rück⸗ 
wirts auf bie Punktreihen s und s’ fommen können; was alfo von 
a,, b, (al8 ſecundären PBrojectionsftrahlen, bie burch die Punktreihen 
s, 8 hervorgernfen find) gilt, gilt auch von s und 8’ (ba fie als 
fecunddre burd) die Punktreihen a,, b, hervorgerufene Projections: 
ſtrahlen angefeben werden können). Ebenſo iſt es mit S.und S'. 
Oa nun dem Punkt T auf s der Punkt (ss) auf s’, dem Punkt P 
auf s° ber Punft (s-s’) auf 8 entfpricdt, fo gilt von T anf s und 
von P’ anf s’ baffelbe wie von &, anf a,, von W, auf b,, ete. 
Ma vem Strahl t an S der Strabl (S’—-S) an 8’, dem Strahl p 
an S’ ber Strahl (S—-S’) an S entfpricht, fo gilt von ihnen paffelbe, 
wie von «, an A,, von 6, an B,, etc. Dian hat fidh alfo jegt 
von bem im Anfange dieſes Paragraphen als wahrſcheinlich hingeftellten 
Gefege überzeugt: 


23. Lehrfak. Die Ridtun- 23. Lehrſatz. Die Scheitel 
gens, 8 ber urfpriinglid ge- |S, S’ ber urfpringlid gege- 
gebenen conformen Punft-|benen conformen Ctrabl- 
reiben find Tangenten an die büſchel find Punkte auf den 
Gurven K’; die Punfte T auf ; Curven k, die Strahlen tan 
s und P’ auf 8 find bie Be-|S und p’ an 8 find bie Be- 
rührungspunkte. rührungsgeraden oder Tan— 

| genten. 


Bugleth können wir vermdge der Gage 22. und 23. nun fagen: 


24. Lehrſatz. Auf jeder! 24. Lehrfag. An jfedem 
TangenteaneinederCurven Punkte auf ctner der Curven 
K’, 3. B. auf s, 8 a,, a,, b,,; k, 3. B. ans, 8, A,, A,, B,, 
b,, c, d.. giebt e8 nur einen B,, C, D,.... giebt es nur 
einzigen Berührungspunkt, | eine einjige Beriihrung ége- 
nämlich T, P, &,, &,, vd,,/ rabe ober Tangente, ndmlid 
We, ©, O.... t, Pp” Gi, Wo, B,, 6. c, Opes 


Nach Lehrfag 2. und 3. fInnen wir ferner fest fagen: Da in 
K’ durch jeden Punkt eines Projectionsftrahls a,, ber nicht ber Punkt Av, 
ijt, noch ein Strahl gehen muß, weil &, ber eingige Punkt auf a, ift, 
burch den fein gweiter Strahl geht; und da anf jedem Strahl eines 
auf k, fiegenden Brojectionspuntts A, der nicht ber Strahl a, ift, nod) 
ein Punkt liegen mug, weil «, der einzige Strahl an A, ift, auf dem 
fein gweiter Bunt liegt: | 


25. Lehrfag. Won — 25. Lehrſatz. Auf einer 
Punkte der Ebene einer der Geraden der Ebene einer 
Curven K’ giebt eS höchſtens ber Gurvenk, giebt es höch— 
zwei Tangenten an dieſelbe; ſtens zwei Curvenpunkte 
geht aber durch einen Punkt derſelben; liegt aber auf 
V „' ,bernidht Beribrungss | einer Geraden z,, die nicht 
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punft ift, eime Tangente, fo | Zangente ift, eim Curven— 
geht aud durch benfelben | puntt, fo liegt auf derfel- 
Bunft allemal nod eine | ben Geraden aud allemal 
zweite Tangente. nod) cin gweiter Curvenpuntt. 


Den erjten Theil dieſes Sages können wir nach § 10. Erklärung 5. 
aud) fo ausſprechen: 


26. Lehrfag. Die Curves 26. Lebrfag. Die Curven 
~K' ‘find Curven gweitter| k find Curven zweiter Ord— 
Klaffe. nung. 


Wir treten nunmehr an die Unterſuchung unſerer Curven einen 
Schritt näher heran. Es fragt ſich zunächſt, ob in der Curve K’, 
ſämmtliche Projectionsftrahlen aud) wieder, ebenfo mie s und s’ pro: 
portional getheilt werden, oder ob die Theilung auf ihnen nur im 
Allgemeinen eine conforme ijt. Es ijt leicht gu fehen, daß erfteres 
ftatt haben wing. Denn ba die anendlich entfernten Punfte anf s 
und 8’ entfpredend find, nad § 3. Lehrſatz 23., fo liegt ein Projec— 
tionsftrabl, ber p beige, im Unendlicden. Nach Lehrſatz 20. aber 
bilbet der Durchſchnitt irgend eines Projectionsjtrahls c mit einem 
Paar anderer, 3. B. mit a, und b, ein Paar Punfte (a,-c), (b,’c), 
die in den auf a, und b, entftandenen Punktreihen ſich entſprechen. 
Es mug alſo aud (a, p) dem Punkte (b,* p) entſprechen. Da aber 
p im Unendlichen liegt, fo find alſo bie unendlich entfernten Punkte 
der Punktreihen auf a, und b, entſprechende, d. h. a, und b, find 
proportional getheilt, nad § 3. Leh rfag 22. Ebenſo jedes anbere Baar 
Projectionsjtrablen a, und c, a, und b,, a, und, — und d, u. ſ. w. 
G8 feien ferner Gig. 116. S,b,a,pt. _ Sb’ a pt.... ein Paar 
bie Curve k, ergeugende einjtimmig ‘etlaufende, zieiche Strahlbafhel, 
A, B, ein Paar Curvenpunfte, t und p’ alfo nach Lehrſatz 23. die 
Tangenten an S und 8’, «, die Langente an A,, fo ift nad Lehr— 
fag 19., Lehrſatz 21. und' Lehrſatz 22., wenn man den Strahl 
(A, -B,) durch b bezeicuet, Strabhloifchel A ,,ba,a’,a, A Strahl 
duſhel 8,b,a, pt. Nach der Vorausſetzung iſt aber / a,b, —— an b’ 
und, da in ben Dreieden B,9b,8 und A, 26,8’ auc ZB oe 
= / A,50,8' ift, fo ift A B.S ~ A A,3c,8% 06 verhilt fle 
alfo B, 9, : : SIG ,= A, %,: s/t 33 Nad einem befannten Sage der 
Blanimetrie lage fich alfo ein Kreis befdreiben, der durch S, 8’, A,, B, 
geht. Qn diefem find “ B,SS mb /B,A,8 —— 
auf demſelben Bogen (naͤmlich auf dem Bogen, deſſen Sehne 8 
ift), alfo ift “B,A,S= / BSS, over /a,b= / th’. G 
ift aber nach ber Borausfegung 7 tb. = — / tb, (vergl. § i. Gr 
farang 22.), alfo ift / a,b= /S th, . Ferner ijt / SA,S’ 
= (/8B,9’ (als Beviheriewinte über 8687; es iſt aber / SB. J 
= 180° — / B, SS— / B,SS’ over 8B, S = 180° — Lvi,t 
—Z bp; oder ba S/d, t= Zb,t it, ift ZSB, s = 180° 

19* 
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Zbit— 7b p= Z tp; es ift alfo (/SA,S = / tp over 
12, = Ztp. Wir haben alfo / ba, = 7d, t 7 Oj), 
Z tp alfo F Z ba, = Z bip. Da nun Strablbajhel 
pba ,a’,a, A. Strahibiifchet S,b,a,pt fei mug, und bret Baar ent: 
echende Strablen gleiche Winkel ten, fo mug aud ber vierte Strabl 
a, mit jedem Strahl des Büſchels A,, 3. B. mit a’,, einen Wintel 
bilden, ber gleich tft bem Winkel, den der entfprecende vierte Strabl 
a, mit bem entfprechenden des Difchete S, 3. B. mit p bildet. Ge 
ift alfo Strahlbüſchel A,,ba,a’ a, nicht nur conform, fonbdern aud 
gleich dem Strahlbüſchel Sb 8, pt Ebenſo ift B, 6, bb’, b, nicht 
nur conform, fonbdern aud) gleidy bent Sirchlbuſchel 8, Sb,a, pt alſo 
auch Strahlbüſchel A,,ba,a’,a, = Strahlbüſchel Biebebb' b, u. ſ. w. 
Es entſtehen alſo ſtets stoel gleiche Strahlbüſchel, wenn man irgend 
zwei Curvenpuntte mit vier anderen verbindet. Berlaufen vie Strabl- 
büſchel entgegengefegt (man fann Gig. 117. benngen, wo man fid 
nad Lehrſatz 4. unter /“ mn und / m’n’ rechte Winkel vorftellen 
mug), .fo läßt fich dieß nicht fo allgemein behaupten. Wohl aber gicht 
eS in einer foldjen Curve k, immer gleide Strahlbüſchel. Es fet A 

eit Curvenpunft, und von A, aus fet eine Gerade durch die Diitte O 
ber Strede SS’ gezogen, und” ber auf ihm befindliche Curvenpunft 4, 

gefucht; m und m’, n und n’ feien die nach ben beiden unendlich ents 
fernten Punkten (f. Lehrſatz 4.) der Curve gerichteten Strahlen; es 
fet alſo m’ ||, n’|[n. G8 ift alfo /tn’= / pn alé Wechfele 
winfel an n’ (jn, aber auch der Vorausſetzung ‘nad f{pn= / pn’, 
alfo / tn = fp'n’, alfo auc, da / tn’ = / tn ift, tn / pn’. 
Hieraus folgt, da n’ || n ift, dag and) p {lt fetu mug, dag alfo der 
— T ber Tangentert im Unendliden [tegt. Nach Lehre 
fag 3. 6) mug nun auf einer burd A, nad T gebenden Geraten, 
b. h. ‘alfo auf einer burd) A, jut gejogenen Parallelen noch ein 
Punkt A,, fowie auf einer durch 4, zu p’ parallel gezogenen Ges 
raten nod ein Punkt 4, fliegen. Nach Lehrfag 10. muß nun, wenn 
man dafelbft A, fir B, A, für B, ſchreibt, ber Durchſchnittspunkt 
von (A,—A;) und (4, A >) auf (8* 8) liegen. Da nun (4,-A,) 
bie (S- 8’) in O fdyneibet, “fo muß aud) (4,—A,) dte (S- 8" in O 
ſchneiden. Ferner mug nad Lehrfag 10. and ber Durchſchnittspunkt 
von (A,~ 4,) und (A,— 4,) auf (S-S) liegen und gwar nad Lehr⸗ 
fag 11. in einem folchen Punkt O’, daß Punktreihe (S— 8), SOS’0’ 
harmoniſch iſt. Da nun O in der Mitte von 88ſchneidet, fo mug 
O’ in unenblicer ae auf (S—S’) fich befinden; b. h. e8 mug 
rs ~A,) | (A,—-A,) fein. Da nan aud) (A A 2) Il (4,74,) 
| t || p’ ift, fo ijt “Wiered A,A,4,4, eit Paratlefogramm, und O 
ber Durchſchnittspunlkt der Diagonaten ; alfo OA, = OA,; es wird 
alfo and) bie Sehne A, 4, in O halbirt. Sn ben Dreieden OSA, 

und OS'A, ift alfo OS = OS’, OA, = O4,, /A,OS = / 4,08", 
alfo OSA, & 22 A 08'4,, alf SA, =S'4,, 78A,0 = /S8'4,0, 
alfo (-A,) | (S'—A,) ober a, I ee Nun Ft atfo aud) ASA, S 
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~/A84,8, ba SS’= SS, SA,=—S8'4,, ZA, SS’ = / 4,88 
ijt, alfo auth LSA, = / SSA, folglich a’ tl a’,, alfo Bieredt 
SA ,S’4, ein Parallelogramm und 84,* = SA); gugleid) ift and 
Biered 888 ein Parallelogranim und SS — 8 imb in ben Dreiecken 
SSA, und S'8’4, iſt 88 = 88’, 8A, = SA, (= SA, —S8=SA, 
_ $3"), SA, — SA, alfo ASA, — '3'A,, folglich / 88A, 

= / SS'A,, oder / ma, = LZ m’a’,; alfo ta bie Strablbiifcbel 8 
und iS’ gleich find, und daher Zma, = /ma, tft, Zma,= / ma,; 
md aud, ba / ma, = Sud, ijt, / ma’ = / m’a’,. Biebt 
man nun burd) A, und A, Strablen nad ben unendlich entfernten 
Punkten (ſ. Lehrſatz 18.), burch A, alfo p || _m, » [| n, durch A, pv’ || m’, 
Y|fn’; fo ift 7 py 7 py (= {mn= / mn’ = 90° Z Ma, 
=/ma, = A ma, = LSVA, = Aa (da p’ | (8’-8’) ift); 
— ma, = Swe, = /88A,= / ud, (dap || (6—S) 
ift). Es ift atfo iw= ZL BY, Z ya, = 7. vay ? Ba, 
= A ae au ba S py = 7S pv = 90° ift, aud / 1a) = J Vays 

/v,= /va G8 ift alfo Strablbiifdel A MG va nicht nur 
confortn, fonberit auch gleich Strahlbüſchel A ava ,. Es gehen 
aber die Strahlen « und p’, v und nach ben beiden imenbdtid) ents 
fernten Bunften der Curve, per Strahl a, von A, und a, von A, 
nad S, der Strahl a’, von A, und a’, bon A, nad) S’, G8 bilben 
alfo bie von A, und 4, nach benfelben vier Curvenpuntten gehenden 
Strablen gleiche Winkel; jieht man alfo bon A, mad) irgend einem 
anderen Curvenpunkt einen Gtrabl und nad bemfelben Punkt and 
ton A, aus, fo miiffen auch die Winkel, die ber Strahl an A, We 
Hy ay, % a, macht, gleich ſein dem Winkel, den der Strahl an 
bezuͤglich mit pw’, a,, v, a, madt. Es gilt dieß jedod nur ‘tt 
Strahlbüſchel, veren Scheitel, wie A, und 4, auf einer durch die 
Mitte O von SS’ gehenden Geraden liegen, denn gu jedem Curven- 
punft A, fann man denjenigen finden, welder der Scheitel eines gleichen 
Strablbiifdpels ift, man braucht nur von ihm aus durch O zu giehen 
und auf biefer Geraden den zweiten Gurbenpuntt A, zu beftimmen. 
— es nun nod einen Punkt 4’, in dem ein ein Strahlbüſchel 

A, leider entjtinbde, fo müßte ebenſo wie t || p’ fein mug, bie Tans 
gente in A, parallel ber in A, und 4’, fein; was nur möglich wire, 
wenn es in zwei Tangenten gäbe. Aber auch dieſes iſt unmöglich 
nad Lehrſatz 24. Man ſieht alfo: 


27. Lehrſatz. In der Curve 27. Lehrſatz. In der Curve 
K’, entſteht auf jedem Pro- k, entſtehen an jeden zwei 
jectionsſtrahl eine propor- Curvenpunkten, wenn mat 
tionale Punktreihe. von ihnen, als Scheiteln, 

nach beliebigen anderen Cur— 
venpunkten Strahlen zieht, 
i gleichhe Strahlbüſchel. Bn 
ber Gurve k, entfteben nny 
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fae je zwei ſolchen Curven— 
punften, welde anf einer 
durch bie Mitte O von SS’ 
| gehenben ®eraden liegen, 
‘und deren Verbindungs— 
Sehneſelbſtin dieſem Punkte 
0 balbirt wird, wenn man 
von ihnen, als Scheiteln 
nad beliebigen anderen Cur— 
venpunkten Strahlen zieht, 
gleiche Strahlbäſchel. 


Nach Lehrſatz 23. und 24. find tn den Curven K,, K,: , -%,, 
P’, T GCurvenpunfte, %, auf ber Tangente a,, &, auf a,, PY any 
a’, T auf s, «, bie Langente an A,, «, die Langente an A,, 8 die 
Tangente an T, s’ die an P, S der Curvenpuntt auf t, 8’ der auf p’. 
Es lagen nun %, und &, auf einer durd (8* 8) gehenden Geraden 
(f. Sig. 107a.) a, und es war Strahlbüſchel (8° 8”), sas’a’ harmoniſch 
nad Lebrfag 15. und § 4. Lehrfag 15. und Strahlbiifdel (a, a2), 
a,a’a,7 harmonifd nad Lehrſatz 6. Es geigte fid) nun im Vorigen, 
daß die Punkte &, und &, gerade wegen diefer Befdaffenheit Be- 
rührungspunkte fein miijfen, unb bag es auf a, und a, keinen anderen 
Beriihrungspuntt geben faun. Es ijt daher diefe Lage eine noth- 
wendige fiir die Beriihrungspunfte B, und &,, indem nach bem 
Vorigen jedenfalls dicjenigen Punkte L, und ©, auf a, und a,, die 
auf einer durch (s°s’) gehenden Geraden a fliegen, welche legtere der 
bem a’ gugeordnete harmoniſche ift, Berithrungspuntte find, unb man, 
wenn man annehmen wollte, dag auf a, und a, je nod ein anbderer 
Punt der Berilhrungspuntt fei, in Widerfprud mit Lehrfak 24. gee 
viethe. Ebenſo iſt für vie Tangenten «, und «, (f. Fig. LOTb.) 
bie Gigenfcdaft nothwenbdig, daw fie fic auf ($-8+) in dem bem 
Punkt A’ gugeordneten harmonifden ver Punktreihe (S-S), SAA’ 
ſchneiden. Man fieht alfo: 


28. Lebrfak. Bit +r die 
Verbindungsgerade zweier 


28. Lebrfak Bit T der 
Durchſchnittspunkt zweier 


Punkte T, Petnerder Curven 
K’, und find a,, a, zwei in 
einem Punfte (a,-a,) von + 
ſich ſchneidende Tangenten 
derſelben, ſo liegen die Be— 
rührungspunkte &,, &, von 
a,, a, auf einer Geraden a, 
welche durch den Durch— 
fHnittspuntt (s°s’) ber an 
T und P’ gelegten Tangenten 
s und s' gebt. 


Tangenten t, p’, einer der 
Gurven k, und find A,, A,, 
zwei auf einer durch T ge- 
henden Geraden liegende 
Punkte derſelben, ſo gehen 
bie Tangenten «,, a, von 
A,, A, aus, durd einen 
Punkt A, welder auf der 
Verbindungsgeraden (S—§S) 
der auf t und p’ Tiegenben 
Curvenpunktes und’ liegt 
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Zugleich ift, wenn die Ver- Zugleich ift, wenn der 
bindungsgerade [(s's’)| Durchſchnittspunkt [(S—s) 
—(a,°a,)] burch a’ bezeidnet | -(A,—A,)] Durch A’ bezeichnet 
wird, Strahlbüſchel (s:6),| wird, Punktreihe (S—S%, 
ssa’ und Strahl bifdel| SAS’A’ und PBunktreibe (A, 
(a,°8,) a,¢a,r harmoniſch. ~A,), A,A’A,T harmoniſch. 
dig. 1074. Sig. 107b. 


Um nun etwas weiteres Aber unfere Curven gu erfabren, unter: 
fuden wir, ob die Curven K’ etiva einen unendlich entfernten Buntt, 
und ob die Curven k vielleicht eine unendlich entfernte Tangente haben, 
fo wie wir frither uns darüber vergewiffert batten, ob  erftere eine 
unendlich entfernte Tangente, und Legtere einen unendlich entfernten 
Punt haben. Zunächſt ift far, bag eine unferer Curven K’ 
mehr als zwei unendlich entfernte Bunkte haben fann. Denn find, 
gig. 1184., bet einftimmig verlaufenden Punktreihen s und 8’ bie 
Geraden a und b Vangenten an unendlich entfernten Bunkten, fo muß 
nah Lehrfag 18. und 21. Bunftreitbe a,AMR oA’ A b,B oNMB’ 
fein, Iſt mum c noch ein Projectionsftrahl, und ſuchen wir den auf 
ibm fiegenden Curvenpunkt ©, fo mug nach denfelben Lehrſätzen fein: 
Punttrethe aAMRwA’ A ce CNERC. Es mug alfo © zwiſchen 
N und R fiegen, fann alfo nicht im Unendlichen fig befinden. Cin 
Gleiches gilt von jedem ferneren Projectionsftrahl. Nur bas wäre 
auf ben erſten Anblick möglich, daß ein unendlich entfernter Punkt auf 
einem durch (a*b) oder M gebenden Strahl lige. Allein auch dieß 
ift nicht möglich, weil nad Lehrfak 2. in keinem Punkt ber Ehene fic 
mehr als zwei Projectionsftrablen fdneiden fonnen. Ebenſo mug, wenn 
bei entgegengefegt verlanfenden Punktreihen Fig. 118b. auf a und b ein 
unendlich entfernter Punft liegt, Punktrethe a ARMA ‘oo A b,BNoo BM 
fen, und der Beriihrungspunft © eines ferneren Strahl c beftimmt 
fid) ebenfalls aus der Conformitätsgleichung: Bunftreihe -a,A RMA’ oo 
KN ¢CENCR. G8 muf alfo © gwifden C und N fich befinden und 
fann baber nicht im Unenbdlichen liegen; aud) fann bier fein dritter 
Strahl durch (av b) ober M geben. Es können alfo die Gurven K’ 
höchſtens zwei unendlich entfernte Punfte haben. Um das Genanere, 
und gwar zunächſt bei ber Curve K’,, die von einftimmig verlaufenden 
Punktreihen erzeugt wird, gu entfdeiden, giehen wir die Projections. 
ſtrahlen o, q’, Fig. 119a., die nach den unendlich entfernten Punkten 
der Bunftrethen anf s’ und s gerichtet find, und daber die s, 8° in 
ben Gegenpunften, bezüglich O, Q’, ſchneiden, und gwar feien ein Paar 
folder Brojectionsftrablen s und 8’ gewählt, daß weder der Gegene 
punkt O ber auf s liegenden, noch ber Gegenpunkt Q’ der auf 8’ 
liegenden Bunktreihe mit bem Punkte (s°s’) oder P oder T’ zuſammen⸗ 
fillt; auc) Liege weber anf s nod auf s’ ein unendlic) entfernter 
Curvenpunkt, und es fei s’ nicht parallel s. Iſt mm X auf s, X’ 
auf s’ ein Baar derartiger entfprecender Punkte, bak ver fie verbin- 
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Dende Projectionsftrahl x bie Curve in einem unendlich entfernten 
Punkte berührt, fo mug, wenn mau ten Durchſchnitt von x mit q’ 
durch Z bezeichnet, nach Lehrſatz 19. Punktreihe x, oZXX’ A Punt: 
reibe s.XooTP fein; e8 muß fich alfo verbalten: 
oL  «X’ Xo XP, 
XZ XX Te TP? 

XX’ PT 
woraus folgt: Spe 


Wegen der Webhnlichfeit ber DOreiede TX'X und Q’R'Z verhalt jid 


aber XX’ TX’ 
PQ" 
Mir haben alfo vie Gleichung: 
Tx! Pr 
TQ’ —= px’ 
xa 1X 


woraus folgt: FQ’ = px’ 


Da nin O und Q’ die Gegenpunfte der conformen Punktreihen anf s 
und 8’ find, fo mug, wenn G und G’ diejenigent entſprechenden Punkte 
verfelben find, bie gleidweit von O und Q’ abjteben, nad § 2. Lebr- 
fag 17. und § 3. Lehrſatz 9. fein 

OX. Q’'X’ = OT - QT’ = 0G? = OG:, 
alfo X'Q’ = =... 


Set man diefen Werth in bie legte Gleichung ein, fo uimmt fie die 
Geftalt an: 


OG? X., 
TQ’-OX ~ XP? 
0G2 . 
ober da TO = OT ift: 
OT XT, 
OX ~— XP? 


OT OT — OX 
ober: OX ~ OP -- OX? 


woraus folgt: 
OX = OT + yOT - (OT- OP). 

Dieß ijt alſo ber Ausdruck fiir die Entfernung des Durchſchnitts— 
punfté X, ben derjenige Projectionsftrahl mit a bildet, welder dic 
Curve K’, in cinem unendlicy entfernter Punkt berührt. Wan fieht 
daher aud) auf arithmetiſchem Wege, daß es im Allgemeinen zwei und 
nicht mehr Werthe fiir OX giebt, daB es alfo im Wllgemeinen zwei 
Projectionsftrablen x giebt, welche bie Curve in unendlich entfernten 
Punkten berühren, und da diefe beiden Brojectionsjtrablen die s in 
gleiher Entfernung auf beiden Seiten vom Punkt T, nämlich in ber 
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Entjernung VOT (OT—OP) ſchneiden. Dieß findet jedoch nur ftatt, 
wen OT > OP ift, fo lange alfo (s:s’) zwiſchen O und T liegt. 
Die beiden dann die Curve in unendlich entfernten Punkten beriihrenden 
Projectionsftcablen, bie mit x und xbezeichnet werren mögen, heißen 
dain Wfymptoten ber Curve. Da nach Lehrfag 19. die den Be 
ribrungspuntten zweier Projectionsftrahlen entfpredenden Bunfte in 
ihrem Durchſchnittspunkte liegen (3. B. auf den Projectionsftrahlen 
a,b, entfprad) dem Berührungspunkt &, auf a, ber Punkt (b,-a,) 
auf b,, und dem Beriihrungspuntt vs, auf b, ber Punt (a,°b,) 
auf a,), die Beriihrungspuntte aber bier im Unendliden liegen, fo 
folgt, ba dann im Durchſchnittspunkte (x*+x’) vom x und x’ bie 
Gegenpunfte der auf x und x’ entftehenden conformen Punftrethen 
vereinigt fein miiffen. Iſt aber OT < OP, fo wird der Ausdruck 
fir ben Werth von OX imagindr und es giebt babher in diefem Falle 
feinen Projectionsftrahl, deffen Berührungspunkt unendlich entfernt 
wire; bie Curve bat alſo dann keinen unendlich entfernten Bunt. 
Dagegen fan, wie e8 fceint, der Fall eintreten, daß fie nur 
einen eingigen unendlich entfernten Punft bejigt, wenn namlic der Wus- 
brud unter bem Wurzelzeichen pen Werth O erhält. Indeſſen, dieß 
ift nur ſcheinbar. Denn damit ber Radicand OT (OT—OP) = 0 
werde, milgte entweder 1) OT = 0 fein; dann müßte in (8 °8’) ber 
bem Punkt O entfpredende O/ ftatt T’ mit P jufammenfalfen; O’ ift 
aber, ba O ber Gegenpuntt der Punktreihe auf 5 ift, der unendlich 
entfernte Punkt ber Reihe auf s. Es müßte alfo dann s die s’ im 
unendlich entfernten Punkte ſchneiden, b. h. mit thr parallel fein, gegen 
die Vorausfegung. Diefer Fall foll hernach noch befonders betrachtet 
werden. Hier mag nur noc) ermabnt werben, dag dann alfo and P 
mit O’ (bem jfritheren T’) vereinigt, in bas Unendliche rückt, alfo der 
unendlich entfernte Punkt ber Reihe auf s, oder ber dem Gegenpunft 
Q’ ber Reihe s’ entfprecyende Punkt Q wird. Es wird aber der 
Radicand OT (OT—OP) = 0, wenn 2) OT = OP iſt. Dieß würde 
gejdeber, wenn a) O in bie Mitte ber endlidjen Strede PT fallen 
founte; allein dieß ift unmiglich, weil dann O' zwiſchen P’ und T’ 
liegen miifte, während doc) diefer Punkt, ba O der Gegenpunft ift, 
im Unendlicen fic) befinden mug. Es könnte dieß demnach nur eine 
treten, wenn einer der beiden Bunfte P’ oder T’ felbft im Unendliden 
lage, dann hatte man aber wieder den Fall, daß s’ parallel s ware. 
Es bleibt daher nur nod fibrig, dag, wenn OT = OP fein foll, 
B) O in bad Unendliche rückt. Da aber O der Gegenpunkt der Reife 
8 tft, fo liegt ber ihm entfpredende Punkt auf s’ im Unendlicen, und 
da dieß auch mit O ber Fall wire, fo waren alfo die unendlich ents 
fernten Punkte ver Reihen s und s’ entfprechend, mithin die Reihen 
felbjt proportional nach § 3. Lehrſatz 22., gegen die Vorausſetzung. 
Man fieht alfo, bag, wenn die Punktreihen s und s’ ber fiber fie ge- 
madten BVorausfegung gemäß befchaffen find, auf feine Weiſe die 
Curve nur einen eingigen unendlicy entfernten Punkt haben fann, fondern 
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pag fie beren entweder feinen ober zwei befigen mug. Es fragt fic 

nun, wie ber Bemeis fic geftaltet, wenn s und s’ fo befcaffen find, 

daß ber oben anfgeftellte Beweis nicht anwendbar ift. Es fet nun 
a) im Durchſchnittspunkte (s+ a’) der Gegenpunft einer der beiden 

Reihen, 3. B. der Gegenpunft O der Reihe s gelegen, fo tritt 

alfo O an bie Stelle ded fritheren P, alfo O’ an die ves P’; 

OY ijt aber der unenbdlich entfernte Bunkt ber Reihe 8’. Es liegt 

alfo bann ein unenbdlich entfernter Bunkt ber Curve anf s’ felbjt. 

Da aber dte Curve, wie oben gegeigt wurde, höchſtens zwei 

Punkte im Unendliden haben fann, fo folgt, dak es nothwendtg 

irgend einen andern Projectionsftrahl geben mug, auf dem feiner 

biefer beiden Punkte liegt. Ciner der unenbdlich vielen Strahlen 

(denn nur auf einem eingigen könnte noch, aufer auf s’ ber zweite 

unenblich entfernte Punkt fic) befinden) heiße nun c, fo gelten 

von s und c bdiefelben Vorausfegungen, wie früher von s und 9’. 

Mian fieht alfo auch dann, daß eS jedenfalls noch einen unendlich 

entfernten Bunt geben mug, indem man beim Wuflafen ber Glei- 

chung wie oben zwei Werthe fiir bie Unbefaunte (das frithere 

OX) erhalt, deren einer die Gntfernung des Punkts (s-s’) von 

(sc) fein mug, auger welchem alfo nothwendig nod ein anbderer 

exiftiren muf, ba im Durchſchnittspunkt (s-c) Leiner der Gegen⸗ 

punfte ber Reihen 8 ober c fliegen fant. Es feien 

im Durdhfchnittspuntt (8° a’) die beiden Gegenpuntte O, Q’, der 

Reihen anf s und s’ vereinigt, fo gehen bie Berihrungspuntte 

T, P’, in Q, O% alfo in die wnendlich entfernten Punkte der 

Reihen s und s’ ber. Es fliegen alfo dann die beiden möglicher 

Weife vorfommenden unendlich entfernten Punkte auf s und 8’; 

und weiter find feine möglich. Sind die beiden Puultreihen s 

und 8’ 

c) parallel, fo rückt ber Durchſchnittspunkt (s+ 8’) in das Unendlide 
und ber Unterfdjted, ber in Erflarung 1. zwiſchen einſtimmig und 
entgegengejegt verlaufenden Punktreihen gemacht wurde, wird jegt 
unbeftimmt, indem der Orehungspuntt in mendliche Ferne rückt. 
Da dann die fritheren Bunfte P und T’ gufammen im Unendfichen 
liegen, alfo in die Punkte Q und O’ iibergehen, fo müſſen dte 
ihnen entfprecjenden O und Q’, alfo bie Gegenpunfte anf s und 
s’ Berithrungspuntte der Curve fein. Verläuft num, Fig. 120a., 
bie Punktreihe s,OA oo CB von links nach rechts, die entfpredende 
gp’, 00 A’Q’/C'B’ von rechts nach links, fo fann offendar fein Bro- 
jectionsftrahl bie Verbindungsgerabe (0- Q’), d. h. die friibere 
(T- P’) auf dev endlichen Strede OQ’ ſchneiden. Es find daher 
dieſe Punktreihen alé ein fpecteller Fall von einjtimmig verfan- 
fenden im Ginne von Erklärung 1. angufeben. Und in ber 
Chat, ift a ein beliebiger Projectionsftrahl, fo mug nad) Lehr: 
fay 19. und 22., wenn der Beriihrungspuntt auf a durch & be- 
zeichnet wird, fein: Punftreibe OA 0C A aAbA'R. €8 mug 


b 


—i 


§ It. Entwickelung der Kegelſchnitte. 299 


alfo der Berihrungspunkt L auf der endlichen Strede AA’ fic 
befinden; ebenfo der Berührungspunkt vw des Strahls b auf 
BB’, u. f. w.; es Fann demnach dann die Curve feinen unendlich 
entfernten Punkt befigen. Verlaufen aber die Punktreihen auf s 
und s' nach derfelben Geite Fig. 120b., fo überzeugt man fid 
zunächſt, daß bier fein Projectionsſtrahl bie (O—-Q’) anf der 
Strede O oQ! ſchneiden fann, und baber fiir diefen Fall vaffelbe 
wie für entgegengefest verlaufende im Ginne von Grflarung 1. 
gilt, bag es alfo möglicher Weife unr zwei unendlich entfernte 
Punfte geben kann. Um nun einen folchen Strahl x, der die Curve 
in einem unenbdlich entfernten Punkte berührt, fennen gu lernen, be- 
venfen wir, bag dann bie Beziehung ftatt haben mug, nach Lehr- 
fag 19. und 22.: Punktreihe , OXA co A x,X o YX’, wenn Y 
ben Durchſchnittspunkt von x mit irgend einem Projectionsftrahl a 
begeichnet. Es mug alfo fem: 

OX Oo Xo | XX’ 

AX" Ao Yo" ¥Xx’! 


ober: * e = 

G8 verhält fic) aber dann anch — == — 
Alſo muß ſein: ce = ee} 
ſolglich oy = AS 


Qa aber O und Q’ Gegenpuntte find, fo ift nach § 2. Lehrſatz 17. 
ud § 3. Lebrfag 9. 








OX - Q’X’ = OA - Q’A’, 
ober: (OA — AX) (Q’A’ + A’X’)) = OA- QA" 
ober: 
OA - Q’A’ — AX - Q’A’ + A'X’.OA— AX- AX’ =OA-QA’; 
folglich A’X’ - (OA — AX) = AX. qA; 
ober: A’X’. OX = AX - Q’A’; 
: A’X’ VN’ 
alfo: AX OX 
ve muß alfo fein 8 = = ol 
baber OX? = OA - Q’A’. 
Gs ift aber, wenn G und H bdiefelbe Bedeutung haben, wie in § 3. 
Lehrſatz 9.: OA - Q’A' = OG? = OH?; 
alfo mug fein OX  =OG; over OX = OH. 


Es giebt alfo auf zwei Brojectionsftrahlen unendlich entfernte Puntte, 
und dieß find die Projectionsjtrablen (G— G’) und (H — H’), wenn 
G und H dieſelbe Bedeutung haben, wie in § 3. Lebrfag 9. 
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Mian fieht alfo aus bem Bisherigen, dak vie Curve K’, ſtets 
entweder keinen ober zwei unendlich entfernte Punkte befigt, und daß 
ſie nie deren bloß Einen haben kann. 

Gehen wir nun über zur Betrachtung ber Curve K’,, fo wiſſen 
wir, bag fie jedenfalls einen unendlich entfernten Punkt hat, nämlich den—⸗ 
jenigen, in welchem ihre unendlich entfernte Tangente (ſ. Lehrſatz 4.) 
fie berührt. Nach Lehrfag 27. find nun alle Projectionsſtrahlen pro- 
portional getheilt, und ihre Gegenpuntte liegen daher fammtlid) tm 
Unendliden. Beriihrte nun ein Strahl x (man denfe fich in Fig. 119. a. 
bie Gegenpunfte O und Q’ im Unendlichen) rie Curve in einem un- 
endlid) entfernten Punkte, fo müßte fein: Bunftreife x, UXXN’o0 
A 8XYTPX. Da aber fammtlide Punftreiben proportional getheilt 
find, fo mug aud) fein x, UX X’00 As, YTPo, alfos, YTPX As, YTPoo. 
Es milfte alfo X in oc fliegen, oder, ein Projectionsftrahl, ber Die 
Gurve K’, in einem unendlich entfernter Buntte berührt, müßte Der 
Strahl s in unendlicder Ferne fchneidven; ebenfo müßte er auch bie s’ 
im unendlich entfernten Bunfte ſchneiden; e8 mug alfo x mit ber un— 
endlich entfernten Langente der Curve K’, zuſammenfallen. 

Es fann alfo die Curve K’, nur einen eingigen unendlich entfern- 
ten Punkt haben, nämlich den Berührungspunkt ber unendlich entfern- 
ten Cangente. 

Dag die Curve K’, höchſtens zwei unendlich entfernte Punkte 
haben fann, ift ſchon oben Seite 295. auf geometrifchem Wege be- 
wiefen worden. G8 ift baher aud) hier feine Befchranfung, wenn wir 
zwei Punktreihen s und vs’, Fig. 119.b., annehmen, im deren Durch— 
ſchnittspunkt (s-s’) Feiner der Gegenpuntte O oder Q’ liegt. Iſt 
nun x ein Strahl, der die Curve K’, in einem unendlich entfernten 
Punkt beriihrt, fo mug fein Punktreihe x, oXX’Y A s,XTPoo ober: 
oX wY XT Xo, 

X’X "XY — PT’ Po? 

fo: X’Y XT 

Q fo: xx — pr 

Wegen dex Webhnlichfett ber Oretede Q'YX’ und PXX’ verhalt fi 
aber aud: 


X’Y Q’x’ 
x’x Px’? 
XT Q’X’ 
alſo ift ard PEO py? 
; XT — Q’XxX’ ; 
oper: PT > Tx? 
folglich TX .-TX’=PT. Q’X’; 


ober: (OX — OT) (Q'T’— QX’) = (OP + OT) QX’; 
ajo = OX - OY — OT. QT’ — 0X - QX’ + OT. Q’X’ 

= OP-Q'X’ + OT - Q’X’; 
oder: OX - QI’ — OT . QT’ — OX - QX’ = OP. Q'X’, 
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Nun ift, ba O und Q’ die Gegenpuntte find: 
OT - Q'T’ = OX - QX’ = OG:?, 


" ry, _. OG? , 
alfo Qk’ =; 
ſolglich OX-QT—20G7 =; 
ober: OX2. Q’'T’ — 2.Q0G?2.-OX = OP. OG?; 
OG? OG: 
ober: OX? —2 op ‘OX = OP- Ga, 


ober, ba — = OT ijt: 


Q'T’ 
OX? — 207 . OX = OP- OT; 
alfo: OX = OT + yOT (OT + OP). 


Der Ausdrud unter dem Wurzeljeichen kann nun nie negation, 
alfo ber Werth fir OX nie imagindr werden. Auch kann der Radicand 
fih nie annulliren, fo Tange OT von O verſchieden ift. Sit aber 
OT = 0, fo findet fich durch daffelbe Räſonnement, wie bei der Curve 
K’,, daß bann s parallel s’ fein müßte, und man hatte dann dem fiir 
fich Befonders an Fig. 120 a. und 120. b. betrachteten Fall wieder, der 
bier ausgeſchloſſen fein foll. 

Man überzeugt fic) alfo, daß die Curve K’, ftets zwei unendlicd 
entfernte Bunfte befigt. 

Wir gehen jest ber gu der Unterfuchung, ob eine der Gurven k 
cine oder mebrere unendlid) entfernte Tangenten babe. Zunächſt ift 
far, bag bie inten k, und k,, da fit teinen Punkt im Unendliden 
haben, auch feine unendlich entfernte Zangente befiken fonnen; es kann 
alfo bier mur die Rede fein von k,,k,,k,. Was num die Curve k, 
angebt, fo ijt fogleich einleuchtend, bag, wenn fie eine unendlich ent- 
fernte Tangente haben foll, dieß nur die Tangente am einem der beiden 
unendlich entfernten Bunfte fein könnte. Es mögen jest die unend⸗ 
lich entfernten Curvenpunkte mit M,, N, begetchnet werden. Auf einer 
ben T, Fig. 121. (vgl. aud Fig. 112.) nach M, gegzogenen Graven, 
aljo auf einer burch T zu m ober m’ parallel gezogenen Gerabden 
liegt nun nach Lehrſatz 3. jedenfalls ein gweiter Curvenpunft M,, 
ebenfo anf einer durch T zu n oder n’ parallel gezogenen Geraden 
ein zweiter Punkt N,. Denken wir uns in Fig. 105. b. m ftatt a,, 
n ftatt b,, m, ftatta,, n, ftatt b, gefegt, fo folgt nach Lehrſatz 12, 
bag die Punkte N., N,, M,, OW, auf einer burch T gebenden Ges 
raven fiegen miiffen. a nun m {| _m’, n || n’ ijt, fo ift bas Viereck 
S%,SN, ein Barallelogramm, in weldem ſich alfo die Diagonalen 
halbiren. Es mug demnach (N,—9G,) durd den Mittelpunkt der 
Stree SS’ gehen, und auf dieſer Diagonale mug ſich alfo auch T 
befinden, Oa nun anf derfelben der Strahl m, von n’, geſchnitten 
wird, fo kann ex nicht auch von m’, anf (N,—9G,) getroffen werden, 
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e8 fann alfo M, nicht auf (N,—9G,) fliegen; ebenfo wenig fann N, 
anf ihr fliegen. Es fchneidet demnach bie von T nad) bem unendlid 
entferuten Bunft M, gegogene Gerade (M,— M,) ſowohl, als die vor 
T nach) N, gegogene Gerade (N.—N,) die Strede SS’ in einem von 
dem Wittelpuntt I’ verfdiedenen Punkt A’, BY. Nad Lebrfag 27. 
mug nun die Tangente an M, und N, die (S- 8S) in einem folchen 
Puntt A, B treffen, dag Punktreihe (S—8’), SAS’A und (S— V8’) 
SB/S’B harmonifd ift. Oa nun webder A’ nod B’ die Strede SS’ 
halbiren fann, fo folgt, bag A und B nicht in unendlider Entfernung 
auf (S—S’) fliegen können. Es muß demnac die Tangente ſowohl 
an ben unendlich entfernten Bunft M, als an N, die (S-8) in einem 
bejtiminten, im Endlichen gelegenen Punkt ſchneiden; Feine von beiden 
fann baber in unendlicher Entfernung fic) befinden. 

Um in ber Curve k,, Gig. 115. die unendlich entfernten Puntte 
zu erhalten, haben wir nur einen der Punfte A’, B’, in bas Unend— 
liche zu verfegen. Nach Lehrſatz 28. aber mug dann ver Durchſchnitts- 
puntt A, B ber Tangente mit (S—S’) in einen folden Punkt riicen, 
bag Punktreihe (SS), SA’SA harmoniſch ift. Da nun A’ im Une 
endlichen liegt, mug A in den Mittelpunft ver Strede SS’ rücken. 
Berfegen wir ebenfo. den Ourcdhfduittspunk von (A,—A,) mit (S—S’) 
rach links in bas Unendlice, fo erhalten wir gleicfalls den Mittel— 
punft von SS’ alé Durchſchnittspunkt ber an ven zweiten unendlic 
entfernten Bunft ver Curve gelegten Tangente. Es fann alfo auch k, 
feine unendlic) ferne Zangente haben. Auf gang gleiche Weife über— 
zeugt man fich, bag baffelbe bet der Gurve k, ftatt hat. 

Gs bleibt nun noch die Curve k, 3u betrachten brig, Es fet 
alfo bie Curve k, von zwei Strahlbüſcheln S und 8’, Fig. 122., er⸗ 
geugt; bie Langenten an S und 8’ fdneiden fic) in T; g, g’ feien die 
entſprechenden nad) bem unendlich entfernten Punkt ber Curve geric- 
teten Strablen. Nach Lehrſatz 4. ift hier g || eo” (7. § 3. Lehrſatz 9.). 
Offenbar liegt nun auf etnem durch S fenfrecht auf g gezogenen Strabl 
ein Curvenpunkt 8’; und wir können uné nad Lehrjag 19. auch die 
Strahlbüſchel S und 8’ als die erjeugenden verftellen. Der von 8’ 
nad bem unendlich entferuten Punkt gerictete, alfo mit g und g’ 
parallel laufende Strahl 9’ mug dann [ebenfo wie g’ im Büſchel & 
die Befchaffenheit haben mute, dag, wenn die entfprechenden Strahlen 
ber rechten Winkel in ben Büſcheln S und Sbezüglich mit a, b; a’, b’, 
bezeidjnet werden, “ag = / b’e’s (A bg = / agp’ tft, (f. § 3. 
Lehrjag 9.) wo man fic) a und b ftatt s und t gefegt denke] fo bes 
fcaffen fein, bak, wenn bie entfprecenden Strablen der rechten Winkel 
in ben conformen Strahlbüſcheln S und 8’ bezüglich mit «, 8; a’, 8, 
bezeichnet werden, / aga / 64, /be = /a'g’ ift. Der dem 
Strahl (S—S’) ober p entfprechende heiße p’, der dem Strabl tan 8 
entſprechende beife ; fo ift alfo t die Dangente an S, p’ bie Fane 
gente an 8. Ihr Durchſchnittspunkt (t-p’) heiße T (fo wie friiher 
(t* p’) mit T bezeichnet ward). Es ift alfo Strablbiijdel 8’a’g’b'pv 
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A Sagépt; und & und vw find Curvenpuntte. Nach Lehrſatz 12. gebt 
mim bie Gerade [(a - 6’) — («’°8)] ober (N,— 96,) durd T. Da nun 


Ley = / bg, und (S— 8 ſenkrecht anf g und gq’ ift, folgt, bak 


reffen Gentrum in der Mitte von N, ot, liegt, und es tft dann 
ZN,96,8' = /N,SS8’ ober = / ap, als Peripheriewinkel; ebenfo 
it /N,2%,S= /N,8S ober = / 6%’; da nun / bY — / ap 
war, fo ijt /N,26,8’—= /N,2@,S, alfo ift /\ Sot, YS AST, 
wenn IY ber Duve}fchnittepuntt von (N,— 9,) mit (S— 8’) ift; es 
halbirt alſo (N,— 26,) die Strede SS’ und fteht auf thr fenfredht. 
Da nun auc g und g’ fenfrecht auf SS’ ftehen, fo ift alfo (N,—9t,) 
parallel gu g und g’ und baber nad bem unendlich entfernten Curven⸗ 
puntt gevichtet, ber G, heifer mag. Nach Lehrfak 28. muß nun die 
Langente in G, die (S—8’) in einem ſolchen Punkt F fcpneiden, daß 
Pinftreihe (S-— 8’), SST harmoniſch ift, eS muß alfo, weil in 
ber Mtitte von SS’ liegt, I in unendlicher Ferne fic) befinden. Es 
bat alſo bie Tangente an G, zwei unendlich entfernte Punkte, den 
Berührungspunkt G, und den Durchſchnittspunkt © mit (S — 8’), fie 
liegt alfo gang im Unendlichen. Cine gweite unendlich entfernte Tan- 
gente fann e8 nicht geben, ba alle übrigen dle Curve in einem enbd- 
lichen Bunfte berühren müſſen. 


Faſſen wir pas Bisherige gufammen, fo ergiebt ſich bag bent 
Yehrfag 4. analoge Gefeg: 


29. Lebrfak. Die Curve 
K’, bat entwebder feinen 
ober zwei unendlich entfernte 
Punkte. 

Die Curve K’, hat ſtets 
jwet unendlich entfernte 
Punt te. 

Die Curve K’, hat ftets 
tur einen unendlich entfern- 
ten Punft, nämlich ven Be- 
rührungspunkt ber unend- 
lid entfernten Tangente. 

Die von zwei parallelen 
Punttreihen ergeugte Curve, 
hat, wenn dieſelben beide 
von links mach rechts, oder 
beibe bon rechts nach links 
verlanufen, ftetS zwei un- 
tndlid entfernte Punkte, 
nimlih bie Berührungs— 


29. Lehrſatz. Die Curven 
k,, k,, k,, k,, k, haben feine 
unendlid entfernte ans 
gente. 

Die Curve k, hat eine un- 
endlich entfernte Zangente, 
ndmlidh die Tangente des 
unendlic& entfernten Cur— 
venpunkts. 
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punfte ber Strahlen (G—-G) 
und (H-H” (f. § 3. ehrfag 9.); 
wenn eine von links nad 
remts, bieanbdere bon rechts 
nad links verläuft, fetnen 
unendlich entfernten Bunt. 


Es mag hier nod fiir ben letzterwähnten Fall parallel verlaue 
fender Punftreihen, mögen fte einftimmig ober entgegengefegt verlaufen, 
Sig. 120. a., Fig. 120. b. ein directer Beweis folgen, daß jede zwei 
Projectionsftrahlen von den übrigen conform getheilt werden, daß alfo 
per Gag 19. befteht. Oa nämlich in diefem Falle s und a’ parallel 
find, bat man offenbar, wenn D, D’ ein Baar entfprecdender Puntte 
der Punftreihen s, 8’ find: 

AV AD, AR __ AC, BW _ BD. BN __ BC, 
AV” AD? AR Ac? BW BD? BN BC? 
ba nun Bunftrethe sACBD A SAOBM ift, ijt 
AC AD . AC A‘D’, 
BC’ BD ~ B'C’ * BD’? 

AC AC’ AD AD’. 

oder: BC’ BC’ — BD e BD’? 

AC BC AD. BD, 

A'C’" BC’ — A’D’* BD’? 

AC AD _ BC. BD 

A’C’* A’D’ BC’ * BD” 

Sekt man hier für die Cheilquotienten die obigen Werthe ein, fo ers 
Hatt man: 





oper: 


oder: 


AR AV _ BN. BW. 
AR’ A’'V BIN’ BW? 
ober: Punktreihe an ARA’V A Punktreihe b,BNBW, 
oder: Punktreihe a,(a-s) (ac) (acs) (a°d) A 
Punttreibe b,(b:s) (b- c) (b- 8’) (b- d). 
Iſt e ein fernerer Projectionsſtrahl, fo ergiebt fic) ebenfo 
Punftrethe a,(a*s) (a*c) (a's) (are) A 
Punktreihe b,(b- s) (b* c) (b° 8’) (b‘e), 
alfo auc Punktreihe afa°s) (a: c) (a°s’) (a d) (a e) A 
Punttreibe b,(b* 8) (b* c) (b* 8’) (b° d) (b-e). 
Bezeichnet man ben dem Punkt (a+b) der Reihe auf a entſprechenden 
Puntt auf a mit vs, den dem Punkt (b:a) ber Reihe anf b entfpre- 
chenden Punt auf a mit , fo laffen fic) die Sage 20., 21. und 22. 
ganz fo beweifen wie früher. 
Dem Lehrſatz 29. gufolge fithren wir jegt fiir die Curven K’ 
und k anbere Bezeichnungen ein. Es ift nämlich offenbar, daß vie 
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Curve K’, mit gwet unendlich entfernten Bunften nichts anderes fein fann, 
als die Curve K’,. Denn erftere foll nach Lehrſatz 4., Erklärung 5. von 
zwei Langenten in unendlich entfernten Punkten berührt werden, die Tan⸗ 
genten felbjt aber im Endlichen fliegen nach Lehrſatz 29., fie miiffen daher 
Uymptoten fein. Sie mögen m, n, Gig. 123., beifen. Die unends 
fih entfernten Bunfte von m und n find alfo unenvlich entfernte Curven⸗ 
punfte. Da fie ſowohl anf ber einen, als auf ber anbdern Geite von 
m und n angenommen werden können, befteht alfo die Curve ans 
zwei burch die unendlich entfernten Berithrungspunfte von m und n 
getrennten ober, wenn man will, verbundenen Aeſten. Gind nun s, 9’, 
a, b, c, Langenten der Gurve, fo ift nach Lehrfag 19., 21., 22. und 
23. Bunltreibe s,(s° 8’) (8° a) T(s b) (s°c) A Punttreihe s',P’(s’: a) 
(3's) (s’* b) (#’°c), ebenfo aber aud) nach denfelben Sätzen Puntt- 
teibe (3° 8’) (8° a) T(s b) (8 ) A Punktreihe b, (P 3’) (b: a) (b* 8) 
h(b’c). Es ijt aber in Lehrſatz 19. nit ansgefproden worben, 
bag alle conformen Punftreiben auch einftimmig verliefen, wie es bet 
ben bie Gurve K’, ergeugenden s und s’ der Fall gewefen war. Und 
in ber Chat, man fieht fogleich, dak die Punktrethen anf s und b, 
welche nach Lehrſatz 19. conform find, der Erfldrung 1. zufolge, ent. 
gegengefest verlaufen und daß allgemein jede zwei Punttreihen, welche, 
wie s und a’, die Curve an demfelben Aft berithren, einftimmig, jede 
zwei Punktreihen, welche, wie s und b, fie an verfchiedenen Weften be- 
rühren, entgegengefekt verlaufen. Dian fann fich aber auch die Curve 
von ben Punktreihen s und b ergeugt benfen. Da dieſe entgegengefest 
verlaufen, fo wire alfo diefelbe Curve, die wir, infofern wir fie uns 
ven den einftimmigen Punftreihen s und 8’ hervorgebracht anfehen, 
mit K’, begeichneten, auch mit K’, zu begeidnen nad Erklärung 5. 
Es find alfo unter ber bisherigen Bezeichnung K’, zwei fpectfifch vers 
ſchiedene Curvenarten enthalten, folde mit keinem unendlich entfernten 
Punkt und folche mit zwei unendlich entfernten Bunften. Jede ber 
legteren ift identifd mit einer ber Gurven K’, und umgefehrt muß, wie 
man fid) ſogleich itberzengt, K’, identifd) fein mit derjenigen Unterart 
bon K’ , die zwei unendlich entfernte Punkte hat. Es erflart fid 
demnach auch, wie die fiir die Curve K’, entwidelten Gefege auc) fir 
K’, mit gelten muften. — Ebenſo mug bie Curve k, identifd fein 
mit k,. Denn erftere hat gwet Punkte im Unendliden, wie k, nad 
Lehrſatz 4., Erklärung 5., die Durchſchnittspunkte der entfyrechenden 
Strablen m und m’; n ub n’; und weber k, nod k, bat etne une 
endlid entfernte, Tangente nad Lehrfak 29. Hie Tangenten an ben 
unendlic) entfernter Punkten von k, und k, find alfo Aſymptoten, 
und jede, k, und k, befteht daher aus zwei durch dieſe Punkte gee 
trennten, ober zuſammenhängenden Aeſten (vgl. Fig. 112, oder 121,, 
Wo nur ber eine Aſt vergeichnet ift), Nach Lehrſatz 19. und 23. ift 
nn inky, Gig. 124., Strablbifdel S,(S— 8’) — (S—B)(S—C)t 
T Strablbiifdhel S’,p'(S’— A) (S’— B) &S -0) (S’—8);_ aber aud, 
wenn 6 bie Cangente vom Puukte B ift, nach Lehrfag 19., 21., 22., 
20 


Beißenborn, Projection. 
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Strahlbüſchel S,(S—8) (S— A) S—B) S—Ch)t A Strahlbüſchel 
B,(B—S') (B- A)&B-C)(B-S). Es ijt aber nicht gefagt, dab 
alle biefe conformen Strahlbüſchel ecinftimmig verlaufen follen. Und 
wirflich fieht man ſogleich, daß die conformen Strahlbifdel S und B 
entgegengefest verlaufer nad Erklärung 1. Man hätte fid) nun die 
Curve aud von S md B ergeugt deufen finnen, und hatte fie dem- 
nad nad Erklärung 5. (vgl. Gig. 115.) durch k, bezeichnen müſſen. 
Zugleich fieht mar fofort, daß jede zwei conforme Strahlbüſchel, deren 
Scheitel, wie S und S’ auf bemfelben Curvenajt fliegen, einjtimmig, jede 
zwei Strahlbilfdel, beren Scheitel, wie S und B anf verfciedenen 
Curvenijten liegen, entgegengefegt verlanfen. Es ift alfo K, identijd 
mit k,, und nur die verfcbiedene Auffaffung, ob man fic bie Curve 
von einftimmig, ober von entgegengefest verlaufenden Strahlbüſcheln 
erjeugt benft, wiirde eine verſchiedene Bezeichnuug begriinden und rect: 
fertigen. Da mun auf eine folche, verjchiedene, Auffaſſung im Fol- 
genden nichts anfommt, fo führen wir cine neue Bezeichnung ein, nämlich, 
wie folgt: 


30. Erklärung. Diejenige, 
von einſtimmig verlaufenden 
conformen Punktreihen er— 
zeugte Curve, welche keinen 
Punkt im Unendlichen hat, 
ſoll im Folgenden durch E 
bezeichnet werden. 

Diejenige von einſtimmig 
verlaufenden conformen 
Punktreihen erzeugte Curve, 
welche zwei Punkte im Un— 
endlichen hat, ſowie die von 
entgegengeſetzt verlaufenden 
conformen Punktreihen er— 
zeugte Curve ſoll im Fol— 
genden durch H bejzeiduet 
werden. 

Die von proportionalen 
Punktreihen erzeugte Curve 
mit einer unendlich entfern— 
ten Tangente, und einem 
unendlich entfernten Punkt 


30. Erklärung. Diejenige, 
von einſtimmig verlanfen— 
ben conformen Strahlbũ— 
ſchelnerzeugte Curve, welche 
keinen Punkt im Unendlichen 
hat, ſoll im Folgenden durch 
ec bezeichnet werden. 

Diejenige, von einſtimmig 
verlaufenden conformen 
Strahlbüſcheln erzeugte 
Curve, welche zwei Punkte 
im Unendlichen hat, ſowie 
die von entgegengeſetzt ver— 
laufenden conformen 
Strahlbüſcheln erzeugte 
Curve ſoll im Folgenden 
durch hbubezeichnet werden. 

Die von einſtimmig ver— 
laufenden conformen 
Strahlbüſcheln erzeugte 
Curve mit einem unendlich 
entfernten Punkte und einer 


ſoll im Folgenden durch Pi unendlicy entfernten Tan: 

bezeichnet werden. i gente follim Folgenden durch 
| p begeidnet werden. 

Die von einftimmig vers 

faufenbden gleihen Strabl- 

büſcheln erzeugte Curve foll 


§ 11. Gntwidelung ber Kegelſchnitte. 307 


im Folgenden durch e bee 
zeichnet werden. 

Die von entgegengeſetzt 
verlaufenden gleichen 
Strahlbüſcheln erzeugte 
Curve ſoll im Folgenden 
burd h’ bezeidnet werden. 


Wegen ber Sage 19. bis 24. gilt, was von den Tangenten s, s’, 
a, a, b,, b, ber Curven E, H, P bewiefen war, von allen; was 
von ben Curvenpunkten T, Pp A, &,, V,, W, gilt, von allen; 
denn man kann jedes beliebige Tangentenpaar ‘al bie conformen Punkt⸗ 
reihen anſehen, welche — Curve erzeugt haben. Ebenſo gilt, was von 
ben Punkten 8, 8’, A,, A,, B,, B, der Curven e, h, p, e, h’ bes 
wiefen war, von ailen; was von den Tangenien t, p’, «4, a, bi 8, 
gilt, von allen. Nennen wir daher ein von 4 Tangenten einer Curve 
gebildetes vollſtaͤndiges Vierſeit „umgeſchrieben“, ein von 4 Punkten 
einer Curve gebildetes vollſtändiges Viereck „eingeſchrieben“, ſo können 
wir den Lehrſatz 17. ſo ausſprechen: 


31. Lehrſatz. Sind a,, a,,| 31. Lehrſatz. Sind A, A,, 
b,, b, irgend vier Tangenten Bi, B, irgend vier Puntte 
einer ber Gurven EH, H, P| einer der Curven e,h, p, eh’ 
und &,, &,, ,, H, bie Ves; und a,, a, B, 6 die Lane 
eee brzüglich — bezüglich an A,, A,, 
von a,, 4, b,, b,, fo fallen| B,, B,, fo fallen bie drei 
bie — (as iy — — 

(a," by]; [(a," ba)~ G. B, 2 = 
(asca,) (erby)f bes umbes | (ALB, jf [A2-A,) (BiB, 
ſchriebenen vollftandigen ber Gegenfeiten oe einges 
Vierfeits a,b,a,b, mit den | fdriebenen vollftindigen 
brei Geraben zuſammen, | Viereds A,B,A,B, mit den 
welche im eingefdriebenen | dret Buntten “sufammen, 
vollſtändigen Giered %,vs, | in benen fic die i 
bub, die Durdhfdnitts- [(a,"%.)— (8 adi , aie R 
— ber. ne — (w,°8,)]; [(a, “6 

— ron "(=~ 





int —— zori 

—8 “al | x at ſtändigen Vierſeit «60,6, 
a hee eit seine — ſchneiden; und die brei Gee 
binden; unb die brei Durch⸗ | raden, welde die drei Durch— 
ſchnittspunkte ber gna fhnittspuntte [(A, —B,) 
—— Le aes) bs )Ij ‘(A,—B,)]}; (A,B): (Aa 1 Bub 
[(a,° b.)— (a2°b,)]; [(a,° a2) (Ay ~A,)° B, ~B,)] der Ges 
~(b,"b,)] des umg ef dries genfelten bes athacte tice 
benen vollſtändigen Biers | benen vollſtändigen Vierecks 
feite fallen mit den bret | verbinden, fallen zuſammen 
Durchſchnittspunkten [(%, | mit ben bret Diagonalen 
20* ; 
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dle.) * (Wb, —, )]; [(&, —U,) | [(@,°#,) — (6,°6,)];  [(a,°&,) 
*(%,—v, J]; [(,— vb, )* (4, — (#9°b,)]; [(~,° 8.) ~ (2° 8D), 
—,)]; per Gegenfeiten des! des umgefdriebenen voll: 
eingeſchriebenen vollſtändi— | ftindigen Bierfeits. Fig. 
genBieredszufammen. Fig. , 107. b. 

107.2. | 


Man fieht, daß beide Sage identifcdh find, und dag alfo die Gurven 
e, h, p, e, h’, die bier ausgefprodene Gigenfdaft mit E, H, P ge: 
mein haben. 


Nad) Lehrfag 6. ift mim Strahlbüſchel (a,°a,), a,a’a,r, und 
(b,-b,), b,f’b,7, alfo auch Punktreihe ab, (s°s')&,(7-a) umd 
B,ub, (8° 8')\Ub.(7°B) harmoniſch. Denker wir uns nun in Fig. 107. a. 
oder Sig. 125.a. durch denſelben Punkt (8-8) nod eine Gecante 
(©,-E,) gezogen, und ſuchen den dent Punt (8*8) zugeordneten 
harmoniſchen der Reihe (C,—-€,), 2, (8° 5)82,. In dem vollftindigen 
Viereck & O,,C, ift min (8* 8) der eine Durchſchnittspunkt der 
Gegenfeiten. Yn dem Durchſchnittspunkt [(&,—C,)°(&,—©,)] ent 
ftebt nun nad § 3. Lehrfag 17. ein harmoniſcher Strablbifdel, in 
weldent (&,—E,) und (&,—©,) das eine Paar gugeordneter Strahlen 
find, und in welchem bie Verbindungsgeraden mit den anderen beiden 
Durchſchnittspunkten ver Gegenfeiten bas andere Paar gugeordneter 
Strablen ift, Der eine diefer Strablen muß alfo durch (s+s’) geben. 
Da nun der bem (8°8’) gugeorbnete harmoniſche Punkt auf a der 
Punkt (r-a) ift, fo mug der Strahl, der den Punkt [(%,—€,) 
*(%,—©,)] mit [(&,—©,) + (&,—S,)] verbinbet, burch (750) gehen. 
Ebenſo mug im vollftindigen Biered ,C,vs,€, der den Puntt 
[(w, —€,) ° (wb, -S,)] mit [((0, -20,) [(,—-€,)] verbindenve 
Strahl durch (77°C) gehen; und beide Strablen müſſen fid) anf 
(©,—©,) in bem dem Punkt (8°s’) zugeordneten harmonifden ſchneiden. 
Nad Lehrſatz 31. aber mug, wenn man c, und c, die in ©, und 
©, berithrenden Taugenten nennt, bie Diagonale [(a,°a,) — (c,°c,)] 
mit ber Verbindungsgeraden von [(&,—C, )° — und [(%,—€,) 
*(%&,—€,)] gufammenfallen, indem a,c,a,c, bas dem Biered 
& OC, C, umgeſchriebene Bierfeit iſt. Ebenſo mug [(b,°b,) 
~(e,°c,)}] mit der Verbindungsgeraden von [(vd,-C,) + (,—€, )] 
und [(w,- 2.) (w,-€, J] zuſammenfallen. Es mug alfo (c, °c.) 
ſowohl auf ber Verbindungsgeraden von [(s%,—©,)+(&,—E.)] mit 
[(%,— ©.) * (&,-E,)] als auf der Verbindungégeraden von ((vb,—C,) 
*(,—€,)] mit [(v%,-S,) (W.- 0, )] fliegen. Demnach mug ent 
weber (c,*c,) auf ber Geraden (C,—©,) innerhalb der Curve liegen, 
in dem DOurehfchnittspuntte diefer beiden Geraden, ober diefe felbft 
mifjen gufammenfallen. Erſteres ijt unmöglich, da c, und cy Tan 
genten find, mithin miiffen bie genannten beiden Geraden zuſammen⸗ 
fallen. Da mum bie eine derfelben durch (7 4), die anbere durch 
(7° B) gehen mug, fo milffe fie mit der Geraden [(r°a)— (7° £)], 
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ober [(a,°a,)— (b,"b,)] ober + 3ufammenfallen. Es liegt alfo 
(c,'¢,) auf 7; und folglich tft nad) Lehrſatz 6. + ber Strahl, welder 
ber bem Strahl [(c,*c.) — (8* 8)] gugeorduete harmoniſche ift. Es 
liegt alfo ver dem Punkt (s-s’) auf (C,—S,) gugeordnete harmonifche 
ver Punktreihe (C,— ©.) ,(8°s')C, tm Durchſchnitte mit 7. Gin 
Gleiches läßt ſich ebenfo von jeder anderen burd (8-8) gehenben 
Eecante zeigen. Ebenſo ift nad Lehrfag 6. Punttreihe (A,—A,), 
A,A'A,T, (B,—B,),B,B'B,T, alfo aud Strablbifdel An, (S—S') 
a(T—A); BS,(S—S')6,(T-B) harmonifh. Denken wir uins num 
in Sig. LOT. b. oder Fig. 125. b. von derfelben Gecante (S— 8’ 
aus noc) zwei Tangenten c,, c, gegogen und fuchen ben bem Strabl 
(S-S) jgugeordneten harmoniſchen des Strablbiifdels (c, +0, ),o, 
(S-S)c,. Bur vollftindigen VBierfeit a,c,a,c, ift (S—S’) eine 
Diagonale; jede der anderen beiden Diagonalen, 3. B. ſſca, oj) 
“(ag'c,)} wird nun nad § 3. Lebrfag 17. harmoniſch getheilt, und 
jar find (a,°c,) und (a,°c,) bas eine Paar zugeordneter Puntte, 
Me Durchſchnittspunkte mit den anderen beiden Diagonalen das andere 
Paar. Der eine diefer Punkte liegt alfo auf (S--S). Da num der 
bem Strahl (S—S’) gugeordnete harmonifche im Biifchel A die Gee 
tabe (AT) ift, fo mug der Durchſchnittspunkt von [(@,°c¢,)—(a,°¢,)] 
mit [(@,°c,)— (w@_° ¢,)] auf (A— T) liegen. Ebenſo muß der Hurd. 
fdnittepuntt von [(6,"0,)—(G_req)] ‘mit [(6,*0,)— (6° 6,)} auf 
(B—T) fiegen. Beide Puntte miffen uun anf dem bem Strahl (S— 8’) 
8 Bitfdels (c,°c,) gugeordneten harmoniſchen Strabl liegeu. Rad 
Lebrfag 31. aber mug im vollftindigen Biered A,C,A,C, der 
Durchſchnittspunkt ((A,—A.)°(C,—C,)] mit dem Durchſchnittspunkt 
bon [(a,°¢,) — (w2*eq)| und [(2,°c,) ~ (2,° ¢,)| gufanrmenfallen, und 
ebenfo mug im voffjtindigen BViered B,C, B,C, und vollftindigen 
Vierſeit 6 cbc, ber Durdfchnittspunft ((B,—B,):(C,—C,)| mit 
ben Durdhfdnittspuntt von [(6 °c, ) — (64° ¢,]) und (6: cy) — (6,°¢,)] 
jufammenfalfen. Alſo mug (C,—C,) entweder ber vierte dem Strabl 
(S-S’) gugeorbnete harmonifde im Büſchel (c,-c,) fein, ober es 
müſſen beide auf diefem Strahl liegende Durchſchnittspunkte, nämlich 
[(2,* ey) — (4° eq)] mit [(@,"¢,) ~ (w*e,)} und ((6,° o,)~ (6,° c2)] 
mit [(6,°c,)— (6,°c,)}] gufammenfallen. Letzteres tft alletn möglich, 
ba (C,- 6.) eine Gecaute fein foll, und zwar miiffen, da ſowohl 
(A-T) alg (B-—T) durch die genannten zwei Durchſchnittspunkte 
gehen foll, diefelben am Punkt ((A—T)°(B-T)], d. & in T gus 
fammenfailen. Es geht alfo der dem Strahl (8S28) jgugeordnete 
harmoniſche pes Strahlbüſchels (c,°c,)c,(S-Sc, durch T. Gin 
Gleiches läßt fich von jedem anderen Strablbiifchel geigen. Dean 
lann daher fagen: 

32. Lehrſatz. Wenn man 32. Lebrfag. Wenn man 
inden Gurven E, H, P von | in den Gurven e, h, p, e, b’ 
irgend einem Durchſchnitts- auf irgend 2 iner Verbin— 
tuntte (a°s’) gweter Tans | dungsgeraden (3° B gweier 
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genten s, 8 verfdledene, die | Curvenpuntte 8, S ver{ die 
Curve in zwet Punften &,, | bene Durchſchnittspunkte 
des Ub, U,; Sy, Gap vee ſchnei⸗- A, B,... je zweier Taugenten 
bende Gerabe a, B,.... gieht | «,, ~,, 6), 6, ¢,, cg3---. bes» 
“und in ben auf a, B.... ents ſtimmt und tn den an A, B,.... 
ftehenden Bunftreiben a, | entftehenden Strahl buf deln 
(s°s')%,; Bd; (8*8')Ub,5.... | Aa, (S-S’)a,; BS, (S— 8’) b5,.... 
pen dem Punkt (8°) gue| den dem Strahl (828) zu— 
georbneten Harmonifden| geordneten barmonifden 
judt, fo liegt berfelbe für | fudt, fo geht verfelbe fir 
alle Gerabea, B.... anf einer | alle Punkte A, B,.... durd 
unb berfelben Geraden 7,| einen und denfelben Bunft 
nadmlid auf der Berbine | T, nämlich durch den Durd- 
bungégeraden der Berithe | fdnittspunkt der an die Cur- 
rungépuntte T, P’ ber Tan- venpunfte 8, 8’ gelegten 
genten s,s. ig. 107a.,125a. | Langenten t, p. Fig. 107b., 
125b. 

Mit Hülfe des Lehrfakes 31. (Rt fich nun nod) ein dent Lehrſatz 32. 
analoger beweifen. Su Fig. 107. a. haben wir uns die Punkte A, 
und vd, auf bem einen, %, und Vd, auf dem anderen Afte einer 
Curve Hf gu benfen (vgl. ig. 115.). Was aber von einem Curven- 
punfte gilt, gilt von allen; e8 bleiben alfo die an ig. 107. a. nad: 
ewiefenen Berhaltniffe und Gefege auch ridtig, wenn wir alle vier 
unfte anf einem und demſelben Aſte ber Curve H, oder an einer 
Curve EK ober P annehmen. Es feten alfo &,, &,, Wi, wb, fo ge 
wählt, daß ver Ourdhfdnittspuntt ber Geraden (eb, —,), (&,— %,), 
alſo ber Punk (r°y) (nach Lehrſatz 17.) innerhalb der Curve EB over 
H ober P fallt. Vom Durchſchnittspunkte der Geraden (%,— &,), 
(W, — W,), alfo vom Punfte (r-y) (nach Lehrfag 17) feien zwei 
Tangenten 7,, wr, an die Curve gelegt, ihre Berührungspunkte heißen 
@, £,, Big. 126. a. Die Gegenfeiten a, B des eingefehriebenen 
Vierecks fdneiden fih alfo im Punkt (s-s’), durch welchen die Tan: 
genten s’, s ber Punfte P’ und T gehen. Was mm in Fig. 107. a. 
und Lehrſatz 32. von einent Durchfchnittepunfte (8° 8) zweier Tan: 
genten gilt, bleibt fiir ben Durchſchnittspunkt (7,°2,) richtig. Es 
wird alfo nach Lehrſatz 32. die Gerade +r in den Punkten P’, T, 
(r+) ober (7,°2,) und demjenigen. Puntte, in welchem die (2,— &.) 
bie r trifft, Harmonifd) getheilt. Nach Rehrfag 11. ift aber Gtrabl- 
büſchel (8° 8’), sys’, alfo Punktreihe c,T(z- y) P’(r° 9’) harmoniſch; es 
mug alfo (K,- ,) burch (+ -y) gehen (vgl. Big. 108.a.). Ferner 
fallen nad) Lehrſatz 31. die drei Durchſchnittspunkte der Diagonalen 
(arm) saa); (e+) (md); [(e"8) (ma) et 
umgeſchriebenen vollftinbdigen Vierſeits ss’, 7, mit ben drei Durch— 
fhnittspuntten ((T —%,)-(P’- @,)]; (T-#,) "(P’-@,)] ee) 
"(F, —L,)] des eingeſchriebenen vollftindigen Vierecks TPL, L, zu— 
fammen; es muff alfo (P,—%,) durch (a°8’) geben. Da deninad 


— 
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bie Gerade (F,—L,) fowohl durch (s°8’) als durch (7 y) geben 
mug, fo fallt fie mit y gufammen. Wir ziehen mun durch ben Punkt 
(r+) eine beliebige neue Secante, weldje die Curve in &’, und vs’, 
ſchneidet, ſie heiße +; und ſuchen ben in ber Punttreihe tb’, (7° y)’, 
bem Puntt (7. y) gugeordneten harmonifden zu beftimmen. Bezeichnen 
wit bie Tangenten an &’, und vd’, bezüglich mit a’, und b’,, und 
renfen uns in Lehrſatz 31. Bierfeit sa’,s’b’, ftatt a,b,a,b,, und 
Biereé Teo’, Ped’, ftatt & vd, cb. vd, gefegt, fo fehen wir, bag die 
fem Lehrfake gufolge, Sig. 126.a’. fic) ber Durchſchnittspunkt [(’, — P’) 
‘(T—9d’,)| im Onrebfdnittspunfte von [(a’, °s8)— (b’,°8)] und 
[(a’,"8')— (b’,°8)], und daß fich ebenfo der Durchſchnittspunkt ((T—v’, ) 
a Py im Durchfdnittspuntte von [(s°s’)—(a’, b’,)] und [(a’,°8') 
—(b’,°8)]} befinbdet. Die zwei legtgenannten Geraden [(8* 8) — (a’4°b’, )]; 
[(a’,° 8’) — (b’," 8)] mögen begiiglid »” und z’ beifen. Mun mug offens 
bar y” burd) ben Punkt (7-7) (f. Fig. 126.a.) gehen. Denn ed 
entfteht bet (c’°y”) im Bierfeit sa’,s’b’, ein barmonifder Strahl: 
büſchel nad) § 3. Lehrſatz 17. Drei feiner Strablen treffen bie Gee 
rade (T'— P’) oder + je in T, (c*y), P. Da nun (r°y’) ber bem 
Punkt (+ ° y) gugeordnete harmoniſche ift, fo mug ber dem Strahl 7’ des 
Büſchels (x+y) gugeordnete harmoniſche y” durch (7°) gehen. Es 
geht aber anc >” durch (3* 8); folglic) haben »” and die Punkte 
(s°s') und (r°»’) gemein, und baber muß »” mit zuſammenfallen. 
Es liegt bemnach der bem Punkt (c-y) gugeordnete harmonifde der 
Punttreihe t,b’o(r-y)vs’, auf y. Gin Gleiches ligt fic) von jeder 
burd ben Punkt (r-y) gehenden Secante zeigen. Bieht man alfo 
burd) einen und denfelben innerhalb der Curve gelegenen Punkt (+ °y) 
belicbige Gecanten +, y, t,, t,, b, und fucht auf jeder denjenigen 
Punt, ber in den Punktreihen 7 E(1°y)P’; WE (Ty) Pa; bale, (ry) ,; 
too (sr y)vd,; th’ (7° y)vd’, u. f. w. ber bem Punkte (ry) zu⸗ 
geordnete harmoniſche iſt, ſo liegen alle dieſe zugeordneten Punkte auf 
einer und derſelben Geraden »’, Fig. 126. a., Fig. 126. a’, denn von 
ben Punkten anf t,, +, folgt dieß unmittelbar nad § 3. ehrfak 17. 
wenn man ihn auf das vollſtändige Bierfeit t,t, +, (val. Fig. 108.a. 
anwendet. Alle volljtindigen Bierede alfo, &, vs, %,vb,; Ps’ &’, T, 
u. ſ. w, in welder der eine Durchſchnittspunkt zweier gegenüberlie⸗ 
gender Seiten nach demſelben Punkt (cy) fällt, haben dieſelbe außer⸗ 
halb ber Curve liegende Gerade > zur Verbindungsgeraden der ans 
deren beiden Durchſchnittspunkte gegenüberliegender Seiten. Folglich 
liegen auch nad) Lehrſatz 31. bie Durchſchnittspunkte jeder zwei Tan⸗ 
genten, welche bie Curve in zwei ſolchen Punkten &,, vd,; , Wb; 
PT; &’,, ws’ uf. Ww. berühren, deren Verbindungsgerade (&,— vs, ); 
(&,—,); (P'—T); (e’,—8',) u. f. wo. dure (x *y) geht, auf 
dicfer Geraben >’. — Es feien ferner in einer der Curven e, h, p, 
e, l’, Sig. 126. b. MH, und 1, (vgl. Fig. 107. b.) die beiden auf 
ber Geraden (‘F — I’) befindlichen Curvenpunfte, und die die Curve in 
0,1, berithrenden Tangenten p,,p, gezogen. Die Gegeneden A, B bes 
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umgefdriebenen volljtinbdigen Vierfeits a,6,«,6, liegen nun auf (S—S’). 
Was aber im Lehrfag 32. von der Verbindungsgeraden (S— 8’) aus⸗- 
gefagt war, gilt aud von (11,—11,). Es ijt alfo nad) Lebrfag 32. 
ver Strahlbüſchel, welcher entiteht, wenn man vom Punkt T die Ge- 
raven’ p’,t,(T—I’) ober (M1, TI) und die Verbindungégerade von T 
mit bem Durchſchnittspunkte (p,-p,) zieht, harmoniſch, denn man 
braucht, um dieß eingufehen, im Lebrfag 32. nur T an die Stelle von 
A, und (II,~T1,) an die Stelle von (S—8S); p’, t an die Stelle 
von a,, a, gu fegen. Nach Lehrfag 11. ift aber Punktreihe (S—H8), 
SIST, alfo aud) Strahlbüſchel T,t(T —L)p'(T—I) barmonifd. 
Es mug alfo der Durchſchnittspunkt (p,-p,) auf (T—T) ltegen. Ferner 
ift im vollftindigen Bierfett tp’pip, nad § 3. Lehrſatz 17. die auf 
ber Diagonale [(t> p’) —(p,°p2)] von dem Durchſchnitte ver Diago- 
nale [(p’*p,) —(t°p,)], dem Punkte (t-p’), dem Durchſchnitte der 
Diagonale ((é-pa)—- (pp), vem Punfte (p,‘po) gebiloete Punt 
reibe harmoniſch. Zugleich ift nach demſelben Lehrfag im volljtandigen 
Biered SM, SIL, der an IY entitehende Strahlbüſchel, deſſen Strabhlen 
gebiloet werden von ber Verbindungsgeraden des Punkts I’ mit dem 
Durchſchnittspunkt ber Gegenfeiten ((11,— 8) (1,— §)], von der Ber: 
bindungSgeraden ber Gegeneden II,, II,, (I1,— 11,), ver Verbindungse 
geraden von IY mit bem Durchſchnittspunkt per Gegenfeiten: (M,— 8) 
-(1,— S')], von der Verbindungsgeraden (S — 8’) ber Gegenecten 8, y, 
harmoniſch. Letzterer Strahlbüſchel fdneibet alfo aud) bie Gerabde von 
(1, - 8"): (I1,—8)] nad [(,—8)- (11,~ S)] harmonifh.  Diefe 
aber ift nad Lehrſatz 31. identiſch mit der Diagonalen [(t- p’) — (p, ‘r.)I 
und nad) demſelben Gage wird fie von den Geraben, die von I’ nad 
(8). a 8), ta 8) (aS) en, Seni bem 
Durchſchnitte von [(p pa) — (tep,)], und [(t-p.) ~ (pp, )] mit [(t-p’) 
—(pi'pa)] getroffer, und nad der Annahme liegt (t-p’) und der 
Durchſchnittspunkt von (II,- II,) mit [(t-p’)— (p,'p.)] zugleich in T; 
e6 mug alfo aud (p,-p,) mit dem Durchſchnitt von [(t>p’) — (P,"p.)] 
und (S—S’) gufammenfallen. Es muß alfo (p,°p,) auf (S —8S’) liegen. 
Da (p,*p,) demnach fowohl auf (T—T), als auf (S -S) ſich be 
finden mug, fann es nur in T ftegen. Wir ziehen nun von irgend 
einem Punkte G der (T—T) zwei neue Tangenten «’, und 6’, an die 
Curve, und ſuchen den im Strahlbüſchel Go’, (T—T)e’, vem Strahl 
(T —1) jugeordneten harmoniſchen gu beftimmen. Bezeichnen wir nun 
bie Beriihrungspuntte von «’, und 6’, bezüglich mit A’, und B’, unt 
benfen uné im Lehrſatz 31. Viered SA’, SB’, ftatt A,B, A,B, unt 
Bierfeit ta’, p’e’, ftatt «,6,«,6, gefegt, fo feben wir, bag dieſem 
Lehrfage gufolge die Diagonale [(«’,: p’)—(t°6’,)] mit der Berbin- 
bungsgeraben von [(S— 8’) * (A- by Mund [(A’,— 8): (B’,—- 8), 
bag ebenfo bie Diagonale [(t:«’,)] — (6 ,° p)] mit ber Verbindungs- 
geraben vont ((S—S8’)- Ws Bu und [(A’,—8’) : (B’,—S)] und dag 
bie Diagonale [(a’,°6’,)—(t* p)] mit ver Verbindungsgeraden von 
[(S-B’,) - (S'— A’) und [(S- A’,) - (S’—B’,)] gufammenfatte 
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Die zwei Puntte ((S — 8’) -(A’,— B’,)|, [(A’,— 8) (B’, —8)] mogen 
nun begiglih mit ©” und T’ bejeicnet werden. Nun mug jevenfalls 
r” auf (T—I’) liegen. Denn nach § 3. Lehrjag 17. wird im Vierfeit 
te’, pe’, bie Diagonale [(p’-6’,) — (t°@’,)] oder bie Gerade (T’-T”) 
harmoniſch getheilt in den Punkten (t:«’,), T’, (p’'°8,), 0". Da 
nun durd die erftgenannten Punkte die Strablen t, (T—T), p’ des 
harmoniſchen Strahlbüſchels T,t(T—I) p(T—I”) geben, fo muß der 
vierte Strabl (‘T — I’) dieſes Büſchels durch Fr” gehen. Es mu alfo P 
auf (TY) fliegen. Der Definition nach liegt e¢ aber auch anf (S—8’), 
es mug alfo mit I’ gujammenfallen. Es geht demnad der dem Strabl 
(T-L), oder (G-T) gugeordnete harmonifde bes Büſchels Sa’, 
(T-DP)', durch I’. Cin SGleiches (apt fich von jedem Strahlbüſchel 
seigen, deffen Gcbeitel auf (T—T) liegt. Während wir alfo in Lehr 
fag 31. faben, dag, wenn wir den Scheitel eines harmoniſchen Strabl- 
bifdels auf einer die Curve ſchneidenden Geraden (S—S’) in A ober 
B annehmen der cine Strahl immer durch denfelben Punkt T auger: 
halb ber Curve gebt, fo ſehen wir jest, dag, wenn wir ben Scheitel eines 
harmoniſchen Strahlbüſchels auf einer ganz außerhalb der Curve lie. 
genden Geraden (1 T) annehmen, der eine Strahl immer durch ben- 
jelben Punkt I’ innerhalb der Curve geht. Nimmt man alfo den 
Scheitel beliebig in T, T, 6,, &,, G an, und fucht in den Strabl- 
bifdeln T,AT—L)p’; Cp,(T—L)p,; 6,,«,(6-L)8,; 6,<.(T 18,5 
Ce',(T Te’, u. f. w. den dem Strahl (T—I') zugeordneten bars 
monifden, fo geben alle diefe zugeordneten Strablen durch einen unb 
benfelben Punkt IY. Alle vollftindigen BVierfeite alfo «,6,0,6,, pe’ ,«',t 
u. ſ. w., welde biefelbe Gerade (T —I) zur Diagonale haben, habeu 
benjelben Punkt I’ zum DOurdfchnittspunft der anderen beiden Diago- 
nalen. Folglich gehen nach Lehrſatz 32. vie Verbindungsgeraben jeder 
zwei Beriibrungspuntte, in denen bie Curve von zwei folchen Geraden 
a1, 6; w,, 6; p’, t; a5, 8, u. ſ. w. berührt wir, deren Durch—⸗ 
ſchnittspunkte («,+6,); («,°6,); (p's t); (a’4°8’,) u. f. w. auf (T—T) 
liegen, burdy diefen Punkt IT’. Wir erhalten alfo ven Gag: 


33. Lehrfag. «a. Wenn 33. Lebrfag. «a. Wenn 


man in einer ber Curven eine ber Curven 
E,H, P purd einen und den— 
jelben innerhalb liegenden 
Buntt (r°y) beliebige ver- 
ſchiedene Gecanten, 1, y, by, 
L § zieht, und auf den fo 
entitebenden Punktreihen 
T(r *y)PY5 Bi (ro y)Pas ba 
bi(rsy)Ud,; bapbo(r yd, ; 
bab’ (rey )we'.3.... den bem 
Punfte (r-yv) gugeordneten 
harmoniſchen fudt, foliegen 


man an 
e, h, p, e, hi, von verſchie— 
benen Punkten T,T,6,,6,,% 
einer und berfelben außer— 
halb liegenden Geraden 
(T-T) aus an diefelbe 
Langentenpaare legt, und 
in ben fo entftebenden 
Strahlbüſcheln Tt«T-V)p; 
G,~,(T Tb; 
2 17 Oe (TT), 5 eaee 
ben bem Strahl (T-T) jue 
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alle dieſe gzugeorbneten 
Punfte auf einer und der- 
felben augerbalb ber Curve 
liegenden Geraden y. 

B Zugleich liegen die 
—— (8* 8), 
tate a )i (a,°b,); (42° b, ); 

a? Oy eons jeder zwei folder 
Tangenten, peren Berith- 
rungsſehne burd benfelben 
Punt (wey) geht, alle auf 
berfelben Geraden y. Fig. 
126. a., 126. a’. 
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geordneten barmontf den 
judmt, fo geben alfe biefe gu- 
geordneten Strablen durd 
einen unbd benfelben inner: 
halb ber Curve liegenden 
Punkt ™. 
B Zugleich gehen dite Ber: 
(1-1); (A,B, (S —- 8’); 
ms (A, ~B,); (A, -B,); 
B’,)j-- jeder zwei 
(ays Beribrungspuntte, 
deren Dangenten fid auf 
berfelben @eraden (TT) 
ſchneiden, durch dbenfelben 
Punt Fig. 126.b. 


Gu etwas anbderer Form ftellt man tie Gage 31. und 33. aud 


fo bar: 


34, Lehrſatz. «a Zieht 
tran burd einen und denfels 
ben feftliegenden, außerhalb 
ber Curven HB, H, P befind- 
lichen Punt (s°s’) beliebige 
Gerade a, B, ...., weldhe die 
Curve fdneiben, und fudt 
auf jeber ben bem feftlie- 
genden Punkte (s°a’) zuge— 
orbneten harmoniſchen, ins 
bem man allemal bie zwei 
Durchſchnittspunkte als das 
anbere Paar jugeordneter 
barmontfder Punkte an- 
nimmt, fo liegen alle biefe 
bem Punkt (8's) zugeord— 
neten harmonifden Puntte 
auf einer und dberfelben 
feften Gerabden y, welde die 
Curve fducidet. Sie tft alle- 
mal die Verbindungsgerade 
ver Beribrungspuntte T, P’ 
ber von dem Punfte o 3’) 
an bite Curve gelegten Tan— 
genten s, 8. Fig. 107. a. 

6B Zieht man are einen 
und benfelben, feftliegenden, 
innerhalb ber Gurven E, H, P 








34. Lebrfag. a Nimmt 
manauf etner und derfelben, 
feftltegenden, die Curven 

e, h, p, e, h’ ſchneidenden Ge⸗ 
— * (878) beliebige Punkte 
A, B,.... als Scheitel von 
Strablbifheln an, und fudt 
in jedem ben bem feftliegen 
ben Strahl (828) zugeord: 
neten barmonifden, indem 
man allemal bie zwei Tan— 
genten als bas andere Baar 
zugeordneter barmonifder 
Strablenannimmt, fo gehen 
alle biefe bem Strahl S-8’) 
zugeordneten harmonifden 
Strahlen burd einen und 
benfelben auferbalb der Curve 
fiegenden feften Punkt T. 
Diefer ift allemal der Durch— 
fdnittspunft der in den 
Durchſchnittspunkten Ss, 8 
ber (S-8) an die Curve ge— 
[egten DPangenten t, p’. 


| Sig. 107. b. 


8 Nimmt man auf einer 
und berfelben, feftliegenden, 
bie Gurven oe, h, p, e, fh’ 
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befindlichen Punkt (rey) bee | nicht fducidendDen Geraden 
liebige Gerade +, y,t,,t,,t. | (TT) beliebige Puntte T, Vr, 
welde alfo bie Curve ſchnei- 6,, ,, G,.... als Scheitel 
den, und fudt auf fever den | von Strahlbüſcheln an, und 
bem feftliegenden Bunt | fudt in jedem ben dem feft- 
(7‘0) gugeordneten harmo⸗ | liegenden Strahl (T—-L) zu— 
nifden, indem man allemal| georbdneten harmoniſchen, 
die zwei Durchſchnittspunkte indem man allemal bie zwei 
alg baS andere Paar zuge- Tangenten alS das andere 
ordneter harmoniſcher Paar gugeordneter harmo- 
Punkte annimmt, fo Tiegen niſcher Strablen annimmt, 
alle dieſe bem Punkt (ry) | fo gehen allemal biefe dem 
sugeordneten harmonifden | Strahl (r—T) gugeordneten 
Puufte auf einer und derſel- harmonifdhen Strablen durch 
ben feften Geraden y, welde|einen und benfelben feften 
die Curve nist ſchneidet. Auf Punkt I’ innerhalb der Curve. 
iby fiegen allemaal aud die Ourd ibn gehen allemal ang} 
Durhfanittspuntte jeder! die Verbindungsgeraden jes 
zwei Tangenten, welche bie | ber zwei Curvenpuntte, de— 
Curve in folden Punkten | ren Tangenten fid auf der 
beribren, dag die Verbine | Geraden (T-L) ſchneiden. 
bungégerabe der Berhih- | Fig. 126.b. 

rungspunkte durch ben Punkt 

(z*y) geht. Fig. 126. a. 126. a’. 


Es iff übrigens leicht 3u feben, bag die bier fiir bie Gurven e, h, p, e’, h“ 
ausgefprodenen Gage aud) fiir E, H, P, und dag bie fiir legtere 
Curven ansgefprodenen aud fiir e, h, p, e’, h’ gelten. Denn nach 
Lehrſatz 6. iſt, wenn s, a’ zwei Tangenten an eine Curve E, H, P, 
md (T7-P) oder + ihre Beriihrungéfehne, a,,a,3 b,,b,3 7,1, wo ete. 
irgend ein Baar auf + fich ſchneidender Tangenten find, Strahlbiifdel 
(a,.a,),a,@'a,7; (b,*b,), b,b,7; (7,°7,), 7,77» (f. Fig. 107.a,, 
108.a.) harmoniſch; e8 geht alfo ber dem Strahl + gugeorbdnete ftets 
bird (8° 8’). Ebenſo ift nach Lehrfag 6., wenn A,, A.; B,, B,; 
,, TI,, .... irgend zwei Survenpuntte einer der Linien e, h, p, e’, h’ 
find, welche je auf einer Geraden fiegen, die durch den Durchfchnitts- 
puntt T ober (t*p’) der Langenten t, p’ an den Punkten S, 8’ geben, 
bie Bunftreibe (A,—A,), A, A’A,T; (B,—B,), B,BB,T; (0,-1.2), 
10H,T .... harmonifd (ſ. Fig. 107. b., 108. b.); es liegt alfo 
ber bem Punkt T zugeorduete harmonifde ftets auf (S—S8’). Man 
fieht affo, baf der Gag 34. a. rechts, wenn man + ober (T—P”) ftatt 
(3-8) und (s-s’) ftatt T ober (t- p’) fest, auch fiir die Curven 
E, H, P gilltig ift; und daß der Sag 34. a. links, wenn man T oder 
(tip) ftatt (s°s’) und (S—S’) ftatt + oder (T~ P’) fest, auch fiir die 
Qurven e, h, p, e, h' gilt. Gerner bat offenbar der Lehrſatz 33. 6. eine 
Umkehrung. Denn ift eine außerhalb ber Curve BE, H, P verlaufende 


316 § 11. Gntwidelung ber Kegelſchnitte. 


Gerade, Fig. 126. a., 126. a’, fo muͤſſen alle auf ihr ſich ſchneidenden 
Tangentenpaare s, 8’; 44 793 a’, b’,, ..-. die Curve in folchen 
Punkten berithren, bak die Periigrungefehnen burch denfelben Bunt 
(r*y) geben, denn man fann, indem man eine Secante fid ftetig um 
ben feften Punkt (r-y) drehen (age unb an ihre Durchſchnittspunkte 
Cangenten legt, alle beliebigen Punkte der »/ in ftetiger Folge erhalten. 
Auger den beiden Tangenten aber, deren Berührungsſehne durch (7° ) 
geht, kann es von keinem Punkte der noch eine Tangente geben, 
nad Lehrſatz 25. Zieht man alſo von einem Punkt (s°8") ber 7 
aus — an die Curve, die in T, P’ beriihren, und ebenſo von 
(a,'b,) auf > aus ein Baar in &’,, vs’; von (7, °7,) aus ein 
Baar in g, rs beruhrende u. ſ. w., fo gehen nach dem eben Geſagten 
bie Geraden (T - P’), (&’,— vo’,), (ÆRIC Ææ,) u. ſ. w. durch denfel- 
ben Punkt (7° y). ach Rehr fag 31. aber fallen in dem vollftandigen 
Vierſeit sa’a’b’, die Durchſchnittspunkte der Diagonalen mit den 
Durcſchnittopuntten ber Gegenfeiten bes Vierecks Ts’, Poe’, zuſam⸗ 
men. Es liegt alfo der Durchſchnittspunkt von [(s° a! — * b’,)] 
mit [(s°b’,) - (8° a’,)| in (r-y) und zugleich fällt nach Lehrſatz 31. 
bie Diagonale > des Vierfeits gufamimen mit der Verbindungsgeraden 
bon [(T — vb’, )° (, - P)] mit ((T — &’,)° (’,-P’)]. Da mm 
nad § 3. Lehrſatz 17. bie Diagonale Kee a’) - (s’* b’,)| in (8° a), 
inm Durchſchnittspunkt mit y’, in (8'°b’,), (r*y) harmoniſch getheilt 
wird, fo mug der dem Strahl zugeordnete harmoniſche des Strahl⸗ 
büſchels (a’,°b’,), ag7’b’, durd. (7° y) geben. Ebenſo überzeugt 
mat fic mit Hilfe bes Vierſeits ss x2, dag aud im Strahlbüſchel 
(7 ,° r,), Ty rq dev zugeordnete harmoniſche Strahl durch (7 - y) 
geben mug, und ebenfo bleibt der Beweis für jedes andere Vierſeit 
ss’..., deſſen dritte und vierte Seite irgend ein Paar auf y’ fich ſchnei⸗ 
bende Tangenten find. Es gilt alfo der Lehrſatz 34.6. rechts auch 
fir E, H, P. Defgleiden überzengt man fic leicht, dak der Lehre 
fag 33.6. rechté eine Umfehrung bat. Denn gehen, Fig. 126. b., die 
Gerbindungsgeraden (S — 8’), (II, M,), (A’.~ B’,) u. f. w. jeder 
gwei folder Beriihrungspuntte, beren *Sangenten fich auf derfelben 
@eraven (T —T) ſchneiden, durch I’, fo mug alfo der Dirchſchnitts⸗ 
puntt ber Langenten jeder zwei Curvenpumte S, 8’; 1,, TI; A, 
B’, u. ſ. w., deren Verbindungsgerade durch IY geht, auf berfelben 
Geraden (T—T) fie befinden. Legt man durch einen Punkt I’ inner 
balb einer Gurve e, h, p, e’, h’ eine Gecante (S—S’), eine andere 
(A’, ~B,), (i ,- ,).. .., und an ibre Durchſchnittspunkte Tan⸗ 
genten, bie fic rad) ber ümiehrung von Lehrſatz 33.6. auf (T - Vr) 
ſchneiden, fo fallen nach Lehrſatz 31. im — Viereck SS’A’, B’ 
bie Verbinbungsgeraden von [(S— A’,) ° (S’— B’,)] mit [(S - * 
(- A’,)] nad (T- Tr), und sugleidh allt im ‘Biered ber one 
Jag ese I” mit bem Durchſchnittspunkt von [(t:6’,) — (@’,° 
mit [(t- 7 — (8° p’)| gufammen. Da nun nad § 3. Lehrſad ts 
im Puntte ry "3 ny (S—B’,)] al Scheitel cin harmoniſcher Strahl 
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büſchel entfteht mit den Strahlen (S’—A’,), der Verbindungdsgeraden 
mit I, mit (S—B’,), (TT), fo muß der dem Punkt IY” gugeord- 
nete harmoniſche der Punktreihe (A’,— B’,),A’,I’B’, anf (T—T) 
liegen. Deßgleichen beweift fi mit Hilfe des Viereds SS1,N,, 
bag and in ber Punktreihe (11,— ,),, PM, der dem I” gugeords 
nete Punkt auf (T—T) liegen mug, und ganz ebenfo bleibt der 
Peweis wenn yur dritten und vierten Ede des vollftindigen Vierſeits 
SS’... irgend zwei Curvenpuntte genommen werden, deren Tangenten 
fig auf (T—L) ſchneiden. Es gilt alfo ver Gag 34. B. links and 
fire, h, p, e, bh’. Man ſieht demnach: 


35. Lehrſatz. Die in Lehre 35. Lehrſatz. Die in Lehr— 
fas 34.0. und B. über die | fag 34.0. und B. fiber bie 
Curven e, h, p, e, h’ anufgee | Curven EB, H, P aufgeftellten 
ftel{ten Vehrfage gelten | Lehrſätze gelten aud fiir 
aud fiir bie Curven HE, H, P. | dte Gurven e, h, p, e, b’. 


Bugleich fieht man, daß beide Gage daffelbe ausfagen. Denn 
wit ſahen (Lehrfag 34. a. linfs,), wenn man, Fig. 108. a., eine See 
cante fid) um den Punkt (s°s’) drehen ligt, fo liegt ftets der dem 
(s°s’) gugeordnete harmoniſche Punk anf 7; und nach Lehrſatz 35. gebt, 
went man ben Sdheitel eines harmonifchen Strahlbüſchels ſich auf + bine 
bemegen läßt, der bem + gugeordnete harmoniſche Strahl durch (8* s’); 
lafjen wir (Lehrſatz 34. 6. linfs), Fig. 126. a., 126. a%, eine Secante 
fid um den Punkt (r°y) drehen, fo liegt der dem (+° 7) Zugeordnete 
harmoniſche auf y, und laffen wir den Scheitel eines harmonifden 
Strahlbüſchels auf hinrücken, fo geht nach Lehrfag 35. der dem 
Strahl > gugeordnete harmoniſche ftets durch (7-7). Ganz Analoges 
gilt von Gig. 108.b., 126.b.; nur haben wir bier die grofen 
Vudftaben mit Heinen, „Durchſchnittspunkt“ mit ,,.Verbindungsgerade”, 
„Scheitel eines Strahlbüſchels“ mit ,Secante”, „Secante“ mit „Scheitel 
eines Strahlbüſchels“, „drehen“ mit „fortrücken“, ,,fortriicen” mit 
„drehen“ gu vertaufden. Wan fieht demnad: 


36. Lehrſatz. Gilt in Bezug auf eine ber Curven 
E, H, P; e, h, p, e, h’ von einem Punkte (8-8) und einer 
Geraden + (Fig. 108. a.) ober von einem Punkte T und 
einer Geraden (S—S’) (Fig. 108.b.) der Gag 34.a. links, 
fo gilt von demfelben Punt und derfelben Geraden aud 
ber Satz 34. a. rechts, und umgefebrt; und 

Gilt in Bezug auf eine ber Gurven E, H, P; e, h, p, 
eh’ bon einem Puntte (r-y) und einer Geraden y (Fig. 
126.a., 126. a’.) ober bon einem Punft I’ unb einer Geraden 
(T-T) (Fig. 126.b.) ber Sag 34.6. Links, fo gilt von dem- 
jelben Bunkt und derſelben Geraden auc ver Sag 34.8. 
rechts; und umgekehrt. 


Wir ſtellen daher die Erklärung auf: 
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37. Erklärung. Haben in einer der Curven EH, H, P; 
e, h, p, e h’ ein Punft T und eine Gerade + eine folde 
Lage, bak, wenn man eine Gerade o um ben feftliegenden 
Punkt T fic drehen läßt, und die Durchſchnittspunkte 
mit ber Curve durch A,, A, begeidnet, der dem Punt T 
zugeordnete harmoniſche Punkt © der Punktreibe o, TATA, 
fid auf ber feftlitegenden Geraden +r fortbewegt; oder 
bag, wenn man den Scheitel & eines Strahlbüſchels auf 
ber feftliegenden Geraden + fortriden (aft, umd die von 
Lan die Curve gelegten Gangenten mit a,, a, bezeichnet, 
ber bem Strable + gugeorbdnete harmonifhe Strahl y dev 
Strabhlbifdhels Z,ra, ya, durch den feftliegenden Punkt T geht; 
fo foll die Gerabde + die Polare des Punkts T, ber Punft T 
ber Pol der Geraden + genannt werden. Liegt T augers, 
zum Theil innerhalb ber Curve, Fig 127.a, fo foll TF der 
dugere, + die innere Polare, liegt T innerhalb ber Curve, 
tr gang außerhalb berfelben, Gig. 127b., fo ſoll T ber 
innere Pol, + die Gupere Polare genanut werden. 


G8 erhellt fofort ans dem Borigen, dag e& gu jedem Punkt T 
nur eine eingige Polare, und gu jeder Geraren + nur einen einzigen 
Pol geben Cann. Denn gabe es gu einem Punkte T, Fig. 127. nod 
eine Polare 7’, fo müßte jeder burd) T gehende Strahl o ſowohl in 
A,Ar°c),A,,T, als in Ai (7’*c)A,,T harmoniſch getheilt werden, 
was unmöglich ift. Ebenſo überzeugt man fic) von der Behaupting 
bag eS fiir eine Gerade nur einen Pol geben fann. Denn gabe es 
tod einen Pol T’, fo müßte, wenn man bie Gerade (T—T’) over 
g zöge, fowohl Punktreihe o,A,(7°o)A,T, al8 c,A,(7°o)A,T’ bar: 
moniſch fein, was unmöglich tft. 


Wir fahen nun in Lehrſatz 32., dag, wenn + bie Bertibrungsfehne 
ber Tangenten s, 8 an einer der Curven E, H, P ijt, anf jeder be: 
liebigen Gerabden, a, B, Fig. 107.a. oder 126.a., die durch (8° 38’) 
geht, die PBunftreihe ab (8° s)he (a's), 6,0d,(8°8')td, (6° 7) Gare 
monifd ijt. Conſtruirt man nun bas vollftindige Viereck &, vd, &,5,, 
fo entjteht nad § 3. Lebrfag 17. im Durchſchnittspunkt ver Gegen- 
feiten [(&,—vb,)* (ke, —vb,)] eit barmonifder Strahlbüſchel, deffen 
eines Paar gugeordneter Strablen (6,—vd,), (&,—U,) find, deffen 
anberes Paar bie Verbindungsgeraden mit den anderen beiden Durch— 
ſchnittspunkten ber Gegenfetten, alfo mit [(%,—%,):(vs,—%,)] ober 
(s.8’) und [(%,—d,)-(&,—,)] tft. Da nun (b&,—%,) ober a 
und (1b, —Ud,) oder B in (a+r) und (6-7) ihren vierten harmoniſchen 
Punkt haben, fo mug alfo der Strahl, welder [(,— vv, ) + (%,—w%,)] 
mit [(%,—vd,)*(%,—v,) verbindet, durch (2-7) und durch (6°) 
geben, alfo mit + gufammenfallen. Es liegen alfo zwei Durchſchnitts⸗ 
puntte der Gegenfeiter auf ver Polaren und der dritte im Pol; 
folglich müſſen bier auch nach Lehrſatz 31. vie Durchſchnittspunkte der 
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Piagonalen im umgefdriebenen vollftindigen Vierfeit fic befinden. 
Und umgefebrt fann man auc, wenn man weiß, dag (s°s8’) ein 
Durchſchnittspunkt der Gegenfeiten im eingefchriebenen BViered A, vw, 
%,U5,, und + bie Berbindungsgerade der anderen beiden ijt, und 
wenn man gugleich weiß, bag (s° a’) augerhalb ber Curve liegt, ſchließen, 
bag bie von (s°s’) an diefelbe gelegten Langenten fie in ben Durche 
ſchnittspunkten mit + beriihren mitffen. Denn trafen bie Tangenten 
in gwei anderen Punkten, deren Berührungsſehne 7’ beige, fo Liege 
fi) ebenfo, wie im Früheren bis gu Lehrfag 32., darthun, daß 7 die 
Polare von (s*s’) ware, und bak ber bem (8* 8) gugeordnete bare 
moniſche Punkt auf a in (a's), der anf 6 in (6° 7’) Lage, was 
gegen bie Vorausſetzung firitte, bag diefelben auf der Verbindungs- 
geraben bon [(%,—%,) ‘(tb ,—%,)] mit [(4, —%,)- (fo, 0b, )] 
liegen, fo Lange nicht 7’ mit diefer gufammenfallt. Zugleich fieht man, 
bag Fig. 126. a. rer Durchſchnittspunkt [(%,—d,)* (b,—%,)] der 
innere Pol der äußeren Geraden ijt, welche die beiden anderen Durch⸗ 
ſchnittspunkte ber Gegenfeiten verbinbet; benn man fann ebenfo, wie 
zur Aufſtellung des Lehrfak 33. geſchah, zeigen, bag jebe andere burd 
diefen PBunkt gehende Gerade auf y/ ihren gugeordneten Punkt hat. 
Conftruirt man ein der Curve E, H, P umgeſchriebenes vollftindiges 
Vierfeit a, b,a,b,, fo bat man aus Lebrfag 10., 32. und 33, un⸗ 
mittelbar den Beweis, dak die Durchſchnitte der Diagonalen, einer 
im Pole, die anderen beiden auf dex Bolaren fliegen, und matt kann 
tiidwarts ſchließen, daß bie Tangenten, weldbe die Curve in der 
Durchſchnittspunkten von [(a,.a,)—(b,* b,)] berühren, durch den 
Durchſchnittspunkt der beiden Diagonalen gehen miiffen. Denn fchnitten 
fie fid) in einem anderen Punkte, fo wiirde, wenn man fie mit (, ſbezeichnet, 
ich fity (f° (’) ebenfo, wie fiir (8° 3’) ber Lehrſatz 10. beweifen laffen, 
dag bier der Durchſchnittspunkt von [(a,°b,)—(a,°b,)] und 
[(a,°b,)— (@," b,)] liege, was gegen die Borausfegung wire. — 
Conjtruirt man um eine der Curven e, h, p, e, h’ ein umgeſchrie⸗ 
benes Bierfeit «,6,«,6,, Fig. 107. b., 126.b., fo entfteht nah § 3. 
Lehrjag 17. auf ber Diagonale [(«,°6,) — («,°6,)] eine harmoniſche 
Punttreihe, deren eines Paar gugeordneter Punte (a ,°6,) und («,°6,) 
find, und deren anderes Paar bie Durchſchnittspunkte mit den Abrigen 
beiden Diagonalen [(@,°«,) — (6,°8,)] oder (S—S’) und [(@,°6,) 
~(#,°6,)] iff. Oa nun im Strahlbafdel A und B die Strablen 
(A-T) und (B-T) bie dem Strahl (S—S’) gugeordneten harmo⸗ 
nifden find, fo mug der Durchſchnittspunkt von [(@,°8,) — («4° 8,)] 
mit [(@,°6,) — (w,°8,)] in T fliegen. Es geben alfo gwet Diagonalen 
burd den Bol, bie britte fallt mit ber Bolaren gufammen; folglicd 
mug dieß aud nach Lebrfag 31. mit ben BVerbindungsgeraden der 
Durchſchnittspunkte ber Gegenfeiten im eingefdriebenen Viereck A,B, 
A,B, der Fall fein. Umgelehrt folgt hieraus and, wenn man weif, 
bag (S—S) bie Curve ſchneidet, daß bie Tangenten an S und 8’ 
bur T gehen müſſen, weil fonft ebenfo, wie im Vorigen folgen würde, 
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pag nod em anberer Punkt T’ fo gelegen ware, dak Strahlbifdel 
Aw, (S—8')e,(A-T) und BS, (S—8'6,(B- T’) harmoniſch wären, 
gegen die Vorausfegung. Deßgleichen folgt, vag, Fig. 126. b., [((~,°&,) 
—(a,°6,)| die dugere Polare des Durchſchnittspunkts der anderen 
beiden Diagonalen ift; bent man fann ebenfo, wie zum Beweife von 
Lehrſatz 33. geſchehen war, bemeifen, dak der vem Strahl [(a,°6,) 
—(a,°8,)] gugeordnete harmoniſche jeres mit feinem Scheitel auf 
demſelben liegenden Strahlbüſchels durch I’ geht. Gebt man von 
bem der Curve eingefdriebenen vollftindigen Vierek A,B, A,B, 
aus, fo geben die Sage 10., 32., 33. unmittelbar den Beweis, daß 
von den Verbindungsgeraden ber Durchfdnittspuntte der Gegenfeiten 
eine die Polare, ber Durchſchnittspunkt der beiren anteren der Bol 
ift. Man bat alfo bei ben Curven e, h, p, e’, h’ denfelben Satz, 
wie bei E, H, P, nämlich: 


38. Lehrſatz. Iſt in einer 
ber Gurven E, H, P, e, h, p, 
e’,h’': , der Pol vonc,, ober 
zr, der Pol von o,, ober Z, 
der Pol von co, und ift a) der 
Pol ver Durchſchnittspunkt 
zweter Diagonalen irgend 
eines umgefdriebenen voll. 
ſtändigen Vierſeits a b,a,b,, 
fo fallt die britte Diagonale 
mit ver Bolaren dieſes Pols 
zuſammen. 6) Sft die Polare 
die eine Diagonale eines um— 
geſchriebenen vollſtändigen 
Vierſeits, ſo fällt der Pol 
dieſer Polaren mit dem 
Durchſchnittspunkt der an— 
deren beiden 
zuſammen. 


38. Lehrſatz. Iſt in einer 
ber Curven E, H, P; e, h, p 
e, h’: d, bie Polare von Z,, 
oder oy, bie Polare von X,, 
oder o, bie Polare von &,, 
und ift a) bie Polare die 
Berbinbungsgerabe zweier 
Durchſchnittspunkte der 
Gegenfeiten irgend eines eins 
gefdriebenen vollftindigen 
Viereds A, B,A,B.,, fo faltt 
der dritte Durchſchnittspunkt 
der Gegenſeiten mit dem 
Poldiefer Polaren zuſammen. 
6) Iſt der Pol der eine 
Durchſchnitts punkt ber Ge— 
genſeiten eines eingeſchrie— 


Diagonalen benen vollſtändigen Vierecks, 
Dieß gilt, mag ſo fällt die Polare dieſes 


der Pol ein äußerer, ſeine Pols mit der Verbindungs— 


Polare eine innere, oder der | 


Bol ein innerer, feine Po- 
fare cine äußere fein. Fig. 
128. 








gerabden ber anberen betbden 
Durchſchnittspunkte der Ges 
genfeiten gufammen. Dieß 
gilt, mag bie Polare eine 
innere, ihr Pol ein dugGerer, 
ober bie Polare cine äußere, 
ihr Bol ein innerer fein. 


Sig. 128. 


Es feien min £,, 2. gwet äußere Pole einer der Curve, c,, 7, 
ihre Polaren, alfo innere, fo fann ber Durchſchnittspunkt (c,°o,) oder 
Zz, bverfelben entwebder innerhalb, oder außerhalb ber Gurve fiegen. 
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Liegt ex innerhalb, Fig. 129.a., ober außerhalb, Fig. 129. b., fo iſt 
in beiden Gallen Z, ein Durchſchnittspunkt der Gegenfeiten im einges 
ſchriebenen BViered A,B, A,B,; nach Lebrfag 38.6) fallt nun die 
Berbindungsgerade der anderen beiden Durchſchnittspunkte der SGegens 
feiten mit ber Polaren des Punkts &, gufammen. Nach Lehrſatz 31. 
fallt aber auch die Verbindungsgerade ber Durdhfchnittépuntte ((A,—B,) 
-(A,—B,)] unv ((A,—B,)*(A,—B,)] mit dev Diagonale [(a,°a,) 
~(b,"b,)} bes umgejdriebenen Vierfetts a,b,a,b, gufammen. Dele 
ift aber (2,— 2); es ift alfo (2,— ,) die Polare o, bes Pols ¥,. 
Sind Fig. 129.c. F,, LV, gwet innere Pole zweier duferen Polaren 
o,, 7, einer der Curven, fo ft L, ein Durchſchnittspunkt ber Gegens 
feiten (S—8’), (A, —A,) [des eingefchriebenen Viereck SA,S’A,, 
beffen andere zwei Durchſchnittspunkte ber Gegenfeiten nach Lehrſatz 38.6) 
auf o, fliegen. Nach Lehrſatz 31. fallt aber hierhin gugleich die Dias 
gonale [(a,°a,) — (8° 8')] des umgeſchriebenen Vierfeits sa,s’a.; ebenfo 
fallt mit o, die Diagonale [(b,°b.)— (8° 8)] bes umgefehriebenen 
Vierſeits sb,s’b, zuſammen. Es muß alfo (s°s’) fowohl auf c,, 
als auf o, liegen, folglich mug dieſer Punkt (s°s’) im Durchſchnitts⸗ 
puntt (c,"o,), d. h. in 2, liegen. Es ift alfo nach Lehrſatz 34. a, 
und Lehrſatz 35. ( 8’) ober 2, der Pol von (L,—Z,), oder (L,—X,) 
ift pie Polare o, des Pols F,. Wan fieht alfo: 


39. Lehrſatz. Der Durch— 
fonittspunft der Polaren 
T., T, gweier äußeren Pole 
Yi, Yq, einer ber Curven E, 
H, P; e, h, p, e, b’ fann ents 
weber innerhalb (Fig. 129.8.) 
ober auferbalb (ig. 129. b.) 
verfelben liegen. Der Durch— 
fonittspuntt zweier dugeren 
Polaren mug immer auers 
halb (Fig. 129.c.) derſelben 
fliegen. 

Yn allen Fallen tft der 
Durchſchnittspunkt (c,+c,) 
per beiben Polaren der 
Polder Verbindungsgeraden 
(Z,—Z,) ber beiden Pole. 


39. Lehrſatz. Die Bers 
binbungsgerade ber Bole 
Zz, 2, zweier inneren Bolas 
ren o,, o, einer der Curven 
E, H, P; e, bh, p, e, h’ fann 
entweder gang außerhalb 
(Fig. 129.a.) ober zum Theil 
innerhalb (Fig. 129. b.) ders 
felben fliegen. Die Berbin- 
bungSgerade gweter inneren 
Pole muß immer zum Cheil 
innerhalb (Fig. 129.c.) ders 
felben liegen. 

Yn allen Fallen ift dite 
BVerbindungsgerabe (2,—-Z,) 
ber beitben Pole die Pos 
Tare des Durchſchnittspunkts 
(c,°c,) der beiden Polaren. 


Da nach Lehrſatz 19. jede zwei Tangenten von jeden beliebigen 


vier anderen conform getheilt werden, in ben Curven E, H, P, fo 
ſchneiden fic) die Verbindungégeraden g, h, k ber erften und vterten, 
zweiten und fiinften, britten und fechften Ecke eines ber Gurve HE, H, 
P, umgefdriebenen Sechsſeits abcdef, Fig. 130. a., nad § 5. Lehrfag 6. 
in einem und demfelben Buntte X. Bteht man dle Sehnen (K —vw) 
WeifenSoru, Projection. 21 
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ober a, (B-O) oder 6, (S- 0) ober c, .... (F— che) ober f, fo 
ift nach Lehrſatz 31. A ber Pol von «, B der von 6, u. ſ. w. Nach 
Lehrſatz 39. ift alfo (w°2) oder G der Pol von (A—D) oder g, (6) 
oder X der Pol von (B—E) over h, (c'f) oder X der Pol von 
(C—F) over k. Nach Lehrſatz 39. liegt nun der Pol von (G— X) 
im Durchſchnittspunkt (g°h), der Pol von (96 — XH) im Durchſchnitts⸗ 
puntt (h°k). Es ſchneiden fid) aber g, h, k, in einem und demfel- 
ben Punkte X; es muß demnach X fowohl per Pol von (G— %) als 
von (9% — X) fein, ober, e8 mug fowohl (G— 3) als (9é— dC) rie 
Polare von X fein. Da nun der Natur der Gace nach ein Punft mur 
eine einzige Polare haben fann (denn es miifte fonft auf einer durch X 
gebenbden Gecante gwei dem X jgugeordnete harmonifche Punkte geben), 
und biefe eine gerabe Linie ijt, fo miiffen G, 98, IC in derfelben Gee 
raben x liegen. Es miiffen alfo im eingeſchriebenen Sechseck HUsCOES 
nad § 5. Lehrfag 7. bie Strabhlbiijdel (fie follen bier wieder fo be: 
zeicynet werden, bag binter den Scheitel vie Punlte gefewt werden, 
nad denen die eingelnen Strablen gerichtet find) &,use@F und 
EMCOF conform fein. Denker wir uné ferner das eingefchriebene 
vollftindige Biered CAV® conftruirt, fo liegt nah Lehrſatz 31. ver 
Durchſchnittspunkt (e*a) ober V von e und a anf ver Verbindunge- 
geraden ber Punkte (C-GO) (A-ab)] und [(C—W) +> (X-O)]. 
Letzterer (der in ber Figur nicht verzeichnet ijt), heiße &, erjterer ijt 
ver Punkt G der Figur. Die Verbindungsgerade (C—-&) fchneide run 
bie (€—G) in einem Puntte, der D beige; fo entjteht eine Punktreihe 


2 fv 2G G2, gt 
(£—-G),2V2G. Nun ift offenbar ay 9G = v9! Ve" oder Buntte 
reihe (£—G), VIG A Punktreihe (C—G), GAVE (vgl. die in § 1. auf⸗ 
geet Tabelle VI. 4.), folglich ift Strahlbiifdel &,PVIG A Strahi- 

üſchel €,G2 VE oder: Strahlbüſchel &vsacO A Strahlbüſchel Crh, 
Betradtet man ebenfo das eingefchriebene volfftindige Viere C&W. 
fo ergiebt fich gang auf diefelbe Weife auch: Strahlbüſchel &,vsaco 
A Strahlbiifdel CrbbeO, Aus diefer urd der vorigen Conformitatsglet: 
dung folgt aber: Strahlbüſchel Aav,COE Strahlbüſchel €,%~.vC8We 
und aus diefer und ber obigen Conformitätsgleichung &rscod 
AW CMOOF ergiebt fich ſogleich: Strabhlbiifdel v,ase@es A Strahl: 
büſchel C,AUSDeF, Gin Gleiches läßt fic) ebenfo beweifen, wenn 
man irgend eit Paar anbere Punfte, ale & und € gu Scheiteln nimmt, 
und nad irgend welchen anderen Bunter als vs, ©, ©, ¥ Strabhlen 
gieht. WMtan fieht alfo, bag bie Curven E, H, P diefelbe Cigenfdaft 
haben, welche die Linien e, h, p, e, bh’ charakteriſirt; vag alfo jebe der 
erſteren mit einer ber legteren identifd) fein mug. Da ferner, wenn 


man in einent Sechseck, weldes einer ber Curven e, h, p, e, h’ einges . 


frieben ijt, 3. B. in ABCDEF, Gig. 130. b. von je zwei Eden 
nad den vier übrigen Gerade zieht, bie Strablbiifdel, die entſtehen, nad 
Lehrſatz 19. confor find, fo miiffen nad § 5. Lehrſatz 6. die Durch— 
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ſchnittspunkte der erften und dierten, gweiten und fiinften, dritten und 
ſechſten Ede, G, H, K anf derfelben Geraden x liegen. Zieht man 
tum an bie Curvenpunfte A, B,....F bie Zangenten «, 6....f, 
und beftimmt ihre Durchſchnittspunkte (46) oder &, (6>c) ober 
W,.... (f° a) oder F; fo ift nad Lehrſatz 34.a die Bolare von &, 
b bie von w uw. f. w. Mach Lehrfag 39. ift alfo (- O) oder g 
bie Bolare vow (a°d) oder G, (B-C) oder 6 die von (b‘c) oder H, 
(C-F) ober k bie von (c-f) oder K. Nach Lehrfak 39. fallt ferner 
bie Bolare von (9°68) mit der Berbindwungsgeraden (G—H), die 
Polare von (6°h) mit ber BVerbindungsgeraden (H—K) jufammen. 
Da nun (G—H) und (H—K) eine und diefelbe Gerade x find, fo 
mug, weil eine Gerade nur einen Pol haben fann, (g°6) mit (6°h) 
zuſammenfallen. Es ſchneiden fich alfo in dem umgefdriebenen Gechsfeit 
abedef die Diagonalen ber erften und dvierten, zweiten und fiinften, 
britten und fechjten Ede in einem und demfelben Punkt X. Folglid 
find nad § 5. Lebrfag 7. die Punktreihen «,(a > 6) (a °c) (a *d) (a °f) 
und ⸗, (o* 6) (°c) (. d) (o°f) conform. Yn bem umgefdriebenen voll- 
ftindigen Bierfeit eabd geht nun nad Lehrſatz 31. die Verbindungs- 
gerade (E- A) ober v durch den Durchſchnittspunkt ber Geraben [(e ° 2) 
—(a*8)] ober g und [(4 6) — (4 d)] ober p. Die Verbindungsgerade 
von (cca) mit (p°g) beife nun q. Dann entfteht ein Strablbifdel 
(P*9), pavg- Da nun offenbar (p*g), pavg 9), gvap iit, fo ift 
an Punttrege («p) (@°4) (e*¥) (#9) A era) (0° ¥) Og) 
(e'p) ober Punftreibe a,(a.d)(w°e)A(a*6) A Punktreibe ⸗(2* d) 
(e° rt (e 6). Ebenſo beweiſt fic) auch: Punktreihe a,(a +c) (w*e)A(a * 6) 
NPunktreihe ¢(e+c)E(e:a)(e°6). Es ift alſo auc Punttreihe 
a,A(a 7 6) (a 0) (a x 3) (a i ¢) A Punftreihe e,(e *% (e 3 6) (e J c) (e J 0); 
und da wir vorhin faben, daß auch «(a *6) (ac) (a*d) (af) A ¢(0°8 
’ ‘c) (0° 3) (of) ift, fo folgt: Punktreihe «,A(a * 6) (a +0) (a*d) a" 
a°f) A Punktreihe ⸗,(e a) (0-8) (oc) (e°2) H(e'f), Es hat alfo fede 
ber Curven e, h, p, e, bh’ auch die Eigenſchaft, welde die Curven 
E, H, P charafterifirte. ede der Linien e, h, p, e’ h’ mug demnad 
zugleich eine der Linten EH, P fein. Sugleich tft aus Erklärung 30. 
flar, bag EX nur mit e oder e’, H nur mit h ober h’, P nur mit p 
identiſch ſein fann, weil EH, e, e’ feinen, H, h, h’ 3wei, P, p einen 
unendlich entfernter Punkt haben. Man ſieht daher gunidft im All 
gemeinen : 


40. Lehrſatz. Die Curven 
E,H,P, deren charakteriſtiſche 
Cigenfdaft eS ift, daß fie 
von ben Projectionsftrablen 
projectivifd liegenbder con- 
former Punftrethen berührt 
wetben, haben zugleich die 
Cigenfdaft, daß man, wenn 


40. Lehrfak. Die Curven 
e, h, p, e, hi, beren charak⸗ 
teriftifde Cigenfdaft es ift, 
daß thre Punfte von den 
Projectionspunften projec 
tinifd Liegenber conformer 
Strahlbifdel gebildet wer— 
ben, haben gugleid die 

21* 
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tran irgend zwei ihrer Cur— 
venpuntte mit beliebigen 
anberen burd Gerabe vere 
binbet, ftetS zwei projecti— 
viſch liegende conforme 
Strahlbüſchel erhält. Und 
zwar find die Tangentena, e, 
ber beiben Scheitel A, C, 
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Eigenſchaft, daß man, wenn 
man irgend zwei ihrer Tan— 
genten durch beliebige andere 
ſchneidet, ſtets zwei projec— 
tiviſch liegende conforme 
Punktreihen erhält. Und 
zwar ſind die Berührungs— 
punkte A, E, der beiden Tan— 


allemal bie ber Verbin— 
dungsgeraden (&—C) ber 
Scheitel entfprehmenbden |; Langenten entfpredenden 
Strablen. Fig. 130.a. Punkte. Fig. 130b. 


Man bemerkt ſogleich, dak jeder diefer beiden Gage vie Umkeh— 
rung bes andern ift. Ferner ergiebt ſich alfo: 


41. Lehrfak. Die Curve E ift idbentifd mit e oder e’; 
bie Curve H ift identiſch mit h ober bh’; bie Curve P ijt 
identiſch mit p. 


Hieraus folgt weiter: 


42. Lehrfag. Won jeder der Curven E, H, P oder e, 
h, p, e, h’, gelten fowobl die Vorigen links, als die redts 
- aufgeftellten Gage gugletd. 


Ferner faben wir an Fig. 130. a. und 130. b.: 


43, Lehrſatz. Wird einer | 43. Lehrfag. Wird einer 
per Gurven E, H, P, oder e, der Gurven E, H, P, oder e, 


genten «, e, allemal dite bem 
Durchſchnittspunkte (ac) der 


h, p, e, bh’ irgenbd etn Sechs— 





feit abcdef umgefdrieben, fo 
fdneiden fic bie Diagona— 
fen g, h, k ber erften und 
vierten, gweiten und finften, 


h, p,e’, h’ irgend ein Sechseck 
ABCDEF eingefdrieben, fo 
fliegen die Durchſchnittsés— 
punfte G, H, K ber erften 
und bierten, jgweiten und 


britten und fedften Ede in| finften, dritten und fedften 


einem unb bemfelben 


Geite auf einer und derſel— 
ben Geraden x. 


Punkte X. Fig. 130. a. jig. 130. b. 


Es fet nun o die Polare eines Punkts =, fei er ein äußerer, wie 
in Fig. 131. a., oder ein innerer, wie in Fig. 131.b. Taf. XVIII. 
Durch T feien vie Secanten (A,— A,), (B,— B,), (C,— C.) geleat 
und die eingeſchriebenen vollftindigen Vierecke A ,B,A,B,, AC ,A.C,, 
B,C,B,C, conftruirt. In jedem ſchneidet fich alfo ein Baar Gegen- 
feiten (A,—A,) und (B,—B,); (A,—A,) und (C,—C,); (B,—B,) 
und (C,—C,) im Bole FE. Es fiegen aljo bie anderen beiden Durde- 
ſchnittspunkte ber Gegenfeiten nad Lehrſatz 38.8) rechts (val. Lehr⸗ 
fag 10. rechts) auf der Polaren c. Zugleich fallt nach Lehrſatz 31. 
auch eine Diagonale [(a,+a,) ~ (b,*b,)]; [(a,"a2)—(c,eq)}; [(b, ba) 
— (C,°¢,)] der umgeſchriebenen volljtindigen Vierſeite a,b,a.b., 
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8,€,a,C,, b,c, bac, mit o gufammen, die andern beiden Diagonalen 
jedes Bierfeits gehen begiiglich burd) IY, T, 2; A’, A, Z; E’, E, =. 
Run ift nad § 3. Lebrfag 17. harmonifd: 
im Vierſeit a,b,a,b, Punttreibe c,ATBI’; 
” ” &,C,a,C, ” c AAO’; 
J w- Dee Dee, a ¢ BEOE'’. 
Ferner ijt, weil nad § 3. Lehrſatz 17. in ben vollftinbdigen Vierecken 
harmoniſche Strahlbüſchel an Z entftehen, im Wiered A,B,A,B, 
Strahlbüſchel T(L—T) (Z— A) (Z—-T’) (Z—B’), im Viered A,C, AC, 
Strahlbüſchel Z,(2—A) (2—A’) (Z—-A) (Z— 07), im Viered B,C, BC, 
Strahlbüſchel 2 (2—E) (2— B) (2-E) (F— G+) harmonifdh. Es iſt alfo 
aud barmonifd: 
im Viereck A,B, A,B, Punttreije o, ATBT’; 
i oc BEC A. is ¢,A'AO'A’; 
a6 3B OC,B.C? in o,B'EO’E’. 
G8 ift alfo, da bie Theilung fowohl in dem Bierfeit als in dem 
Viereck harmoniſch ijt: 
Punktreihe > AT BT A Punttreihe c,ATBI’; 
Bs co A'A/OYAR a 7 AAOA’, *) 
» ¢BEOE XT ,  6,BEOE’. 
Nad Lehrſatz 19. und 22. ift nun 
Strahlbüſchel A,a,B,C,C,B,A, A 
Strahlbüſchel A,,A,B,C,C,B,a,, 
alfo auch 
Punktreihe ATAAT’A’ A Punftreibe co AT’A’ATA. fF) 
Nach *) aber ift, wenn wir bie rechte Seite gur linfen nehmen, Punkt⸗ 
reife o, ATBI’ A c,AT’BT. Qn den legten beiden Conformitatsglet- 
dungen find nun diefelben drei Punfte A, A’; T, I’; I’, T, entfpre- 
dende, e8 miiffen alfo aud) B und B’ entfpredende Bunfte in +) fein; 
alfo ift aud): 

Punttreibe co, ATBAAT’A’ A Punktreibe c,AT’B’A’ATA. 
Bugleich ift nach *) Punktreihe co TAT’B’ A oTATB. Qn diefer Puntt- 
reihe und in +) find nun ebenfalls T, I’; A’, A; IY, 1, entfprechende 
Punfte; eS miiffen alfo aud B’ und B entfpredende Punkte in der 
Conformitadtsgleichung +) fein. Ulfo ijt auch 

Bunftreihe o, ATBAA’BT’A’ F Punktreihe o,A'T’B’A’ABLA. 
Nach *) ift ferner, wenn wir die rechte Seite zur linfen nehmen, 
Punttreibe c, AAOA! A c,A/A’O’A. Es find alfo aud) O und O' ent- 
forechende Punkte diefer Conformitätsgleichung. Zugleich ijt nad *) 
Punttreibe c,AA’A’O’ A co, AAAO. G8 find alfo aud O’ und © ents 
ſprechende Punkte; folglich bat man: 
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Punftreihe o,ATBAOQO’A’BT’A’ A +4) 

Punftreihe o,AT’B’A’O’OABT A. | 
Ferner ift nach Lehrfak 19. und 22. Strablbiifdel B,,A,b,C,C, BA, 
A B,,A,B,C,C,b,A,, alfo auch 

Punktreihe co TBEE'BT’ A Punftrethe oI’B’E'EBT. 

Diefe Reihe hat mit der in f+) vie Punfte F, I’; B, B’; B’B; IY, YL, 
alg entfpredenbde gemein. Es ift alfo aud: 

Punktreihe c, ATBAEOO’E’A’BT’A’ A 

Punktreihe c,A’I’B’A’E’O’OEABLA. 


ft o eine innere Polare, Fig. 131.a., fo ift A’ der Pol von 
(A,~A,), B der von (B,— B,), © der von (C,—C.,), alfo ift 
Punttreibe o, ASA'S’; 7,BSB‘N’; ¢,0S0'S’ barmonifd, alfo nad § 4. 
Lehrfag 17., Punktreihe cr, ABOSO'B’A'N’ involutorifd mit ben Haupt- 
punften S, S’. Die Punkte anger S und S’ find aber nichts anderes 
alg die Punkte ver lester Gleichung. Es find alfo S und 8’ die 
Hauptpuntte der in derfelben angefiibrten Involution, die offenbar 
nichts anderes enthalt, als das ſchon in Lehrſatz 15. aufgeftellte Geſetz. 
Iſt aber o eine dugere Polare, Fig. 131. b., fo verlaufen auf ihr die 
bie Ynvolution ergzeugenden Punkte einftimmig, und diefelbe hat feinen 
Hauptpunft. Denkt man fic von L die Strablen nach den Punkten ver 
Involution o gezogen und begeichnet fie mit denfelben Budjtaben, wie 
ihre Durchſchnittspunkte mit co, nur mit Heinen Buchftaben, fo frebt 
man fogleich, bag in fig. 131.39. an & ein Strablbiifdel mit ent- 
gegengefegter Gnvolution, deffen Hauptftrablen die Tangenten s und s’ 
an S und 9’ find, und dag in Gig. 131.b. an J ein einftimmig in- 
volutoriſcher Strahlbüſchel entfteht; was fid) auch ebenfo direct hatte 
geigen laſſen. Man hat alfo fir einen außerhalb liegenden Pol, 
Fig. 131. a.: 

Punktreife c,S’ATBAEOSO'E’A’BT’A’ 7 

Punktreige o,S'A’T’B/A’'E'O'SOEABLA; 

Strahlbüſchel L,s’ayPdeSs9’e's'3"y’a! A 

Strahlbüſchel 2,8'a’y'B's’e’SaSedBya ; 
für einen innerhalb liegenden Pol, Fig. 131. b.: 

Punktreihe o, AEOTABA’E’OI’A‘B’ 

Punttreife c,A’E'OT’A’B'AEO'TAB; 

Strahlbüſchel L,aed’ydBa'e’S/s'p’ A 

Strahlbüſchel L,a'e’9y/d'B’acd yop. 
Verbindet man nun die Puntte A,, A, mit den Punkten der involu- 
torifden Reihe anf co, anger mit E, E’, B, B’, ©, O’, und bedentt, 
daß (A,— I”) nach B,, (A,~ 4’) nach C,, u. ſ. w. gebt, umd bag 
(A,—A) die Tangente a,, (A,— A)’ die Langente a, ift, fo ift gue 
nidft in Fig. 130. 4.: 
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Strahlbüfchel A, S’ATASAT’A' F 
Strahlbüſchel A, S’ATASAT’A! 


Strahlbüſchel A, S’a,B,C,SC,BA, A 
Strahlbüſchel A,S’a,B,C,SC,B,A,; | 
und in Mig. 131. b. ift 
Strablbifdhel A, ATAAT’A’ A Strablbiifdel A, ATAAT’A’, 
ober: 


ober: 
X) 


Strahlbüſchel A,a,B,C,A,B,C, A X) 
Strahlbüſchel A,,a,B,C,A,B,C,. 
Ebenfo hat man, wenn man bie Tangenten a,, a, mit ben Strabhlen 
bes involntoriſchen Strahlbüſchels an =, auger mit «, «’, B, B, 3, ¥ 
ſchneidet, und bebenft, dag der Punkt (a,:a’) ber Berithrungspuntt 
Ay, (a.° a’) der Punkt A, ift, in Fig. 181. a. 
Punttreife a,,A,(a,*b,) (a, *¢;) (a1 °8) (ay° a,) (a,°b,) 
. (a,° cq) (a,"8') A XX) 
Punttreife a,,A,(a,° b,) (2° Cy) (&2- 8) (a4° 8,) (ag* b;) 


(a. °C,) (a9°8/)} 
und in Gig. 136. b. 
Punktreihe a,,A,(a,°b,) (@,° ¢,) (84° 8) (8° by) (a,° 0) A XX) 
Punftreibe a,,A,(a,° b,) (a, ° C2) (ag" a,) (a,°b,) (ag’ ;). 

Man Fann fid) demnach bie Curve als in gwei collineaven Syſte⸗ 
men liegend vorftellen, deren eines von bem Strablbiifdel A, und =, 
reren anbderes ven bem Strahlbüſchel A, und & ergeugt wird, unb 
bie alfo perſpectiviſch liegen, weil fie einen Strablbiifdel 2 gemein 
haben, und weil A, und A, fiir o als Projectionsaze perſpectiviſch 
liegen (f. § 7. Lehrſatz 26., 27., Crfldrung 38.). Oder man kann 
fid) bas eine Syſtem von den Punttrethen a, und co, bas andere von 
a, und o erjeugt benfen, und bemerft, ba a, und a, fiir das Bros 
jectionscentrum 2 perfpectivifd liegen, nach denfelben fritheren Lehre 
fagen und Erklärungen, bak beide Syſteme fich in perfpectivifder Lage 
befinden. Man hatte natürlich ebenfo gut ftatt A,, A,; a,, a, aud) 
B,, B,; b,, ba; C,, O,; ¢4, o,-etc. nehmen lönnen. Es folgt in- 
defen aus bem obigen noch mehr. Bezeichnen wir das Shftem, wel- 
hes bom Strahlbüſchel A, und Y erjeugt wird, als Syhſtem L, das 
bon A, und > erjeugte als Syſtem IL, fo ift offenbar homolog 

dem Bunt des erjten Syſtems B,; C,; C,; B,; 

ber Punkt bes gweiten Syſtems B,; C,; C,; B,; 
den bem Strahl (A,—B,) entfpricdt nach der Conformitätsglei⸗ 
dung X) fowohl in Fig. 131. a. als in Fig. 131. b. der Strahl 
(A, B,), bem Strahl (A,—B,) der Strahl (A,—B,) u. f. w. 
Es ift alfo bem Punlt B, ves Syſtems 1. ber Punkt By des 
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Spftems IL, bem Punkt B, des Shftems I. der Punkt B, bes 
Syſtems IDI., u. f. w. homolog. Ebenſo ift offenbar Homolog 


ber Geraden bes erſten Syſtems b,; c,3 c,;3 b,; 
bie Gerabe des zweiten Syftems b,; c,; c,; b,. 


Es ift aljo ber Geraden b, des Shftems J., die b, des Syſtems II.; 
ber b, des Syſtems I., die b, des Syſtems IT. u. f. w. homolog. 
Mtan fieht alfo nach § 9. Erfldrung 15., dag beide Shfteme nicht 
blog perſpectiviſch, ſondern auc involutorifd liegen. Es ijt alfo uns 
fere Curve eine fic) felbft homologe Linie gweter involutorifmen Sy: 
fteme I. und I.; denn jedem Punkt, 3. B. B, der Curve in dem 
einen Syſtem ift etn anbderer Punkt B, derſelben Curve in bem an 
beren Syſtem homolog. Liegt ferner, wie in Fig. 130. a. bas Invo⸗ 
{utionscentrum 2 auferhalb ber Curve, fo ſchneidet diefelbe bie In⸗ 
volutiongare d in gwei Bunften S, 8’; und jeder derfelben ift alfo ein 
fic) felbft Gomologer Buntt beider Syſteme. Man erhalt alfo den 


44. Lehrſatz. Fede der Gurven E, H, P, oder e, h, p, 
e’, h’ ift eine fich felbft homologe Curve zweier involutos 
rifden Syſteme. Das Ynvolutionscentrum tft irgend ein 
beliebiger, nist auf ber Peripherie der Curve Liegender 
Punkt ©, Fig. 131. a. 131. b, die YFuvolutionsaze feine 
Polare d. Iſt bas Fuvolutionscentrum LF ein duferer 
Pol, und alfo dite Involutiosaxe c eine innere Polare, 
Hig. 131. a. fo bilben die Ynvolutionspuntte (f. § 9. Er 
flarung 17.) eine entgegengefegte Involution mit ben 
Durchſchnittspunkten ber Involutionsaxe und der Curve, 
alg Gauptpuntten, und die Ynvolutionsftrablen (ſ. § 9. 
Erfldrung 17.) bilden ebenfalls eine entgegengefegte In— 
volution mit ben Tangenten vom Ynvolutionscentrum an 
bie Gurve, als Hauptitrablen. Iſt vas Ynvolutionscen- 
trum Dein innerer Pol, und alfo die Fnvolutionsare c 
eine Gugere Polare, Fig. 131. b., fo bilben die Involu— 
tionspnukte und die Ynvolutionsftrablen eine einftim- 
mige Ynvolution ohne Hauptpunfte und ohne Haupt- 
ftvablen. Die entfprechenden Punkte A, A’; T, I’; B, B’; 
E, E’, etc. ber Ynvolution auf o find immer fo befdaffen, 
daß ber eine auf ber Polaren bes anderen liegt. Die ente 
fpredhenden Strahlen a, a’; y, y; B, By ce, etc. Der In— 
volution an Dfind fo befdaffen, dag immer ber eine durch 
ben Pol bes anderen geht. 


Die legtere Bemerfung ergtebt fic fofort aus Lehrſatz 31. und 
88. Es war nun Strahlbafdel A, ,S'B,C,SC,B, oder A, STASAT’ 
involutorifd, weil die Bunttrethe auf c biefe Eigenſchaft hatte. Bers 
Binben wir nun ay einen Gurvenpuntt, er beige I, mit ben Bunt. 
ten 8’, B,, C,, 8, C,, B,, fo ift nad Lebrfak 19. Strahlbüſchel 
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nSB,C,SC,B, 0 A,SB,C,8C,B,. Da nun der legtere invo⸗ 
utorifeh ijt, fo muß dieß auch mit bem erfteren der Fall fein, und gwar 
miffer (1—-S) und (11-8) die Hauptftrablen fein in Fig. 130. a., 
wifrend im Falle 131. b. der involutoriſche Strahlbüſchel TM deren 
ebenfo wenig hat, al8 A,. Denn nad Lehrſatz 19. mug 1,S5'B,C, 
SC,B, 1 A, SB,C,SC,B, ind IS’B,C,SC,B, 7 A,S'B,C, 
SC,B, fein. Iſt mm A,S'B,C,SC,B, 7 A, SB,C,8C,B,, fo 
muß atch nS'B,C,8C,B A TSB,C,8C,B, fein. Ferner war 
Bunttreibe a,,(a," #) (a, b,) (@,°¢,) (8478) (@,°C,) (a,"b,) ober 
a,(a,°8') (a,°¥) (a,°¢) (a,° 8) (a,°&) (a,° 9) involutorifd, well der 
Strabhlbiifdel L diefe Cigenfchaft befigt. Ziehen wir nun irgend eine 
andere Tangente w, fo ift nach Lehrfag 19. Punktrethe ,(1 8’) (7° es 
61) (ra) (ees) (Ba) as (ay') (or bi) (ar 0)) (0's 
a.°¢,)(a,° be). Da nun legtere involutorifd tft, mug daffelbe and 
bei erfterer ftatt haben; giebt e6 gwei Langenten s, 8, die auf der 
legteren a, Hauptpuntte bilren, fo müſſen diefelben Tangenten and 
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auf x Hauptpuntte bilden. 


45. Lehrſatz. Entſteht ein 
involutorifmer Strahlbü— 
{gel, wenn man eine Anzahl 
von Bunften, B,,C,,C,, By... 
einer ber Curven E, H, P, 
obere, h, p, e, h’, miteinem 
anberen Gurbenpunfte A, 
verbinbet, fo entfteht aud 
allemal ein involutoriſcher 
Strabl(bifdel, wenn man 
biefel(ben Punkte mit einem 
beliebigen anderen Curven— 
punfte TT verbinbdet. Iſt die 
Snvolution des Büſchels A, 
cinftimmig ober entgegen: 
gefegt gewefen (ig. 131. b., 
Big. 131. a4.); fo ift e8 aud 
die bes Büſchels 1. Diefels 
ben Bunfte S, 8, bie durch 
thre Verbindung mit A, die 
Hauptftrablen nes Büſchels 
A, bilben, bilben aud durch 
ihre Berbinbung mit M1 bie 


Man fieht alfo: 


45. Lehrſatz. Entſteht eine 
involutoriſche Punktreihe, 
wenn man eine Anzahl von 
Tangenten, by, Cy, Cy, Day ave 
einer ber Curven E, H, P, 
oder e, h, p, e, b’, mit einer 
anberen Langente a, ſchnei— 
bet, fo entfteht aud allemal 
eine involutorifde Punkt— 
reihe, wenn man bdtefelben 
Tangenten mit einer belie- 
bigen anberen ZTangente 7 
ſchneidet. Iſt die Involu— 
tion der Reihe a, einſtimmig 
oderentgegengeſetzt geweſen 
(Fig. 131. b, Fig. 131. 4.); 
fo tft es auch die ber Reihe zx. 
Diefelben Langenten sg, 8’, 
bie burd ihren Durchſchnitt 
mit a, bie Hauptpuntte der 
Reihe a, bilden, bilden aug 
burd ihren Durchſchnitt mit 
xz bie Hauptpuntte der 


Hauptftrablen bes Bhs | Reihe za. 


ſchels IT. 


Es fei nun Taf. XVII. Fig. 132. a. eine ber Curven e ober e’ 
gegeben, & ber Durdhfchnittspuntt gweier an diefelbe gelegten Langenten, 
c bie Berührungsſehne, alfo die Polare von Z, und durch Z fei eine 
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bie Sehne SS’ halbirende Secante gegogen, welche die Curve in &, v6, 
ſchneidet. Biehen wir nun die Langenten an &, W, fo ſchneiden 
fic) diefelben nad) Lehrſatz 28. rechts, (indem wir & fiir A,, W fur 
A., = fiir T fegen) in einem Punt 2’ der c, und es ift Punktreihe 
o,2'SNS’ harmonifd. Da aber N die Mitte von SS’ ift, fo müſſen 
bie Cangenten an & und v parallel o fein. Biehen wir nun eine 
Secante (&’—vb’) ober o” parallel co, welche bie Sehne AVS in M 
balbirt, und legen in &’ und vd’ Langenten an die Curve, fo kommt 
(A’—4b’) von dem unendlich entfernten Bunft x’ ber Gecante o, es 
ift alfo nach Lehrſatz 32. Punktreihe o/,2'’ Mus’ harmonifd, und, da 
>’ im Unendlicen liegt, fo mug M in ber Mitte von vd’ fich befinben. 
Da nun M auch die Mitte von ud ift, fo ift dad einfache Biered 
Hod vbuh’ ein Parallelogramm, oder im volljtdndigen Viered A /vsvd" 
liegt ber eine Durchſchnittspunkt der Gegenfeiten in M, die anberen 
beiden Durchſchnittspunkte ver Gegenſeiten (&—&’) und (vs —19’); 
(& — vb’) und (’—- Ud) im Unendliden. Es ift alfo nad Lehrfak 38. 6) 
rests die Polare pes Punks M unendlich entfernt. Zieht man aljo 
irgend eine Secante durch M, fo wird basjenige Stück derſelben, welches 
Gebne ift, von M halbirt, denn der dem Punkt M entfprechende hare 
monifde liegt nad Lehrſatz 34. 8) anf der Polaren, und ba diefe uns 
endlic) entfernt ift, liegt M in ber Mtitte ber Sehne. Es wird alfo 
jede Sehne in M halbirt. Es fet ferner Fig. 132. b. eine ber Gurven h 
oder h’ gegeben. Diefelbe hat zwei unendlich entfernte Punkte, aber nad 
Lehrfag 29. eine unendlich entfernte Tangente. Sie hat alfo zwei 
Wfymptoten, went man unter Afymptote eine angebbare Tangente 
verfteht, deren Berührungspunkt fich im Unendlichen befintet. Es feien 
rund q die beiden Aſymptoten, und durch ihren Durchſchnittspunkt 
(r‘q) ober M eine beliebige Gehne ober Cecante o” gezogen, welde 
bie Gurve in ob, VS ſchneidet. Da die Beriihrungsfehne ber beiden 
unendlich entfernten Gurvenpunfte, in denen r, q berithren, tm Une 
endlichen liegt, alfo nach Lehrſatz 32. M der Pol einer unendlich ent- 
fernten Polare ift, fo liegt ber Durchſchnittspunkt N von (%— vw) 
mit derfelben ebenfalls im Unendlichen. Es ijt nun nach Lehrſatz 32. 
Punktreihe oc” MANUS Harmonifh, und ba N im Unendlicen liegt, 
mug M die Stree AVE halbiren. Cin Gleiches läßt fich von jeder 
durch M gehenden Gehne ebenfo zeigen. Dagegen tft fogleic gu feben, 
bag in ber Curve P oder p ein angebbarer Bunt von gleider Be- 
{chaffenbeit wie M in e und e’, h und bh’, nicht eziftiren fann. Denn 
gibe e8 einen Punkt M, ber alle durch ibn gehende Sehnen halbirte, 
fo miifte jedenfalls derfelbe innerhalb bes von ber Curve &SS'% 
Gig. 122. abgegrengten Theils ber Chene liege, es müßte aljo eine 
durch ihn parallel mit g ober g’ gezogene Gerabde nach bem unendlid 
entfernten Punkt ber Gurve gehen, und jugleich müßte diefelbe die 
Curve gum gwetten Male in einem endlidhen Punkte febneiden. Ware 
nun M fo beſchaffen, dag alle durch ihn gehenden Sehnen halbirt witrden, 
fo müßte aud pdiejenige Sehne halbirt werden, veren einen Durd- 
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febnittspuntt mit ber Curve p der nnerdlich entfernte Punkt bildete. 
Da aber bie Lange diefer Sehne unendlich tft, fo müßte M felbjt in 
unenblicer, alfo nicht angebbarer, Entfernung fic) befinden. Dian 
ſieht alfo, wenn man definirt: 


46. Erklärung. Derjenige Punkt M Fig. 132.0, Fig. 
132. b. einer Curve, ber jede burdh ibn gehenbe Sehne 
Halbirt, heißt: Mittelpuntt der Curve. - : 

Jede burd den Mittelpuntt M gehende Sehne heift: 
ein Durdmeffer der Curve. 
daß bas Gefeg gilt: 

47. Qehrfag. Die Curven e und e’ haben einen inners 
halb Liegenden Mittelpunkt, Fig. 132. a. Die Curvenh und 
h’ haben einen außerhalb liegenden Mittelpunkt, ndmlid 
pen Durchſchnittspunkt der beiden Ufomptoten, Fig. 132. b. 
Die Curven e, e h, h’ haben unzählig viele Durdmeffer. 
Die Curve p hat einen in unendlidher Ferne Lliegenden 
Mtittelpuntt und keinen in vollftindiger Grdpe angebbaren 
Durchmeſſer. 


Da alſo der Mittelpunkt M jeden Durchmeſſer halbirt, fo muß 
ſeine Polare im Unendlichen liegen. Nach Lehrſatz 34. 6. müſſen ſich 
aber anf der Polaren von M die Tangenten jeder Sehne ſchneiden, 
vie durch M geht. Es müſſen demnach, ba diefe Polare im Unendlichen 
liegt, jede zwei Langenten, deren Berithrungspunfte die Endpuntte 
eines Ourdmeffers find, parallel fein. Es fdnnen aber aud nur folde 
zwei Langenten parallel fein. Denn waren die Langenten «,,8, ar 
zwei Punkten &,,vd,, deren Beriihrungsfebne nicht burch ben Mittelpunkt 
gebt, parallel, fo brauchte man von &, nur eine Gerade durch den Mittel⸗ 
punft gu gieben, und den anderen Endpunkt vw, diefes Durchmeſſers 
gu fuchen, fo mite, wie eben gegeigt wurde, auch die Tangente 6, in 
wv, parallel a, fein. Es milfte alfo «, || 8, || 8 fein, oder es miifte 
vom unendlich entfernter Buntte in der Richtung «, drei Tangenten 
an bie Gurve geben, was gegen Lebrfag 25. ift. ton ber Gurve p 
Fann natürlich ein folded nicht behauptet werden, denn fie bat feinen 
Mittelpunkt. Aud) ift ſogleich zu fehen, daß überhaupt an ihr feine 
zwei in endlicher Entfernung liegende Langenten parallel fein fSnnen. 
Denn nach Lehrfag 27. find jede zwei Cangenten proportional getheilt, 
pd. H. eS find die unendlich entfernten Bunkte entfpredhend. Lagen nun 
ein Paar Langenten parallel, fo fielen alfo in ihrem (unendlich entfernter) 
Durchſchnittspunkt ein Paar entfprechende Punkte gufammen, fie lagen alfo 
perfpectivifd, und alle ihre Projectionéftrahlen fdnitten ſich in einem 
und demfelben Bunfte (was fid) auch durch eine planimetrifde Betrache 
tung leicht beweifen (apt), gegen Lebrfag 19. Man erhält alfo den 


48. Lebrfak. In den Curven e, e’, h, h’ find jebe zwei 
an bie Enbpunfte eines Durchmeſſers gelegten Cangenten 
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parallel, aber aud nur diefe. In ber Curve p fiunen 
feine gwei in enbdlider Entfernung liegende Tangenten 
einanbder parallel fein. 

Nach Lehrſatz 44. entfteht nun im Mittelpunft M Gig. 132.2. 
ber Curven ec, e ein involutoriſcher Strahlbüſchel, in weldem, da M 
eben der Mittelpunkt ift, auf allen Strablen, mithin and) auf jeden 
zwei entfpredenden Strablen der Involution (3. B. auf y, y’ vergl. 
Sig. 131.b.) Durchmeſſer entftehen. Nach demfelben Lehrſatz aber 
find jede zwei ſolche Strahlen ber Ynvolution entfpredend, von denen 
einer durch ben Pol des anderen geht. Es ijt alfo vem Strahl -’ 
berjenige durch M gebende Strahl gugeorbdnet, ber burch den Pol von 
o’ geht. Diefer Pol von o” fiegt aber, ba nach Lehrfak 48. rie 
Langenten an &’ und vd’ parallel find, im Unendliden. GS muß 
alfo ber dem Strahl o’ entfpredhende Strahl o” der Snvoluticn 
parallel ben Tangenten in &’ und vd’ fein. Da nun der Pol von o’ 
im Unendlichen liegt, fo mug jede gu dieſen Tangenten «’, 6’ parallele 
Sehne vurd die Sehne AW’ halbirt werden. RBugleich mug, ba c’ 
und o” entfprehende Strablen ber Gnvolution find, o’ durch den Pol 
von o” gehen. Der Pol von o” liegt aber im Unendliden, ba nach 
Lehrfay 48. die Tangenten an & und vd parallel find; es ift alfo <’ 
parallel «, 6, und bemnad muß jede parallel gu o’ gezogene Cebne 
von > halbirt werden. Da in den Curven h, h’ ber Punft M 
außen liegt, und nad Lehrſatz 44. die Afymptoten r, q Fig. 132. b. die 
Hauptftrahlen des involutorifden Büſchels find, jede zwei entſprechenden 
Strahlen aber von ben Hauptftrablen harmoniſch getheilt werden, nad 
§ 4. Lehrſatz 15., fo mug, wenn der eine Strabl in bem fpigen 
Winkel rq liegt, der entfpredende Strahl der Ynvolution in dem 
ftumpfen Winkel 180° —rq fic befinden. Es haben alfo die Curven 
h, h’ die Gigenthiimlichfeit, daß der jedem Durchmeſſer o” entfpre- 
chende Strahl o’ des involutorifden Büſchels M die Curve gar nicht 
trifft, ba diefelbe fic nuv innerhalb ber von den Wfymptoten begrengten 
Winkelfläche befindet. Der Pol eines jeden ſolchen durch M gehenden 
Strahls, der die Curve nicht ſchneidet, muß im Unendliden Liegen. 
Denn, um den Pol von c’ 3. B. gu finden, haben wir nad Lehrfag 
34. 8. rechts, oder 38. Links von zwei Punkten ber o’ Tangenten an 
bie Curve gu legen, fo ſchneiden fic ihre Berührungsſehnen im Pole 
vot o’. Ziehen wir nun von irgend einem Punkte 8 ber o” zwei 
angenten a”, 6”, welche bie Curve in &”, vb” berũhren, fo ift die 
eine Berithrungsfehne (”—b""). Gin anberes Paar Tangenten find 
bei jeder durch M gebenden Geraden die Afymptoten r, q, deren Bez 
rührungsſehne im Unendlichen liegt. Es ift alfo ber Durchfchnitts- 
puntt diefer unendlic) entfernten Berührungsſehne mit (”— vs) der 
Pol von o’, ober der Pol von o” liegt in ber Richtung (&”— ws”) 
in unendlider Gerne. Bieht man nun durch M eine Sehne ( —vs) 
ober o” parallel (b’”’— 1b"), fo geht diefelbe burch ben Pol von -” 
und es ift leicht gu feben, daß Strablbiifdel Myo’re”q harmonifd, alfo 
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o” ber bem Strahl o” entfpredenbe ber Gnvolution fein muf. Denn 
nad Lehrſatz 19. und 22. ift PBunftreihe r,MR’oo 8’ A q,o RMS; 


MR’ = MS MR’ MS’ 

alfo MS’ — MR’ alfo aud Ws *— MR? alfo ijt (R’—-S) {| (R—-S$’). 

Nach demfelben Lehrſatze ift auch Punktreihe «” SR” R’ A 6" v"S89'; 

fo 28. 3B _ BS WMS SR MR 8S WS 

Me me AR 8s * oe OO BRS AR 85° BS 
F BR 88 , &”R 

Da nun (R’—S) || (R—- 8’) ijt, fo iſt sR = g53 alfo haben wir — 

fs’ 
= as Es mug alfo auch (&” — wd”) || (R’—S) || R—-S8) fein. 


Es verhalt fid alfo XR’: XS — YA": Yu”. Weil aber (vw) 
burd den unendlich entfernten Pol von o’ gebt, fo wird bie Strede &” 
ww” in Y Halbirt, e8 ift alfo Yu" — Ys", alfo auch XR = X8; 
alſo aud) YV— YW. Es halbirt alfo nicht nur die Strece 
by”, fondern and) VW; und ba (&—4%) ober o” parallel ju 
(b” - a") oder (V— W) gegogen war, ift Strablbiijdel Mo’rotq 
harmoniſch nad § 1. Lehrſatz 28. Es find alfo o” und o” entfpre- 
dende Strablen der Involution. Bieht man in +& und vd die Lane 
genten a, 6, fo find fie parallel o’. Denn nach Lehrfag 19. und 22. 
ift, wenn wir ten Durchſchnittspunkt (q°~) mit P, (q°6) mit Q, 
(r-a) mit P’, (r°6) mit Q’ bezeichnen, Punktreihe q MP oo Q ‘1,00 
PMQ’. Alſo MP: MQ = MQ’: MP’, ober MP: MQ’ = MQ: MP’. 
Es ift alfo (P at | (P’- Q) [((P - Q)) und (P- Q) find in der 
Figur nicht gezogen|. Mach Lehrjag 48. ift nun Tangente a parallel 6, 
iby Durchſchnittspunkt unendlic) entfernt; alfo ift nach Lehrſatz 19. 
und 22. aud) Bunttreihe «Poo P’ A 6, woQwdQ’; folglich &P: A&P’ 
= Qt : Qub. Es muß alfo anc) (& — vd) |] (P — Q’) || (P’ — Q) fein; 
alfo ift Viereck LVQP’ ein Parallelogramm; alfo PQ — rv. Da 
mun (A — Vd) (R- S) war, fo ift auch (P’— Q) || (R’—S), alfo wird 
aud P’Q von o” halbirt in Z; e8 ift demnach P'Z — AM, alfo aud 
Viered AMZP’ ein Parallefogramm und a || o’; ebenfo & || o’; es gebt 
aljo o” durch ben unendlich entfernten Durchſchnittspunkt der Tangen- 
ten 4 und 6, b. h. durch den Pol von o”. Man fann demnach aud 
in dieſem fpecielfen Fall fagen: Von zwei entfpredenden Strablen o’ 
und o” ber Ynvolution im Büſchel M geht jeder durch ben Pol des 
anderen. Zieht man nun Sebnen parallel gu o’, 3. B. vd’, fo were 
ben fte von o” balbirt, ba ber Pol von 7” im Unendlicen liegt; zieht 
man Gecanten parallel gu o”, 3. B. we’, fo werden fie von o’ 
halbirt, ba ber Pol von o’ auc im Unendlichen fic befindet. Die 
Curve p hat nach Lehrfag 47. weder einen Mittelpunkt noch einen 
Durchmeſſer. Es läßt fich jedoch ein ähnlicher Gag, wie von bh, h’ 
zeigen. Es fei, Fig. 1382.c., L der Durchſchnittspunkt irgend zweier 
Rangenten, «, 6, (ho — Vd) oder o” bie Berithrungsfehne; diefelbe fei 
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bon LD aus burd bie Gerade o” Halbirt, und im Durchſchnittspunkt 2’ 
vom o” mit ber Gurve bie Tangente «’ gezogen, fo mug diefelbe nad 
Lehrfag 28. parallel zu co” fein. Nehmen wir an, die o’ fcbnitte rie 
Curve gum zweiten Male in einem endlich beftimmten Bunkt, deſſen 
Cangente alfo auch angebbar ware, und mit 6 bezeichnet werbde, fo 
miipten ſich nach Lebrfag 28. a“ und 8 auf o” in bem dem Mittel— 
punft N vou &Ud zugeordneten harmoniſchen Punkt ſchneiden, d. h. es 
müßten « und & parallel gu co” fein, ba der bem N jugeordnete Punkt 
im Unendlichen liegt. Nach Lehrfag 48. aber Fann der Langente « 
feine angebbare Langente parallel fein, es fann alfo nur die mneurlid 
entfernte alg mit ihr auf o” fich ſchneidend angenommen werben. Es 
mug alfo o’ nad bem unendlic) entfernten Punkt der Curve geben, 
benn nur diefer Hat eine unenbdlich entfernte Langente. Es ijt dem— 
nad ber in ber Richtung bon o” unendlich entfernt liegende Punkt rer 
Pol von o’, und alfo wird jede parallel gu o” gezogene Sehne von oc’ 
halbirt. Wird umgekehrt irgend eine Sehne AV in N bHalbitt, 
und durch N eine Gerabe o” nach dem unendlid) entfernten Punkt ge 
zogen, fo miiffen fic bie Tangenten «, b auf o’ fcbueiben. Denn Lge 
(«°6) nicht auf o’, fo müßte, wie eben gezeigt wurde, die Verbindunge 
gerabe vou («°6) mit N durd) den unendlich entfernten Punkt geben. 
Es müßte alfo zwei durch N nach bent unendlich entfernten Puntt 
gehende Gerade geben, was nicht möglich iſt. Da LF der Pol von o” 
ift, fo geht alfo o’ burch ben Pol von o”, und zieht man durch = 
eine Parallele d gu o”, fo geht diefe durch ben Pol von co’. Zugleich 
ift auch Strahlbüſchel 2,cac’’ harmoniſch, alfo find auch bier o umd o’, 
dba ow und 6 die Hauptftrablen bes bet L entftehenden involutorijchen 
Biifcels find, entfpredende Strablen ber Involution. Stellen wir 
alfo die Erklärung' auf: 


49. Grflarung. Solche Gerabe (&— vd), (&’— vd) in 
ben Gurven e, e, h, h’, beren Rictungen co”, o’ entfpre- 
chende Strablen bes am Mittelpunkt M gebildeten tnvo- 
Cutorifden Strahlbüſchels find, heißen conjugirte Durd- 
meffer, und ber eine Durchmeſſer heißt: „dem anderen 
coujugirt.“ 
fo feben wir nad) dem Borigen fogleid), ba bie Curve p feinen Mittel- 
punft bat, alfo and) der Definition gufolge feinen conjugirten Durd- 
ineffer haben fann: 


50. Lehrſatz. Die Curven e, e, h, h’ haben unzablig 
viele conjugirte Ourdmeffer. 
Bon jeden gwet conjugirten Ourdmeffern geht jeder 
burd ben Pol bes ibm conjugirten Ourdmeffers. 
a) In ben Curven e, e ſchneiden von jedem Paar conju— 
girter Durdmeffer beide die Curve wirklich. Fede 
gu bem einen von zwei conjugirten Durdmeffern o’, o” 
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parallel gejogene Sehne wird von bem thm conju- 
girten Durdmeffer co”, o halbirt. Die Tangenten , 
b'; wo, 6 in benjenigen Curvenpunften, in denen. je 
zwei conjugirte Durdmeffer co’, o” bie Curve fdnei- 
ben, find parallel bem anderen conjugirten Durch— 
mefjero”, oc. Fig. 132. a. 

6) Jn den Gurven h, h’ fdneidet von jedem Paar conju 
girter Ourdmeffer nur ber eine bie Curve wirklid, 
ber anbere liegt ganz außerhalb berfelben. Jede gu 
bem etnen von zwei conjugtrten Ourdmeffern o’, o” 
parallel gezogene Sehne wird von bem ihm conjus 
girten Durdmeffer o”, o halbirt. Die von dem wirk— 
lichen Durdmeffer o” halbirten Sehnen AW verbin- 
ben Bunfte deffelben GCurvenaftes, bie bon bem andern 
Durdhmeffer o halbirten Gehnen LW verbinden Punfte 
ber beiden verfdiedenen Curvenäſte. Die Langenten 
a, b in benjenigen Gurvenpuntten, in denen ber die 
Curve wirtlid ſchneidende Ourdimeffer diefelbe trifft, 
find parallel bem conjugirten Ourdmeffer o. Bede 
Zwei conjugirten Durdmeffer o’, o” find gugeordnete 
barmonifde Strablen eines Strahlbüſchels M, deſſen 
anbderes Paar gugeordneter harmoniſcher Strabhlen 
bie Aſymptoten r, q der Curve find. Fig. 132. b. 


y) Werden an der Curve p trgend gwet Tangenten «, 8, 
und von threm Durchſchnittspunkte & eine Gerabe o 
nad bem unendlich entfernten Curvenpunkte gezogen, 
welche pie p zum zweiten Male im endlidhen Punt &’ 
trifft, fo tft bie Tangente @ im Punkt Ww’ parallel ber 
Sehne (&— vw), und vie o” Halbirt alle Sehnen, die 
per Langente « im Durchſchnittspunkte &’ von o mit 
per Curve parallel find. Werden umgefehrt irgend zwei 
endliche Tangenten a, 6, an bie Curve p gelegt, die in 
fh und wd beriihren, fo liegt der Durchſchnittspunkt =F 
pon « und allemal auf einer burd ben Mittelpunkt N 
per Sehue AV nad dem unendlid entfernten Punfte 
gehenden Geraben o. Wird durdh ben Punt & eine 
Gerade oc parallel ber Tangente «’ gezogen, fo find c 
und zugeordnete harmoniſche Strablen eines 
Strahlbifmels =, deſſen anberes Paar zugeordneter 
harmoniſcher Strablen bie Langenten «, 6 find. 
Big. 132.¢. | 


Nach Lehrſatz 44. ift bet den Curven e, e’ der am Mittelpunkt M 
entitebende involutorifhe Strahlbüſchel ein einftimmig verlaufenbder. 
Nach § 4. Lehrfag 8. ftehen nun in jedem einftimmigen involutoriſchen 
Strahlbüſchel entweder jede gwet entſprechende Strablen auf einander 
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fenfrecht, unt bie Snvolution ift bann nad § 4. Erklärung 9. eine 
rechtwinklige, oder eS ftehe zwei entfpredende Strablen ber Gnvolution 
auf einander fenfredt, nist mehr und nicht weniger. Gm _ erfteren 
ſowohl, wie tm letzten Galle müſſen bann diefe beiben Strahlen, da 
fie nach Grflarung 49. ein Baar conjugirte Ourdmeffer find, nad 
Lehrſatz 50. a) die Gurve, jeder in gwei Bunften ſchneiden, Fig. 133. a., 
wodurd ein Paar fenfredht auf einander ftehende Durchmeſſer AB, 
AB', die im Allgemeinen von ungleicher Linge fein werden, entſtehen; 
ba nad demfelben Gage die Tangenten in A und B, alfo a und b 
parallel (A’~ B’) find, fo ftehen fie alfo fenfrecjt auf (A-B), ebenſo 
bie Tangenten a’, b’ an A’, B’ fenfredht auf (A’—B’). Iſt vie In⸗ 
volution bed Strahlbiifdels M im fpeciellen alle rechtwinflig, fo 
fann man ju jedent beliebigen Durchmeſſer ben conjugirten fuden, und 
ba biefer dann auf ihm fenfrecht fteht, und die Zangenten in den Durch— 
fcbnittspuntten des erjteren dem Legteren parallel fein müſſen, fo fiebt 
man, dag die an den Endpunkten eines jeden beliebigen Durchmeſſers 
gezogenen Tangenten in dieſem Falle auf bem Durchmeſſer fentredt 
ftehen miiffen. Bet den Curven h, bh’ verlauft die Involution ded 
Strahlbüſchels M, da diefer augerhalb ber Curve liegt, nad) Lehrſatz 44. 
entgegengefegt; es fann daber, aber eS mug aud ſtets ein Paar ent- 
fprechender Strahlen geben, bie auf einanbder fenfrect ftehen; e8 find 
bieB nämlich bie Normalftrablen der Involution, nad § 4. Lebrfag 8., 
Erklärung 5. Fig. 133. b. Da diefe nach Erklärung 49. zugleich 
conjugirte Durchmeffer find, fo kann nach Lebrfag 50.8) nur einer 
von ibnen bie Curve wirklich in A und B fcneiden. Zugleich find 
nad bemfelben Gage die Langenten a, b in A, B dem conjugirten 
Durchmeſſer parallel, folglich, ba diefer fenfrecht auf (A—B) ftebt, fo 
ſteht auc) a und b ſenkrecht auf (A—B). a ferner nach Lebrfag 44. 
bie Tangenten an den unendlich entfernten Punften, alfo die Aſymp⸗ 
toten r, q die Hauptitrablen des involutorifden Strahlbüſchels M 
find, und nad § 4. Lehrſatz 7. bie beiden Hauptftrablen von jedem 
Normalftrahl gleichweit abftehen, oder mit ihm gleide Winkel bilden, 
fo ijt aljfo frs= faqs; Srt= / qt Qu der Curve p muß 
e8, wie aud) ſchon an Fig. 122. gezeigt wurde, eine Richtung der 
Sehnen geben, bie ſenkrecht anf der Verbindungsgeraden irgend eines 
Curvenpunkts mit dem unendlich entfernten fteht, und zwar fann es 
nur eine eingige folche Rictung geben. Bit Fig. 133.c. &’ irgend 
cin Gurvenpunft, o’ die von thm nach bem unendlich entfernten ge- 
zogene Gerade und man gieht irgend eine Gerade fenfredht gu o’, fo 
erhalt man eine folde Sehne. Nach Lehrfag 50.y) ſchneiden fic) nun 
die Tangenten «, 6 in einem Punkte der durd den Halbirungspunkt N 
ber Sehne vd nad dem unenbdlicen entfernten Curvenpunkt gezogenen 
Geraden s, und zugleich werden nach bemfelben Gage alle gu (ws) pas 
rallelen Sehnen von s halbirt, dle Zangenten an ben Endpunkten jeder — 
berfelben ſchneiden fich auf s, nach Lehrſatz 50.7); und die Tangente a 
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im Durchſchnittspunkt der s mit der Curve ſteht fenfrecht auf s. Man 
erhaͤlt alſo den 


51. Lehrfatz. a) In ben Curven e, e’ ift entweder der 
im Mittel(punkt Mentſtehende involutorifdhe Strahlbüſchel 
rehtwinklig, Yu dtefem Falle ftehen bie TZangenten an 
ben Endpunkten jedes Ourdhmeffers auf demfelben fenfredt. 
Over es giebt in bem involutorifdhen Strahlbüſchel ein 
einziges Paar coujugirter Ourdmeffer, s, t, deren einer 
auf bem anderen fenfredt ſteht. Die Tangenten an den 
Endpunkten eines jeden dtefer beiden Ourdmeffer AB, 
AB' ftehen auf ibm fenfredt. Fig. 133.4. 

B) Yun ben Curven h, h’ giebt e8 in bem tm Mittel- 
puntte M entftebenbden tnvolutort{fden Strahlbüſchel ftets 
nur ein eingiges Baur conjugirter Ourdmeffer s, t, deren 
einer auf dem anberen fenfredt fteht. Es find dieß die 
Normalftrablen bes involutorifhden Strablbifdels M, 
beffen Hauptitrablen bie Afymptoten r, q find. Der eine, 
s, der auf einanber fenfrect ftehenden conjugirten Durch— 
meffer balbirt ftets ben Afomptotenwinkel rq, der andere, 
t, beffen Nebenwinkel. Der eine, a, ſchneidet bie Curve 
in gwei Bunften A, B, deren Langenten a, b, fenfredt 
auf s ftehen, ber andere, t, trifft bie Curve nirgends. 
dig. 133. b. 

vy) Yu der Curve p giebt eS ſtets eine einzige Gerabe g, 
die einen im Endlichen liegenden Punkt mit dem im Unend— 
lichen liegenden der Curve verbindet, und welche zugleich 
alle auf fie ſenkrecht gezogenen Sehnen vs halbirt. 
Auf iby ſchneiden ſich zugleich die Tangenten von ben Ende 
punkten jeder von ihr halbirten Sehne. Die Tangente a 
in bem auf s liegenden endlichen Curvenpunkt A ſteht 
ſenkrecht anf s. Gig. 133. 6. 


52. Erflirung. a) Yu den Curven oe, e heißen dte 
beiben Ourdmeffer AB, A’B,, deren Ridtungen a, t die 
beidben auf einanbder fenfredten conjugirten Ourdhmeffer 
(.Lehrſatz 5l.a) bilben, bie größere die große, dite Eleinere 
bie Eleine Are der Curve, ihre Halften AM oder BM, AM 
oder BM, je nach bem fie auf ber großen oder kleinen Axe 
liegen, bie große ober kleine Halbare der Curve; die End- 
punfte ber grofen Are heißen bie Sdeitel der Curve, die die 
Curve in A und B beriihrenden Tangenten a, b, heißen die 
Sdeiteltangenten der Curve. Fig. 133. a. 

6) Jn ben Curven h, h’ Heigt derjenige Ourdmeffer 
AB, deffen Ridtung s ſenkrecht fteht auf ber des thm cons 
jugirten Ourdmeffers t, (f. Cehrfag 51. 6)) die große Are 
der Curve; feine Endpuntte A, B heißen die Sheitel der Curve; 
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pie die Gurve in A und B beriibrenden Tangenten a, b 
heißen die Sdeiteltangenten der Curve, das auf ciner S mets 
teltangente durch die beiden Aſymptoten abgegrenzte ends 
fide Stück CD heißt bie kleine Axe der Curve; bie Hälfte 
AM over BM; CB ober DB ver Axen heift, je nachdem fie 
auf ber grofen ober fleinen Wre liegt, bie grofe oder 
fleine Halbaxe der Curve. Fig. 133, b. 

vy) $n der Curve p heift diejenige, einen endliden mit 
dem unendlich entfernten Curvenpunft verbindende Gebne 
a, welde alle gu ibe femfredten balbirt (ſ. Lehrſatz 51. y)), 
pie Are der Curve, ihr im Endlidhen liegender Endpunkt A 
heigt ber Scheitel der Curve, die die Curve in A berfibrende 
Cangente a heißt die Srheiteltangente der Curve. Fig. 133.c. 


Betradhten wir zunächft eine der beiden Curven, die burch gleide 
Strablbiifchel erzengt werden, 3. B. die durch einjtimmig verlanfente 
gleiche Strahlbüſchel gebildete Curve e’. Um nun bie Natur von e’ 
3u erforfden, bedenfen wir, dug die Scheitel A, B, ber grogen Are 
AB fig. 134. zugleich bie Scheitel conformer Strahlbüſchel find, und 
bak nach Lehrſatz 22. dem Strahl s des Büſchels A vie Tangente b 
bes Büuͤſchels B, dem Strahl s ded Biifdels B die Tangente a des 
Büſchels A entfpridt. (Man denfe fid 3. B. in Fig. 105.b. A 
ftatt S, B ftatt 8, a ftatt p’, b ftatt t gefegt und T im Unendfichen.) 
Gin Paar entſprechender Strablen c, c’ fchuciden fic in P, fo ijt alfo 
P em Curvenpunkt. Da zugleid) bie Endpunfte A’, B’ ber Heinen 
ve Curvenpunfte find, fo find aud (B-A), (A—A’) ober 

, @ entfprechende Strahlen. Es ift alfo Strahlbüſchel B,bceds ~~ 
Strahlbüſchel A,sc'd’a. Nach Erklärung 52. a) und Lehrſatz 51. a) 
ift nun /bs = /as = 1R, da ferner in der Curve e’ nad Lehrſatz 27. 
fede zwei Strahlbüſchel, deren Strahlen durch diefelben Curvenpunfte 
geben, nicht nur conform, fondern aud) gletch find, fo ift 7 be = / se’, 
Lbd=/sd, /sd=/ad’, /sc=—/ac’, /cd=/cd. Es ift 
aber aud, ba MB=—MA, MA’= MA’, / BMA’= / AMA’=1R 
ijt, A BMA’ A AMA’, alfo /MBA’== /MAA’ ober /sd= /ad’. 
Oa nur / sd’ + / ad’ = 1K ift, und fowobl ed’ als ad’ = / sd 
ijt, fo ift “ 2-sd= 1K, alfo / sd = 4R, alfo aud / bd = 4R, 
ebenjo / sd = 4R, / ad’ =4R. Es ift alfo / ae —4R+4 / cd; 
Z ec’ = 4R— /c'd’ over, da / cd’ = /cd ift, /s’—4R 
— fed. €8 folgt hieraus /sc+ / se’ =1R. G8 mug daber 
in bem Dreied APB aud / APB = 1R fein. Fallen wir aljo 
von P ein Loth auf die Axe AB, und bejeichnen die Strede MIN 
durch x, bas Loth NP ourd y, die Halbagye MA — MB durch a, 
welder Buchftabe hier nicht gu verwechſeln ift mit bem die eine 

cheiteltangente begeichnenden) fo verhält fich in ben ähnlichen Dreiecten 
ANP und PNB: a + x: y = y:a— x; woraus folgt a2 x?— y2, 
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ober x? 4 y? = a? ober (=) + (Z)' == I. 
G8 ift aber x2 + y? = MP2, alfo iſt MP2 = a2, 
folglich MP a. 


Man ſieht alſo, ein jeder beliebige Punkt P ber Curve hat den⸗ 
ſelben Abſtand a vom Mittelpunkt M. Gs ijt alſo bie Curve e’ ein 
Kreis mit bem Halbmeffer a. Zugleich fieht man fogleih, daß beim 
Kreiſe im Detittelpunfte M eine redhtwinflige Snvolution entftebt. 
Denn conftcuirt man ein Viereck APBQ, deffen eines Baar Diagoe 
ualen fic in M ſchneiden, fo erbalt man ein Paar entfprechende 
Strablen y, » der Yuvolution, wenn man den Punkt M mit dex 
Durchſchnittspunkten von AP und BQ, und von BP und AQ ver- 
bindet (vergl. Sig. 131. b. das Viereck A,B, A,B, und die entipre- 
denden Strablen y, 7). Da aber AP || BQ ift, fo ift y || AP || BQ, 
und ba BP |] AQ ift, fo iſt || BP J AQ. Num tft aber / APB 
=1R, alfo AP 1 BP, alfo and yy. Da ferner auch s und t 
ein Baar entfpredende Strablen der Involution find, und auch ſenk⸗ 
tet auf einander ftehen, fo muß dieß nach § 4. Lehrſatz 8. mit jedem 
Paar entfprechender Strablen ber Fall fein. Dak umgelehrt in jedem 
Rreife ein Baar gleiche, einſtimmig verlaufende Strahlbüſchel erhalten 
werden, wenn man irgend gwei Punkte der Peripherie mit beltebiger 
anderen verbinbet, ergiebt fich fogletch aus der von der Planimetrie 
befannten Eigenſchaft bes Streifes, bag die Peripheriewinkel auf deme 
felben Bogen gleich find, und daß eine Langente mit einer Sehne 
einen Winkel einſchließt gleich bem über diefer Sehne ftehenden Peris 
pheriewinfel. Sind nämlich A, B, A’, P, Q beliebige Bunkte des 
Kreisumfanges (fie brauchen nicht fo zu Liegen, bag AB, PQ Durd- 
meffer find), fo ijt KAcd= / cd’, / bo= sec’, bd= / ad’, / ad 
= fad’, /de= / de’, wenn man § 1. Erflarung 22. feſthaͤlt, 
alfo Strahlbüſchel B,sdcbe gleich, alfo auc) conform Strahlbüſchel 
A,ad’c’se’; und zugleich fieht man fofort, bag diefelben einftimmig 
verlaufen. Aus Lehrfag 40. rechts folgt zugleich, daß baker auch 
jedes Baar Tangenten am reife von den fibrigen conform getheilt 
with; was fic) übrigens auch leicht hatte bivelt beweifen laffen. Man 
fann alfo fagen: 

53. Lehrſatz. Die Curve e’ ift ein Kreis. Am Mittel- 
punft entfteht eine rehtwinflige Involution. Umgekehrt: 

Yn jedem Kreiſe entftehen zwei einftimmig verlaufende 
gleihe Strahlbüſchel, wenn man irgend gwel Punkte des 
Umfangs mit beltebigen anderen verbinbet, und zwei eins 
ftimmige, conform getheilte Bunftreiben, wenn man irgend 
zwei Tangenten burd beliebige anbere ſchneidet. 


Um die Natur der Curve e zu erfennen, bedenfen wir, dag nad 
Lehrfag 44. ſowohl diefe als ber Kreis als eine fich felbft homologe 
22% 
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Linie in zwei involutorifden Syſtemen angefehen werden fann. Es fei 
nun die Gripe der gropen Halbaye der nod unbefannten Curve e 
gleich a, alfo MA—= MB=—a. Fig. 135. Ueber ver grogen Axe 
AB befcreiben wir einen Kreis mit dem Halbmeffer a. Nad) Erklärung 
52. 4) und Lehrſatz 51. a) ftehen nuu ſowohl beim Sreife, als bei ver 
Curve e die Tangenten in den Scheiteln A, B auf ver Are AB 
fenkrecht. Es Gat alfo die Curve e mit bem reife die Tangenten a 
und b gemein. Nun ijt nad Lebrfag 44. (man denke ſich in Fig. 131. a. 
A, ftatt A,, , ftatt A,, wb, jtatt B,, vs, ftatt B,, a ftatt s, 
b ftatt s, A jtattS’, B ftattS gefegt) die Gurve e fiir den unentlid 
entfernten Durchſchnittspunkt von a und b fic felbft collinear; ebenjo 
per Kreis. Man ziehe mum irgend einen Strahl vom Suvolutions- 
centrum aus, fo mug derfelbe, da fich. diefes tm unendlich entfernter 
Durchſchnittspunkt von a und b befindet, parallel a und b, mithin 
fenfreht auf (A— B) fein. Zwei ſolche Strablen feten a’ und B’, und 
auf ibnen die Punkte %,, &,, vd,, vb, der Curve e gelegen, fo 
ſchneiden fid) nad § 9. Lebriag 24., fowie aud) bem Wefen der ins 
volutoriſchen Collineation zufolge die Geraden (&,— vb, ) und (%&,—vd,), 
fowie (A, W,) und (&,—U,) auf der Involutionsaxe, in T und I’. 
Es ſchneidet nun der Gnvolutioneftrahl a’ den Kreis in &’, und wr’, 
per Strahl 6 denfelben in vd’, und vd’,, und ed ijt leicht gu feben, 
nach Lebrfa 44. und nad) § 9. Lehrfay 24, daß fic) auch (v’, rd", ) 
und (&’,—vd’,) in T, (o's 0b’,) und (sb’,- UM.) in FY fcbneiven. 
Gs läßt fic) dieß auch fo beweifen: Riehen wir durch I’ eine Sebne, 
welche die Gurve eo in ©,, ©, fchnetdet, und legen an diefe bie Tans 
genten c,, cy, fo müſſen nach Lehrſatz 28. diefelben fic) auf 8, umd 
zwar in einem foldjen Buntte ſchneiden, bag er der dem Punkt I’ zuge⸗ 
ordnete harmoniſche ber Punktreihe s,AT’B ijt. Nach Lehrfag 11. 
und Erflirung 10. ijt aber s,AIYBF harmoniſch; es liegt alfo (c,°c,) 
inT. Gind nun ©, und ©’, die anf y’ liegenden Punfte ded Kreifes, 
ce’, c, ihre Langenten, fo müſſen fic) mach demſelben Lehrſatz 28., 
ber auch fir e’, d. h. fiir ben Kreis, gilt, c’,, o, ebenfalls in dem 
dem Punkt I’ gugeordneten harmonifcen der Reihe s,ALB fdneiven, 
e6 mug alfo aud) (c,%c’,) in T liegen. Ebenſo muß aud (2’,-a’,) 
mit («,'a,), (8’,°6',) mit (8,°6,), etc. gufammenfalfen. Diefer 
Umftand [aft ſchon die Richtigheit ver obigen Bebhauptung fiir wabr- 
ſcheinlich erkennen. Bur Gewipheit wird fie, menn wir und erinnern, 
bag nad Lehrſatz 44. fowobl bie Curve e, als der Kreis, jede für 
ben Durchſchnittspunkt der Tangenten a, b (in Big. 131. a. s und 38’) 
als Involutionscentrum fich felbft involutorifd) collinear ſein mug. 
Da nut (ab) im Unendlichen liegt, fo miiffen bie Involutionsſtrahlen 
a’, y, BY parallel fein, alfo fenfrecjt gu s. Es miiffen daher die mit 
bem Strahlbüſchel am Ynvolutionscentrum die Ynvolution bilbenden 
Strahlbüſchel M, und &,, &’, und ’, (A, und A, in Fig. 131. a.) 
auf einem ju 5 fentredten Strable liegen. Zieht man nun von einem 
foldhen Punkte &, ded Kreiſes nach einem beliebigen Punkte I’ ver 
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Ure 8, bie Gerade (b’,— I’), von &b’, die Gerade (’,— I”), beftimmt 
auf s einen ſolchen Punkt T, daß Punktreihe s,AI’BL harmoniſch ift, 
und zieht (o%',— T) und (&’,- I), fo erhält man nach Lehrſatz 44., 
als Durchſchnitt von (%',—-T) mit (&’,—1’) einen Punt vs’, bes 
Rretfes, und als Durchſchnitt von (b’,—-L) mit (&’,—I’) ben ihm 
homologen Gurvenpunft vs’, ver Ynvolution. Zugleich mug (vd’, — 4’, ), 
ba man cin fic felbft involutoriſches Ehftem als einen fpeciellen Fall 
zweier perfpectivifd) liegender collinearer anfeben kann (f. § 9. Erklä- 
rung 15.) nah § 9. Lebrfag 16. und § 8. Lehrſatz 4. durch bas 
Snvolutionécentrum (a-b) geben, d. h. es mug (at’,—vd’,) ſenkrecht 
auf s ſtehen. Schneidet nun a’ die Curve e in &, und L,, und 
zieht man (%&,—I’), (&,-1), (&,—L), (XÆ.C D) fo erbalt man alé 
Durchſchnitt von (&,—I’) und (& ,—TL) einen Punkt v,, als Durchſchnitt 
von (C. T) und (%,—T) ben bomologen Curvenpuntt vw, ber In⸗ 
volution auf der Curve e; und es mug (v5,—%,) aus denfelben 
Gründen wie (vb’,—v’,) auf s fenfrecht ftehen. Es mug aber aud 
(,—w, ) mit (’,—- 0’, ) jufammenfallen. Denn bie Vierede 
fh! ob’ VS", Ub’, und & ob Ud,U8, Haken ber Conftruction zufolge die 
Punfte A’, T’, F gemein, und ber Durchſchnittspunkt von (vs! ,— vd’, ) 
fowie ber bon (vd,— V5.) mug in beiden der bem Punkt A’ gugeordnete 
harmoniſche der Bunftrethe s ATT fein. Da es nun blog einen cins 
zigen folchen Punkt B’ geben Fann, und ſowohl (vb',—w',) als 
(vb — W,) auf s fenfrecht ftehen, fo miiffen fie zufammenfallen. Es ift 
alfo bie Gurve e mit bem Streife e’ perfpectivifch collinear, ba Strabl- 
büſchel A, perſpectiviſch, folglich auch conform Strahlbüſchel v’, ift, 
indem man ſich erſtere als von bem Strahlbüſchel &, und dem unendlich 
entfernten Strahlbüſchel (a:b), a’, y, B’...., letzteren als von dem 
Strahlbüſchel N, und (a-b), a“ erzeugt vorſtellen kann. Statt 
A und &’, Fann man auch &, und &’,, oder «, und AY, oder 
ob, und ob’ ober vb, und Vd’,, etc. wählen. Es find alfo ber Kreis 
und bie Curve e Homologe Linien in zwei colfinearen Shftemen, die 
einen Strahlbüſchel (a°b), a’y’B’.... gemein haben. Dieſe Shfteme 
find alfo nach § 7. Erklärung 38. in perfpectivifcer Lage, und ba 
tas Collinentionscentrum (a*b) im Unendlicjen liegt, find beive Sy⸗ 
fteme, wie an Fig. 87. a. und 87. b. gezeigt wurde, affin, in pers 
ſpectiviſcher Lage fiir bie Affinitätsaxe s. G8 ift alfo nach § 8. Lehre 
fag 28. das Verhältniß 

Ade , re, Bb, 

We, 6S’, OB‘ 
conftant. Bezeichnen wir nun vie Lange der fleinen Halbaxe MA’ 
= MB’ (f. Erklärung 52. 4)) ber Curve e mit b, und bedenfen, daß 
MA” = MB” = MA = MB =a iſt (wobei a und b alfo eine ane 
bere Bedentung haben, als vie Tangenten ven A und B yu begeichnen), 
fo tft demnach: 
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igs — 

Ad’ VE, BY, J 
Für jeden Punkt des Kreiſes, alſo auch fiir vd, gilt nun, wenn wit 
MB’ mit x, B’vs’, mit y bezeidnen, bas Gefeg, bag x? + y? = a?, 
alfo y = Va2— x? ift. Nennen wir alfo die halbe Sehne ber Curve e, 
bie ebenfall um bie Strede x von M abftebt, alfo Bub,, y’, fo iſt 








Lat, folgtig y *-y, 
ober y= = Ya? — x’, 
ober (=) F (Z)’ = 1 


Man fieht aus der Gleichung y’ — ~ a2 —x?, bag bie Gurve e 


fic bie große Axe AB, wie fiir bie Heine Are AB' ſymmetriſch liegt. 
Legen wir nun an bas eine Ende der kleinen Age, 3. BV. an <A’ eine 
Cangente, ziehen von ihren Ourdfehnittspunften mit dem Kreiſe 
Parallele zur kleinen Axe, und bezeichnen ihre Durchſchnittspunkte mit 
ber grogen Axe durch F, F., Fig. 136., fo ift ſogleich zu feben, 
bag MF, = MF, fein mug. Es werde nun MF, und MF, vurd e 
(bier nicht zu verwechſeln mit ber bisherigen Bezeichnung ber nod 
unbefannten Gurve e) bejeichnet, und wir ſuchen den Durchſchnitt D, 
ber Polaren des Punftes F, und ren Durchſchnitt D, der Polaren des 
Punttes F, mit der Richtung ver großen Axe. Dak diefe Polare d, 
fenfrecht gur grogen Axe ftehen mug, ift fogleich eingufeben, da der 
Durchſchnittspunkt ver in F, fentrecht auf AB ftehenden Sehne F,F, 
. der bem Punkt F, gugeordnete harmoniſche fein mug, diefe Sehne aber 
nad) Lehrſatz 51. 4) in F, balbirt wird, alſo iby Durchſchnitt mit der 
Polaren im Unendlicen fid) befinden mug. Cin Gleiches gilt von d,. 
Um nun den Punkt D, gu finden, fann man entweder bavon ausgeben, 
bag hier bie Tangenten an ¥, und F,, zugleich aber aud) die Kreis— 
tangenten an ¥’, und $', ſich ſchneiden milffen. Da nun beim reife 
bie Tangenten fenfrecht gum Halbmeffer ftehen, fo läßt fich aus ben ähn⸗ 
lichen Dreieden MF 9’, und F',F,D,, die Strede F,D, und alfo 
aud BD, finden; oder man fegt, da d, die Polare von F,, alfo 
Punftreibe 8 AF BD, harmoniſch ift, die Broportion an: 
AF,: BF, = AD,:BD, 

d. §., ba alfo MA = MB = a, MF, =e it: 

a-+e:a—e=2a-+ BD,:BD,, 
oder 2e:a—e= 2a :BD,, 
alfo, ba offenbar AD, = BD, fein muf, weil AP, — BF, ift, 


AD, = BD, = — (a—e). 
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Ziehen wir nun durch irgend einen Punt T, dev Polaren d, eine 
Parallele zu s, welche die Curve in zwei Punkten, P und Q fdneivet, 
ziehen durch einen derfelben, 3. B. durch P eine Genfrecte auf AB, 
und verbinden ibn mit F, und F, durch die Geraden F, P umd F{P 
ober p, und p,, fo ift: 


F,P? = F,N2 + NP2 
ober, ba NP = 2 Ya? — MN? = — Ya? —(e + F,N)? ift, 
p? =F,N2 ++ b2— 2 (e+F,N) 
= F,N? + b?—2 .(02 + 2eF,N + F,N?) 
= So FN? — 22, oF N+P" . pe. 
Nun ijt 


a2? — b? = MF ,2— MA’? = A'f2 = MF 2 = e2, und daher 
a? —e62 = b?, alfo 


p? = - FN? —22 oF \N +25 


b3\2 
— (<-F.N—= ? 
e b? eF .N — b? 
alfo Py =+(*-F.N—*)=4 SRO, 


Ferner ift T,P= BD, + NB =— .(a —e) + (a—e)—F,N 
— (a+ e) eS) NS — —F,N=~—F,N 


c 
__ b?—e-F,N 





€ 


Da nun T’,P pofitiv fein mug, fo fieht man aus diefer legten Glei— 
dung, bag bꝰ —eF,N pofitiv ift; es ift alfo, ba aud p, pofitiv 
jein mug, in bem Wusdrude für p, das — Beichen gu nehmen. Daher 
hat man bie Gleichungen: 


b*—e-F.N b*—e-F,N 

Pie rg ee ge 
alfo p, : T,P=era, 
ober: ep, : T,P=—:1, 


Da nun e = Ya? — b2, alfo <a ift, fo ift ~ ein ächter Bruch, alfo 
P,<T,P. Es ift ebenjo aud 
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p22 = F,N?+ NP? 
= F,N2+° [a2 (FN —e)?] 
= FN? + 2; [a2 e? + 2eF,N—F,N?] 
a VOM PN? + 2°, -eFN + 7 (a? e?) 


a2 





b*é 
=°{F,N? 42°, -eF,N+5 
es (e+ oN)" 

— —— 3 
folglich py ⸗,; 


und T,P=AD,+ AN =—(a—e) + (a—e)+F,N 
= — +F,N= — 


alfo p,: T,P=e:a 





oder pe: T,P =—: 1. 
Wir haben alfo: 
P4 =—-T,P; p2 =— TP; 


alſo: py-tp,= — (T,P + T,P); 
= * (AB + 2BD,) = © (2a + 2= (a—e)) 


=2-e-2teT* = Ya. 


Es ijt alfo Pit p, = 2a. 


Es ift alfo, ba 2a eine conftante Groͤße ift, bie Gumme ber von 
ben beiden Punften F,, F,, ausgehenden Leitftrablen conftant, und 
gwar gleich ber grogen Are. Dies ift aber bie Eigenſchaft der unter 
vem Namen „Ellipſe“ befannten Curve. Umgekehrt fann man auf 
befanntem Wege aus der Cigenfcaft, vag die Summe der Leitftrahlen 
¥1 +p. conftant, = 2a, fein foll, bas Geſetz ableiten, dag fiir jeden 
Puntt D ver durch dieſe Bedingung beftimmten Curve, wenn man 


— — — — 


FF, durch 2e, VYa2?—e? mit b, MN mit x, NP mit bezeichnet, 
bie Gleichung beftehen mug y’ = — Va? — x2, Man fieht alfo, raf, 


wenn man über ber grogen Are der Cllipfe alg Durchmeffer einen 
Kreis beſchreibt, 
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fig. 135. fein mug. Zieht man nun im Kreiſe irgend eine Sehne 
dh’ vb’, welche die s in I” ſchneidet, und von , der Ellipſe die 
Sehne do 1", wenn &, und vd, folche Gllipfenpuntte find, die mit 
ob’ und aly! g auf berfelben Senfrechten zur grofen Ure ftehen, und 
bejtimmt ihren Durchſchnittspunkt mit s, fo läßt fic) ſogleich geigen, 
bag der Durchſchnittspunkt von &, vb, mit der grofen Are AB mit 
I’ 3ufammenjallen mug. Denn man bat un Rreife A TA’, «w 

A TB',, alfo verhält fid) I’A’: IYB’ = A‘d’, ; Bd’. Nernen 
wir ben noch unbekannten Durchſchnittspunkt von de 1%, mit AB: Tr”, 
fo mug, ba in der Cllipfe A T’A’e, ~/A T’B, = ſich verbalten 


Aldo, BS 

a’: TB’ = A’, : Bab,. Da aber Wa = —, und and Bw’, 
‘Mo , I No e 

=> ift, fo fotgt 2 . = sat Gg? Ober Ades BB ANN: BMW, 


man hat alfo aud) IA’: YB’ = TA’: 1B’, folglid) TA": TA’ + I°B’ 
a 1A’: TA! + IB’ ober TA: A'B! = — : A’B’, alfo A’ = IVA’. 
Es mug demnach mit T gufammenfatlen ; ebenfo [apt ſich von den 
Sehnen &’ vs’, und &, vb, zeigen, daß fle bie Axe in bemfelber 
Punfte I fchnetden. Ge entitehen alfo bet &, und &’, zwei pers 
ſpectiviſche, alſo auch conforme, Sirahlbuſchel. Man erfennt baher 
fogleiy, ba der mit dem Radius a befchricbene Sreis der Gllipfe 
mit ber großen Halbare a perfpectivifd) collinear für ein unenbdlich ent. 
fernted GollineationScentrum, alfo perfpectivifd affin ijt, Da nun 
im Sreife jede zwei Strahlbüſchel, die entfteben, wenn man zwei 
Puntte der Peripherie mit beliebigen anderen verbindet, gleich, alfo 
aud conform find, fo folgt nach § 7. Lehrſatz 9., bag aud in ber 
Ellipſe bie homologen Strahlbüſchel, wenn auch nit gleid), dod im 
Ullgemeinen conform find. Es ift 3. B. im Kreiſe, wenn man fid 
etwa nad) Sehne &’,©’,, und vd’ ©’, gezogen benft, Ack’ ob’2 
=f de! Ub! ob’,, da (A — db’, ) bie Tengente ZL we! wh! jw’, ein Pe⸗ 
ripheriewinte über der Sehne 9* db’, ijt, Zob’b’ C= — / de’, we’, 
ZL O! de’ vo! == / O00 Wo’, " ald Peripheriewintel , ZL No! ch’, wef, 
“Wh! 2b’, Bu. f. wD, alfo Strahlbiifdel &’, Aw’ .C’, vb! “ab 

Sirchlbůfchel Ub! , fe’, ab’, ©’, 0d’, B; alſo bem angegogenen *gebriag zu- 
folge, in der Ellipſe Sirahlkaſchel ae Aw C15, , A Strahlbüſchel 
Vo b&b S,U5,B etc. Ebenſo laft fich biek bon jebem anderen Paar 
Slrahlbůfchei zaͤgen. Da nun nach 8 10. Lehrſatz 3. auch die Tan⸗ 
Ai an jedem Paar homologer Curvenpuntte cin Paar homologer 
inten ber collinearen oder affinen Syſteme ſind, und nad Lehrſatz 53. 
im Rreife 3. B. auf ben Langenten a”, und 8, ae — — 
reihen a’, jako’, (a! 4° a! 2) (a’,* cg) (a, “8,) (2! BA 8’ (8° 

(6 +a’, ) Ose) (6, 6), ent{tehen, jo mug auch an ber ist 
eae ee G the (a "Hy) (44°C) (a, 6,) —A 6, ,(8,70,) (6, «) 
(B,°c,) (8,° 6 ys, fein, und fo bei jedem anderen Paare. Man er⸗ 
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Halt demnach, ba man aud hier fogleich fieht, daß Punktreihen und 
Strahlbüſchel einjtimmig verlaufen, den 


54. Lehrſatz. Die Eurve e ift eine Ellipfe. Und um: 
gefebrt: 

Yn jeder Ellipfe entftehen gwei einſtimmig verlaufende 
conforme Strablbifdhel, wenn man irgendb gwet Punkte 
des Umfangs mit beliebigen anderen verbindet, und zwei 
einftimmig verlaufende conforme Punftreiben, went man 
irgend gwei Tangenten durch beliebige andere fdneidet. 


Um die Natur der Curven h, h’ zu erforfden, alten wir uns 
aud bier wieder zunächſt an bie einfacbere h’. Es war bereits an 
Sig. 117. gum Behufe des Veweifes von Lehrfag 27. gezeigt worden, 
dak, wenn zwei gleiche entgegengefegt verlanfende Strablbiifdel S, S’ 
Gig. 117. die Curve h’ befchreiben, die Tangenten t, p’ an 8, 8’ 
parallel find, deren Durchſchnittspunkt T alfo im Unendlichen liegt. 
Denfen wir uns nun durch T eine Gehne, deren Richtung parallel 
t, oder p’ over (A,—A,) ijt, bie aber in unenbdlider Ferne liegt, 
burd bie Curve gezogen, fo mug fie dbiefelbe in ben beiden unendlich 
entfernten Puntten ſchneiden, und auch durch ben unendlich entfernten 
Punkt von (S—S’) gehen. Die Tangenten an bie beiden unendlic) ent- 
fernten Gurvenpunfte miffen fic) nun nad) Lehrſatz 28. auf (S— 8%), 
und gwar in einem folchen Punkte ſchneiden, ber dem unendlich ent- 
fernten Bunkte von (S—S’) in ber Punktreihe (S— 8), Sood’ hare 
moniſch gugeorduet iſt. Es mug alfo der Durchſchnittspunkt der Aſym⸗ 
ptoten der Mittelpunft O ver Gehne SS’ fein. Es ift alfo nach Lehr. 
fag 47. O dev Mtittelpuntt der Curve, und SS’ ein Durchmeſſer. 
Da wir nun in Lehrſatz 27. faben, daß bei ber Curve b’ nur an 
foldhen Punkten A, 4, gleiche, entgegengefegt verlaufende Strahlbüſchel 
entftehen, deren Sehne durch O geht, und hier halbirt wird, die alfo 
nad Erklärung 46. ein Durchmeſſer ift, fo können wir fagen: 


55. Lehrſatz. Die Scheitel S,S zweier gleiden, ents 
gegengefegt verlaufenden, die Curve h’ erjeugenden Strabl- 
bifdel fliegen allemal an ben Endpunkten eines Durch— 
meffers ber Curve bh’, und umgefebrt. 


56. Lebrfag. Bu der Curve h’ entftehen an ben End: 
puntten jedes Ourdmeffers, und nur an diefen, fe gwet 
gleihe, entgegengejegt verlaufende Strahlbüſchel. 


Es find bem letzteren Lehrſatze zufolge auch die an ben Scheiteln 
entſtehenden Strahlbüſchel gleich und entgegengeſetzt verlaufend. Zu⸗ 
nächſt erhellt, daß die Ufpmptoten r, q parallel fein müſſen ben von 
ven beiden Seiten A, B, Fig. 137. nach den unendlich entfernten 
Punlten der Curve gehenden Strahlen m, m’, n, n’, denn fowohl r, m, 
m’ gehen wach demfelben unendlich entfernten Punkt, als q, nu, n’, es 
ift alfo r|jmijm’, qiin||n', Rach Lehrſag 51.6) it mm / rs 








§ 11, Gutwidelung ber Kegelſchnitte. 847 


= / qs, alfo and / ms= / ms= / ns= / v's, wenn s die 
Richtung der grofen Bye iſt. Da ferner nach Lehrſatz 61. 6) ſowohl 
bie Scheitel⸗Tangenten a, b, ald t fenfredht 3u s find, fo tft a||b 
i; t Da mutt nach demfelben Lehrfag / rt — / qt ift, fo folgt 
aljo /mb= /ma= /nb= /n'a. Da aber A und B aud 
bie Scheitel zweier gleicher Strahlbüſchel find, in denen s bem a, b 
bem s entfpridt, fo ift aud / ms= / m’a, /ns= /na Es 
war aber / n'a = / mb, alfo ift / ms+/ ns= /ms+ /mb, 
ober /mn= /sb. Es ift aber, ba bts ift, “sb = 1K, 
alfo aud / mn = 1R; alfo anh /m’'n’=1K und / rq = 1K. 
(Da / mn = / mn’ = 1R ift, fo mug bas von m, n, m’, n’ gebil- 
bete einfache Btered ein Quadrat fein, und daber t, da e8 bie Dias 
gonale AB balbirt und auf ihr fenfrecht fteht, die Richtung ber zwei—⸗ 
ten Diagonale fein, ober e8 mug (m‘n’) und (n° m’) anf t liegen.) 
Man fieht alfo, bag in ber Curve h’ die Afpmptoten r, q, ſenkrecht 
auf einander fteben. Hieraus folgt nod) Folgendes. Sind Q, Q’ ein 
Baar Punfte an vemfelben Afte der Curve h’, fo müſſen die entfpres 
chenden Strablen, s, 8’; t, t, die nach ben unendlich entfernten Punkten 
gerichtet find, parallel fein, und gwar parallel den ebenfall8 nach. den 
unendlich entfernten Punkten gerichteten Ufymptoten. Da diefe aber 
auf einander fenfrecht fteben, fo mug aud) s_!_t; 8’ _1 ¢ fteben. Run 
entfteben in Q, Q’ nach Lebrfag 19. ein Panr conformer Strahlbüſchel. 
Mach § 2. Lehrſatz 14. giebt es aber in jedem Baar conformer Strabl- 
büſchel ein, aber nur ein eingiges Paar entfprechender Strablen, die 
auf einander fenfrecht fteben; es miiffen alfo s, t; 8’, t’ vie entfpree 
chenden Strablen der rechten Winkel felbft fein. Ebenſo miiffen, wenn 
man einen Punkt 9 auf dem anderen Afte annimmt, auch f, +, die 
entfprechenden Strahlen ber rechten Wintel fein (vgl. Lehrſatz 4.). 
Man fiebt alfo: 


57. Lebrfag. In ber Curve h’ ftehen die Afomptoten 
auf einander fenfredt; und: 

Yn jedem Paar conformer Strablbifdel Q, Q’;-Q, 9, 
find bie entfpredenden Strablen ber rechten Winkel sg, t; 
s’, t’; 8, t3 (, t einanbder parallel, namlid siijs t || t, silf, 
tilt Fig. 137. 


Gs fet nun P irgend ein Punft der Curve bh’; d und d’ die von 
B und A nad thm gezogenen Projectionsftrahlen, PN baé auf die 
Are s gefallte loth, fo ift, ba in Bund A gleiche Strahlbüſchel fid 
befinden, /sd= / ad’, ba aber /sa—I1R ift, fo ift sd’ 
— 1R— / ad’ = 1R— /sad, db. h. es ift  sd’= / BPN. 
Da nun in ben beiden DOreieden BNP und PNA der rechte Winkel 
N gemeinfchaftlich ift, fo ift A BNP ~ A PNA und es verhält fid: 

BN : NP = NP: AN. 


Bezeichnen wir nun die grofe Halbage MA = MB mit a (weldhes alfo 
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jest nidt bie Tangente in A begeichnet), die Strede MN mit x, 

NP mit y, fo fonnen wir die Proportion fchreiben: 
X—aiy=y:x+a, 

woraus folgt: x?—y? = a?; 


NP at (AL 
ober: (*) — ) == 1, 
Da nach Lehrfag 51. B) der UAfymptotenwinkel ourd die Axen halbirt 
wird, fo mug, weil /rqg= 1K ijt, 7 rs=4R, alfo bie kleine 
Halbaxe BC = MB, mithin gleich ber grofen Halbaxe a fein. Zie— 
ben wir nun durd C eine Parallele zur Axe s, und von ihren beiren 
Durchſchnittspunkten S,, 8, mit ver Curve h’ eine Parallele yu t, welche 
bie sin den Punkten FE. F, ſchneidet, und verbinden bierauf FP, und 
F, mit etnem beliebigen Gurvenpunft P burd die Geraden p,, po, 
fo ift, inbem wir a fiir y, MEF für x fegen: 
MF ?— a? = a2, 

woraus fic) fogleid, ba offenbar MF,— MF, iſt, ergiebt: 

| MF, = MF, =ay?2. 
gerner ifts p,2— F,N? + NP2; p= FN? + NP?2; 
ober: p,? = (x — MF,)?+ y?; p27 = (e+ MF,)? + y?; 
ober: p= (x— a2)? + y2; p2=(x+ aV2)?2 + y?; 
alfo, ba y2 == x?— a? ift: 
p P= x?— Qaxy2+2a2 x2— a2; — Pax) 2+2a2-+-x?— a2; 
ober: 


p2== 2x2— Qaxy2 + a?; p2== 2x2 + Yaxy2-+ a3; 
oder: _ _ 
py = (x2 — a); pP= (xV2 + a)?; 
alfo: J J 
py =e (xV2—a); p, = + (xy + 8). 


Da nun fdon x > a, alfo um fo mehr x}2> a ft, fo mug in dem 
Werthe fiir p, bas obere eichen genommen werden. Daffelbe ijt 
mit p, ber Fall, ta p, und p, pofitive Werthe haben miiffen. Es 
ift alfo: 
py==xV2—a; py=xy2+a; 

alfo: 0 - by, = 2a, 

Es ijt alfo bie Differenz ber von F, und F, ausgehenden Leitjtrablen 
conftant. Within ift bie Curve eine Hpperbel, und gwar, ba die kleine 
Halbaxe BC gleich) ber großen ift, eine gleidfeitige Hyperbel. Sucht 
man bie (in ber Figur nicht vergeichneten, vgl. übrigens Fig. 139.) Po- 
laren d,, d, der Bunfte F,, F,, fo itberzengt man fic) ebenfo, wie bei 
rer Ellipſe, bag fie fenfrecht gur Axe s ftehen. Die Entfermmg ves 
Durchſchnittspunkts D, der Polaren d, mit s findet fic) durch die harmo- 
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niſche Proportion AD,:BD,= AF,: BF, ober 2a—BD,:BD, 
= aV2 + a:aV2—a, oder 2a—BD,:BD,=y2-+1:y2—1, 
ober 2a: BD, = 2y2: V2 —1, alfo: 


BD, = AD, =" — a, 
SGdneidet man d, und d, in T,, T, burch Gerade, die parallel s 
find umd durch irgend einen Qurvenpuntt P geben, fo ijt T,P = BD, 


+BN=E— fapx—aa et, T,P=a—O a" +x 


= *¥2+9) Man hat alfo: 
y2 


e,:T,P=y2:1; p,:T,P=—y2:1. 

Dak umgefehrt in einer gleichfeitigen Hyperbel die an den Endpunften 
eines Durchmeſſers entftehenden Strahlbüſchel gleich fein miiffen, läßt 
fich Tetcht beweifen, wenn man zunächſt Folgendes erwägt. Es ent. 
fteht int Mtittelpunft M nach Lebrfag 44. eiu involutorifder Strahl. 
bitfehel mit ben Aſymptoten r, q al’ Hauptfirablen. Diefelben bilden 
nad Lehrfag 50. B) mit jedem Baar conjugirter DOurchmeffer, 3. B. 
ce, c Big. 138. einen harmonifden Strablbifdel. Da nun bet der 
gleicbfeitigen Hyperbel nad Lebrjag 57. der Aſymptotenwinkel ein 
Rechter ijt, fo halbiren nach Lehrſatz 27. die Aſymptoten r, q, die 
eine ben fpigen Winkel / ce’, bie andere den ftumpfen Winkel 1809 
— fee. Man fieht alfo allgemein: 

58. Vehrfak. In ber gleidfeitigen Hhperbel wird der 
von jeden gwei conjugirten Ourdmeffern c, ce’ gebildete 
Winkel von den Afymptoten halbirt. 


Diefer Sag nun läßt fic auch umgelehrt auf befannte Weife 
aus ber Eigenſchaft der Curve ableiten, dak die Differeng ver Leit⸗ 
ſtrahlen p, — p, einen conjtanten Werth, nämlich 2a, hat, und daf 
in thy die Ufymptoten auf einander fenfrecht ftehen. Ebenſo ergiebt ſich 
hierans leicht der Gab, daß Sehnen, bie parallel find dem einen von 
zwei conjugirten Ourdmeffern, von bent anbern balbirt werden; und 
fodann zeigt man, daß bic Strahlbüſchel, deren Scheitel in den Ende 
puntten liegen, gleich find, auf folgende Weife, Fig. 138.*): Es feien 
cc's d, d’, zwei Paar conjugirter Durchmeſſer, fo iſt Are = fre’ nad 
tem alfo bireft bewiefenen ehrfag 58. / rd = / rd’, alfo aud / rd 
—/re=/ rd’ —/re,d.§ Aed=/ed’. Legen wir nun an C, 
eine Tangeute c,, die alfo || c’ ift, umd giehen burch C, eine Sehne 
(C,—P) ober u, || d’, fo wird fegtere von d in K**) halbirt. Es 
ijt nun /c,u,=/eld, alfoauh /c,u,=—/ ced. Biehen wir nur 


— — 














*) S. Paulus: „Grundlinien ber neueren Geometrie“, Seite 285. 
**) Der Buchſtabe K fonnte in ber Figur nicht hinzugeſetzt werden. 
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(C,—P) over u,, fo verhalt fid, ba C,C, in M, C,P in K hale 
birt wird, C,M:C,C,=C,K:C,P, es ift alfo (C,—P) oder 
u, [| d, alfe / cu, =/ cd, folglid) “c,u,—=/7 cu,. Wahlt man 
ftatt d, d’ irgend eit anderes Paar conjugirter Ourchmeffer, und zieht 
zu dem die Curve nicht ſchneidenden eine Barallele v, durch C,, welche 
bie Hyperbel in Q fchueidet, fo ijt ebenfo / cv, —/ cu,, und fo 
bet jedem anderen Punkt. Es ift alfo Strablbifdel C,,c,u,v,...- 
== Strabhlbiifdhel C,,cu,v,.... Jedes Paar anderer Strahlbüſchel 
ift alfo nad Lehrſatz 19., da Gleichheit nur ein fpecieller Fall von 
Conformitat ift, conform, und zugleich find, ba der zweite ber in 
Lehrfak 57. aufgejtellten Gage eine nothwendige Folge ves erften 
war, bie entfprechenden Strablen der rechten Winkel in jedem beliebi- 
gen Paar Strahlbüſcheln einander parallel. Aus dem fo eben Gefag: 
ten, und Lehrſatz 40. rechts, Lebrfas 41. und Erklärung 30. erhält 
man alfo ben 

859. Lehrfak. Die Curve h’ ift eine gleidfeitige Ho- 
perbel; und umgefebrt: 

Yn jeder gleidfeitigen Hyperbel entftehen an den End— 
punkten jedes Durchmeſſers als Sdeiteln ein Paar gleide, 
entgegengefegt verlaufende, tn jedem andern Baar Punkten 
ein Baar conformer Strahlbüſchel, in denen die entſprechen— 
ben Strablen der redhten Winkel parallel find. Bere 
zwei Tangenten werden bon den ibrigen conform gefdnit- 
ten. Diefe Punktreihen verlaufen einftimmig, wenn bie 
bie Punftreiben enthaltenden zwei Tangenten an demſel— 
ben, entgegengefegt, wenn fie an verfdiedenen AWeften der 
Hoperbel liegen. 


Um die Curve h ju unterfuchen, conftruiren wir eine gleidfeitige 
Hyperbel, welde mit h die groge Are AB, Fig. 139., gemein hat. 
Man überzeugt fidh dann genau auf dviefelbe Weife, wie es fiir Kreis 
und Ellipſe an Fig. 135. gegeigt worden war, bag die Langenten an 
Jo, und oe’, an vd, und vd’, u. ſ. w. fic) in demfelben Punft von 
8 ſchneiden, und überhaupt, dag die Curve h mit der fo befdriebenen 
gleichſeitigen Hyperbel affin in perfpectivifcdber age ift fiir s als 
Ure. Es iſt alfo: 

A’de, = Bw’, 

A’ fe! — Bi’, 
conftant. Da nun die Afymptoten fowohl ber Curve h, als der gleich- 
feitigen Hhperbel nak § 10. Lehrfag 3. homologe Gerade der beiden 
Shfteme find, und b ein Uffinitatsftrahl ift, fo find die Endpunfte 
C, CO’ der Heinen Halbaren BC, BC’ homologe Punkte ber Affinität. 
Nennen wir nun bie Halbare MA — MB a, fo ift bei der gleichfei- 
tigen Hyperbel BC’ auch — a; bei der Curve h beige die Lange BC b 
Syed alfo a und b nicht bie Scheitel-Tangenten bedeuten); e6 ijt dem⸗ 
Had: 
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A’db! = Bw’, =o a” 
Nun ift die Halbe zur Axe s ſenkrechte Sehne y eines jeden Punktes 


ver gleichfeitige: Hyperbel, wenn ber Fußpunkt der Sehne y vom 
Mittelpuntt M um die Stree x entfernt ift, bejtimmt durd das Gefeg 
x2 y2 = a? ober y = yx2— a2; bezeichnen wir die auf demfelben 
—— y liegende halbe Sehne dex Curve h mit y’, fo 


ift alfo: + = alſo ift: 
y= =. Vx?— a?; 
2 x\? Vr i 
— (=)'—G)'=1. 
Riehen wir durch C eine arallele zur Axe s, welche die gleidfeitige 
Hyperbel in dem Punkte F’, trifft, und ziehen burch F, eine Sent- 
rechte zu s, deren Fuppuntt F heiße, und welche die Curve h in F, 
ſchneidet, und verfabren ebenjo. an bem anberen Gurvenafte, woburd 
man ben Buntt F, anf s erhilt, fo ijt leicht gu feben, dag MF, 
= MF, fein mug. €8 yas nn MF, =MF,=e. Suchen wir 
bie Durchſchnitispunkte D,, D, der Polaren d,, d, der Punfte F,, 
F,, fo bat man: 
e-+a:e—a= 2a—BD, : BD, 
cher: 2e:e—a= 2a : BD 
alfo: AD, = BD 1 =—(e —a). 
Riehen wir durch irgend einen Punkt T, von d, eine Parallele gu s, 


welde die h in den Punkten P, Q ſchneidet, und dann von Fi, F, 
aus die Leitſtrahlen p,, p., fo iſt: 


F,P? = F,N?2-+ NP2, 

oder, ba NP = ~ VMN? — a2 = =. — FN)? —a? iſt, 
pA=F N24 2 (0+ F,N)?— 

we FN? +4 2° eF N+ So" «bt. 

Nun ift FF’, eine halbe Sehne in dev afeichfitigen Hyperbel, alfo: 


FS’, = YMF? —a?, d. h. es ijt b= Ve?— a2, alfo a2 + b? 
— e2, und daber e? — 92 = b?; 


affo ſt p2—= SF,N24 225 eF,N+ 2 
=(%-FN+ 2) 

alfo, da mur pofitive Werthe fiir p, ftatt haben fonnen: 

e-F,N + b? 


one 











Py. 


352 S11. Entwidelung ber Legelſchnitte. 


Ebenfo ergtebt fic: 
b?\2 
pp=(2-F.N—2). 
Da nun fowohl ce, al FN größer ift als b, fo folgt hieraus: 


__ e-F,N —b!? 
— a 


Ferner ift T,P = BD, + BN = — (e—a)+e—a+F,N 





293 -FLN+b?. 
—— — + F,N=--—; 

und T,P = AN— AD, = F,N — (e—a) —— (e—8) 
2__ 92 .F.N— b2 
= F,N—SoY 2 oe, 


G8 verhalt fide alfo: 
, pu: TP Sea}, p55 TP = 6 ¢ 4, 


ober: p,:T,P=—:1; pai T,P = —: 1; 

und zwar ijt hier, ba e = Ya? + b? ift, —> 1. 

Gs ift alfo: p,—p,=—(T,P —T,P) = — (AB— 2BD,) 
= + [2a—2% (e —a)|] = 2a; 


alfo: Po— Py = 2a. 

Gs ift bemnad auch bier die Differeng der Leitftrablen p, und p, 
conftant, alfo bie Gurve h, ba die Heine Halbaze nicht gleich der 
grofen ijt, eine gemeine Hyperbel. Bon dem umgefehrten Gage, daß 
in einer folchen zwei conforme Strahlbüſchel entftehen, wenn man eine 
Anzahl von Curvenpuntten mit zwei andern verbindet, überzeugt man 
fic) ebenfo wie bet ber Ellipſe mit Hilfe der leicht nachzuweiſenden 
Uffinitat zwiſchen gleidfettiger und gewöhnlicher Hyperbel. Wir können 
jedoch den bem Lehrſatz 54. analogen nicht fo allgemein ausfprechen, 
alg diefen. Es hatte fich nämlich gezeigt, daß die Curve, welche von 
einem Baar einftimmig verlaufender gleider Strahlbüſchel erzeugt 
wird, die Cigenfdaft bat, daß alle Paare Strahlbüſchel in ihr gleich find 
(f. Lehrſatz 27). Es kann daher in der Curve, bie man erbalt, wenn 
man durch zwei einſtimmig verlaufende conforme, aber nicht gleiche, 
Strahlbüſchel eine ſolche entſtehen läßt, niemals ein Baar Strahlbü—⸗ 
ſchel gleich ſein, denn ſonſt wäre dieß nach Lehrſatz 27. mit allen der 
Fall, während doch der Vorausſetzung nach, wenigſtens ein Paar nur 
conform, und nicht gleich ſein kann. Läßt man aber eine Curve durch 
ein Paar gleicher entgegengeſetzt verlaufender Strahlbüſchel ent- 
ſtehen, fo find nad) Lehrſatz 27. nicht jede zwei beliebige Paare Strahl⸗ 
büſchel gleich, wohl aber ſind nach Lehrſatz 19. alle conform. Man 
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fann fic) bemnach bie Curve h’, d. §. die gletchfeitige Hyperbel, auch 
burd) conforme, aber nicht gleiche, Strahlbüſchel entftanden denfen; 
over: Läßt man eine Curve durch entgegengefest verlaufende gleiche 
Strahlbüſchel entftehen, fo erhalt man bejtimmt eine gleichfeitige Hy- 
perbel, [aft man aber eine Curve durch einftimmig ober entgegengefest 
verlaufende nicht gleiche Strahlbüſchel entfteben, fo wird man im All. 
gemeinen eine gemeine Hyperbel erhalten; es fann fich aber auch treffen, 
bag man eine gleichfeitige erhalt, wie man fic) 3. B. die gleichfeitige 
Hyperbel, Fig. 138., durch die nicht gleidhen, fondern nur conformen 
Strahlbüſchel P und Q, oder D, und Q entftanden denfen fann. 
Man muß daher fagen: 7 


60. Lebrfak. Die Curve h ift ftets eine Hyperbel, 
und gwar im All(gemeinen eine gemeine Hoperbel, fie fann 
aber auch eine gleidhfeitige Hyperbel fein. Und umgefebrt: 

Jn jeder Hoperbel entftehen conforme Strahlbüſchel, 
wenn maueine Anzahl von Curvenpunkten mit gwet anbdern 
verbinbdet; diefe Strahl biifdel verlaufen einftimmig, wenn 
ibre Scheitel an demfelben, entgegengefegt, wenn fie an 
verfdiedenen Gurvendften liegen. Es entftehen ferner 
conforme PBunftreiben, wenn man mit einer Anzahl von 
Tangenten zwei andere fdnetdet; diefe Punktreiben vers 
faufen einftimmig, wenn ibre Ridtungen Tangenten an 
pemfelben, entgegengefegt, wenn ihre RNidtungen Tans 
genten an verfdiedenen Curvenäſten find. 


Gs ijt mun nod die Curve p gu unterfuden fibrig. Es fet 
Sig. 132. c. 133.c. der Punkt © der Durchſchnittspunkt von zwei an 
fie gelegten Langenten, Lud die Beriibrungsfehne, fo ift alfo & ber 
Pol von (%— vw), und nach Lehrfag 50.7) liegt S anf einer durch 
ben Mittelpunkt N von &vVs nad dem unendlich entfernten Curven⸗ 
punkt gebenden Geraden. Es tft nm, ba Y der Pol von (& — vd) 
ift, wenn wir den unendlich entfernten Bunt auf o in Fig. 132. c. 
und auf s in Gig. 133. c. mit oo bezeichnen, Punktreihe o/Zb’N oo 
und Punftreihe s,2AN oo harmoniſch, e8 mug alfo DA’ = NA’; TA 
= NA fein. Dan erbalt alfo den : 


61. Lehrfag. Iſt in ber Curve p von irgend einem 
Punkte L’ aus eine Parallele o’ zur Axe 8, undirgend eine 
Gebhne vvds parallel der Langente a im Punkte L’ gezogen, 
fo liegt ber Durchſchnittspunkt & der Tangenten in &, Ws, 
ebenfo weit von &’ entfernt, als ber Mittelpunkt N der 
Sehne. Cin Gleiches gilt fir die Axe s und ben Sdeitel 
A felbft. Fig. 132.c. 133.¢. 


Iſt mun Ld irgend eine Sehne, die von ber Axe s halbirt wird und 
auf thr fentrecht fteht (f. Lehrſatz 51.7); Erflarung eee fo ift alfo 2N 
—EN, HN = bN, / NE = / NE, alfo A EN& & /\ EN, 

Weiffenhorn, Profection. 23 
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folglih LA —= rvs. Dit nun o irgend eine andere Langente, welche die 

Taugente a in ®, die 6 in Q fcbneidet, fo ijt, weil nad Lehrjag 27. 

Erflarung 30. und Lehrſatz 41. in ber Curve p jede zwei Cangenten 
Ee wh 

von ben übrigen proportional getheilt werben, = = ober * 


=> Da nun Tb = w= ift, fo folgt, daß aud AF = 29, alfo 
aud) Sb = vd9 fein mug. 8 find alfo die Punftreihen auf a, 6 
nicht nur proportional, fondern gleich. Cin Gleiches läßt fic anf 
piefelbe Weife von jeden zwei folden Langenten geigen, deren Berüh— 
rungéfebne auf ber Ure s fenfrecht fteht und von ihr balbirt wird. 
Zugleich ift leicht gu fehen, daß nur ſolche Langenten die Eigenſchaft 
haben, gleich getheilt gu werten. Denn würde 3. B. die Dangente 
a und c ebenfalls gleich getheilt, fo mitgte alfo, menn © ber Beriih- 
rungépuntt von c ift, Pb = CH fein. Zöge man nun die Sehne LC, 
halbirte jie in N’, und zöge (—N’), fo ginge dieſe Gerade nab 
Lehrfag 50. y) burd ben unendlich entfernten Bunft der Curve p. Sn 
ben Dreieden PN’ und EN’C ware dann EN’ — EN’, PL — PC, 
JoN’ = ON’, fie waren alfo congruent, alfo and) / ANG = / CN'®, 
alfo jeder ein Rechter. Zugleich ftinde nach Lehrfag 50. y) vie Tan- 
gente in bemjenigen Gurvenpuntt, in welchem (£— N’) die p fcbneicet, 
ſenkrecht auf — und alle dieſer Tangente parallelen Sehnen 
würden bon (P—N) halbirt; es gäbe alſo auger s noch eine Gerate 
(R- N'), welche die Eigenſchaften ber Axe beſäße, was gegen Lchr- 
fag Ol. y) ftreitet. Man ſieht alfo: 


62. Lehrſatz. Bu ber Curve p entftehen auf ferden 
gwet Langenten a, 6 beren Durchſchnittspunkt S auf der 
Wre s liegt, aber nur auf foldhen, gleihe Punttreiben. 


Legen wir an den Scheitel A der Curve p eine Tangente, fo ſteht 
dieſelbe fenfredht zur Axe nach Lebrfag 51.7); legt man Tangenten 
an folde zwei Gurvenpuntte, deren Beriihrungsfehne von der Are s 
halbirt wird, jo bemerkt man ſogleich, dag der von ihnen eingeſchloſſene 
Winkel 7% um fo Feiner werden mug, je weiter die Sehne 214, 
dig. 133. 0., vom Scheitel entfernt liegt. Läßt man alfo in der Vor. — 
ftellung die Sehne Avs immer näher an A heranrücken, fo rückt auch 
= immer näher an A, ber / af wird immer größer, bis envlich, 
wenn Av nad A fommt, alfo & und mit A jufammenfalfen, 
der Winkel ab in einen geftredtten Hbergeht. Es muß demnac einen 
Punkt D geben, wo die Langenten einen rechten Winkel bilden. Die — 
Berührungsſehne diejer Tangenten heife P,P. Fig. 140.; iby Mittel- | 
puntt F, jo iſt alfo nad) Lehrfag 61. AD = AF, und ba / P,DP, 
= 1R ijt, itt 7P,\ DF =/P,DF =4R, alfo FP, =FP,=—DF; 

iP,a= 2DF. Suchen wir die Polare d von F, fo muf fie burd 
D geben, weil fic) die Tangenten an P, und P, bier ſchneiden, und 
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jugleich fenfrecht guv Ure s ftehen, ta P,P. in F halbirt wird und 
P,—P,)- 8 ift. Legt man nun irgend eine andere Sebne (Q,—Q,) 
durch F und zieht (Q,—R,), (Q,—R,) parallel gur Are s, fo bag 
beibe die Polare d des Punktes F begiiglih in R,, R, fchneiden, und 
zieht dann (Q,—A), (Q,~A), welche die d beziiglid in S,, 8,, 
ſchneiden, fo läͤßt fic) fogleich beweifen, bag S, mit R,, 8, mit R, 
jnfammenfallen mug. enn legt man die Tangenten an Q,, Q,, 
fo mug ihr Durchſchnittspunkt Z auf d Tiegen, nad Lehrfag 34. B., 
ba (Q, —Q,) durdh F geht. Iſt mn Q,L die Halfte der durch 
Q,,Q,N die Halfte ber durch Q, fenfredht gur Uxe gezogenen Sebne, 
{dneidet die (Q,—R,), (Q,—-R,) die Scheiteltangente a begitglid 
in X, Y, und trifft die Langente in Q, die a in U, die Are so in B,, 
trifft ferner bie Tangente in Q, die a in V, die s in B., fo ift 
nad Lehrfag 61. AB, = AL; AB,= AN. Zugleich ift aber AL 
—XQ,, alfo aud) XQ, = AB,; ebenfo ift AN = YQ,, alfo aud 
YQ,=AB,. G8 ijt alfo in ben Dreieden XUQ, und AUB, die 
Seite XQ, = AB,, /Q,XU = /B,AU, /XQ,U = / ABU, 
ajo A XUQ, & A AUB,, folglih XU = AU; ebenfo ift A YVQ, 
~ A AVB,, und aljo YV=AV. Wlfo ift aud 
R,Z=8,2; R,4=8,2Z. 

Nach Lehrſatz 19. ift aber, wenn wir den unendlich entfernten Curven⸗ 
puntt durch oo bezetchnen: 


Strahlbüſchel Q,,Q,co ZA W A,Q, 0 Qy8; 


alfo, wenn der Durchſchnittspunkt von (Q,—Q,) mit d durch T bes 
jeihnet wird, Punktreihe dTR, ZS, d,$,D8, 0 (wo jetzt oo ben 


unendlich entfernten Bunft von d bedeutet), ober zk. 73, = sb} 
ober, ba ZR, = ZA, ift: 
=35 ) 


Da mn (Q,—Q,) ober r durch den Pol F der Polaren d gebt, fo iſt 
1TQ, FQ, harmoniſch. Mit dieſer Punktreihe aber liegt fiir ben vom 
unendlid) entfernten Curvenpunkt herfommenden Parallelſtrahlbüſchel 
perfpectivifd die Punktreihe d, TRi DR,, ferner liegt mit ihr fir den 
Strahlbüſchel A, TQ, FQ, perfpectivife die Punktreihe d,TS,DS,. 
Beide find demnach harmonifd, und es ift: 

TR, TR,, TS, _ TS, ,; 

DR, DR,’ D8, DS," 





Aus der Gleichung rechts folgt mun fogleid i = sD G8 war 
aber aud) nad t+) ie = -, alſo ift = = asi folglid TS, 


= TR,; alfo fallt S, mit R, gufammen. Da nun Punttreige d, TR, 
DR, ud dTS,DS. harmoniſch find, und S, mit R, zuſammen⸗ 
23° 
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faltt, mug aud S, mit R, j3ufammenfallen. Zieht man durch P,, 
P, Genfrechte auf d, welche diefelbe bezüglich in M,, M, ſchneiden, 
und fodann (P, - A), (P.— A), fo gehen dieſe ebenfo durch M,, M,. 
Dieß ergiebt fich auch fofort: denn weil DF in A balbirt wird, und 
d|jajj/(P, — P,) ift, fo ijt, wenn man den nod unbefannten Durch⸗ 
ſchnittspunkt von (P, - A), (P,— A) mit d bezüglich durch W,, W, 
bezeichnet, W,A=P,A; W,A=P,A. G8 ijt alfo in ben Dreieden 
W ,AD, P,AF, W,A=P,A, DA=FA, /W,AD= / PAF; 
alfo find fie congruent, folglid DW,— FP,= FP,—DM,; ebenfo 
ift DW, — DM,; alfo fallt W, nab M,, W, nah M,. Suchen 
wir nun bie Bolare des Punktes M,, denfen uns alfo von M, zwei 
Tangenten an die Curve gelegt und die Berührungsſehne gezogen, 
fo mug nad Yebrfag 50.7) diefelbe parallel ber Sangente in P, 
fein, indem eine von M, nach dem unendlich entfernten Curvenpuntt 
gezogene Gecante die Curve im endlichen Punkt P, fcneidet. Ferner 
mug aud die Bolare von M, burd F geben. Denn, dba F ver Pol 
von d ift, fo ift, wenn man eine Gerade m, von M, nad EF giebt, 
Punftreihe m,,.K, FKM, (wenn K, ber gweite Durchſchnittspunkt 
von (F—M,) mit der Curve ift) barmonifh. Der dem Punft M, 
gugeordnete barmonifcde mug aber auch auf der Bolaren von M, fid 
befinden. Wlfo mug diefe durch F gehen. Es muß bemnac die 
Polare von M, einmal parallel der Tangente in P, fein, und fodann 
durch F gehen. Biehen wir nun durch F eine Gerade m, parallel 
zur Tangente bes Punktes P,, fo ijt diefelbe alfo die Polare von 
M,; fodann aber auc) mug fie purh M, geben. Denn nach der 
Borausfegung ift “P,DP, = 1R; FP, — FD, alfo /“ DPF 
— 4R. Es mug demnach auc die Polare m, von M, mit (P, —P.) 
einen Halben rechten Winkel bilden. Mun ift aber, dba FP, — FD 
nad der BVorausfegung ijt, und and FP,= DM, ift, aud DM, 
= DF, aljfo “£ DFM, = 4R; e8 gebt alfo die Bolare m, bes 
Punktes M, burd) M,; ebenfo geht bie Polare m, des Punktes M, 
durch M., oder M, ift ber Bol bon m,, M, der Pol von m,. Nad 
Lehrfag 44. entfteht nun im Punkt F als Scheitel ein etnftimmig 
involutorifder Strablbiifdel. Gn vemfelben find alfo m,, m, ein 
Paar entfprechender Strahlen. Bugleid) find s und t ein Paar ents 
ſprechender Strablen. Mad der Vorausfeyung ift mm / st = 1R; 
ferner ift “M,FD oder /m,s=4R, und / M,FD over /m,38 
=4R, alfo /m,m,=—1R. G8 ftehen alfo gwet Baar entfprechen- 
ver Strablen ‘der Involution, s, t; m,, m, auf einander fenfredt. 
Folglich tft dieß nach § 4. Lehrſatz 8. mit jedem Baare entfprecdender 
Strahlen der Fall, oder die Gnvolution ift eine rechtwinflige, Da 
nun, wie wir oben faben, R,\Z=8,Z, R,Z=S,Z war, und S, 
mit R,, S, mit R, identiſch ift, fo ift alfo R,Z=—R,Z, d. h. es 
ift Z te Mitte ber Strede R,R,. Ferner war AU = 4AX, ober 
AU =4R,D, und) AV=4AY=4RB.D, alfo UV=4(R,D+R,D) 
oder UV = PR R,, alfo UV =R,Z=—R,Z. Biehen wir nun von 
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F nad) U und V Gerabe, fo milffen diefelben auc) durch R,, R, 
gehen, bent es verhält fic, wenn wir ben unbefannten Durchſchnitts- 
punft von (EF —U) mit d durch W bejeidbnen: FA: AU = FD 
:DW. Es ift aber FA = 4FD, AU IR, D, alfo 4FD:4R,D 
=FD:DW; aljfo DW=R,D; e8 fdneidet alfo die (F-b) 
bie d in R,, und ebenfo (F—V) died in R,. Qn dem Biered 
UVZR, ift mm UV gleich und parallel R,Z, alfo ift daffelbe ein 
Parallelogramm, folglih (F—R,) oder n, parallel der Cangente 
(Q,—~Z) am Punkte Q,. Defgleichen ift bas Viereck UVR,Z ein 
Parallelogramm, vba UV gleich) und parallel RZ ift. Da ferner 
(F-R,) | (Q,- Z), (F-R,) || (Q, —Z) ft, fo ift auch das Viereck 
FVZU ein Parallelogramm. Suchen wir nun die Polare des Punttes 
R,. Diefelbe ift bie Beriihrungsfehne der beiden von R, an die 
Curve zu legenden Langenten. Biehen wir ferner von bem Durd- 
ſchnittspunkte R, dieſer beiden Langenten eine Gerade nad bem un⸗ 
endlid) entfernten Curvenpunkt, fo muß die Tangente bes in endlicher 
Cntfernung gelegenen Durchſchnittspunkts dtefer Geraden mit der 
Curve nad Lehrſatz 50.) parallel zur Polaren des Punktes KR, fein. 
Die von R, nach vem unendlid) entfernten Curvenpuntt gehende Gee 
rabe ift aber (R,—Q,); bie Zangente in Q, ift (Q,—Z), und nad 
Lehrfag 48. fann e8 feine gmeite bie Curve berithrende Gerabe 
geben, welche dtefelbe Richtung hatte, wie (Q,— Z); es mug alfo die 
Polare von R, parallel (Q,—Z) fein. Bugleid mug die fraglice 
Bolare durch Ff gehen, wobon man fic, ba F der Bol von d ift, und 
R, auf d liegt, ebenfo itberzeugt, wie oben davon, daß die Polare 
von M, durch F geben mufte. Nun fahen wir aber, dag (F—R,) 
| (Q, ~Z) war; ba fie auc durch F geht, fo mug fie alfo bie 
Polare von R, fein. Auf diefelbe Weife Uberzeugt man fic) auch, 
bap (F—-R,) die Polare von R, fein mug. Es find alfo (F—-R,) 
ub (F—R,) oder n,, n, ein Paar entfpredhende Strablen der 
Snoolution an F nach Yebrfag 44. Da diefelbe aber rechtwinflig 
ift, fo muß / n,n, = 1R fein. Es ift alfo in dem Parallelos 
gramm EVZU ber Winkel UFV = 1R; alfo ift baffelbe ein 
Redhted, und aud /“ FVZ IR, und / FUZ = 1K. Ferner 
wird ſowohl FR, in V, als FR, in U balbirt. Es tft alfo in ben 
Dreiefen FQ,V und R,Q,V, 7 Q,VF =Z7 Q,VR, IR, 


Q,.V=Q,V, VEF=VR,,, alfo find fie congruent; deßgleichen iſt 
ad A FQ,US/AR,Q,U: G8 ift demnad FQ, = R,Q,; 
FQ, =R, Gs ift alfo der fenfrechte Abftand irgend eines 


Curvenpunkts 0, Q,, etc. von ber Geraden d gleich der Entfernung 
bom feften Punkt F. Nennen wir nun die Strede P,P,:p (hier 
nicht gu verwedfeln mit der Bezeichnung der geſuchten Surve, jo ift 
FD = tp, FA=AD= Ip. Es ift daher unfere Curve eine Pa⸗ 
tabel mit bem Parameter p, und bem Brennpuntt F. Bejeichnen wir 
ferner FQ, durch p, fo ift: 

e:R,Q,=1:1. 
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Gs heiße ferner AN: x; NQ,:y; fo ift alfo, ba FQ, — R,Q, und 
FQ, =VFN? + NQ?=V(x— tp)? + 2; 8,Q.=R,Y¥+ YQ, 
= DA + AN = jp+-x ift; Vx—ip)?+ y?=ip +, oder: 
x — $px + yep? + y? = rcp? + 4px + x” 

oder: y? = px, 

und y = \/px. 

Man überzeugt fic nun auch leicht von der Umkehrung. Nämlich: 
Unf dieſe eben ausgeführte Weife findet man, bag in der Parabel fiir 
jeden Punkt die Gleichung y — Ypx gilt. Suchen wir jegt ben 
Winkel a, den eine Sehue (Q,— Q’) gweier auf derfelben Sette ver 
Axe gelegener Punfte mit ver Wre bildet, Fig. 141. Der Winkel a 


wird offenbar erhalten, wenn wir burd Q, eine Parallele gur Axe 
jieben. Heit nun NQ,:y, N’Q’:y,; AN: x, AN’: x,, fo ift offenbar: 
— — 
tang « = x,—x X,—-x %,--x — yx,2— yx? 
— —Ve-(Vx1--Vx)_ VP 
(Vxq — Vx) (Vx, + Vx) Vx, +Vx 
Segen wir x, =x, fo geht der Winkel a über in den Winkel +, den 
bie Tangente des Punts Q, mit der Axe macht, und es wird alfo: 








— — — 


x 
p+ 4x 
Ferner ift DN = — == * = = 2x. Iſt nun P irgend ein anderer 


Parabelpuntt, und die Tangente an ihn gezogen, welde die Tangente deé 
Puntts Q, in T,, die von Q, in T,, die Axe in EB fchneidet, und 
nennen wir, wenn eine durch P ſenkrecht auf bie Are gezogene Gerare 


biefelbe in M trifft, AM: x’, fo ift alfo AE = 2x’, tang cma 2, 


tangr = 4/2; alfo sin 7 = — cops = 2- 








sino = V2, cos ¢ = 2 — Wie man ſogleich ſieht, ift 


mm DQ,=—DQ,. Ferner ijt im Dreieck DET,: / DT,E=/ ¢ 
—T, und es verhält fid) in ifm. DT,: DE = sinc : sin (c — 7) 





oder DT, : (x—x’) => :sin (¢—r). Es ift aber sin (¢ —r) 


= sino -cost—cosc-sint ober: 


wn (¢—_r)=l/_?_.o/ _* V3: — 
51n (o t) V= 4x’ 2) - + 4x 2 p + 4x’ Vet 


a —— — — 








— P = —— 
=2V praj@ray VE—V); 
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alfo haben wir 


: oe Pp .¢ = — P 
DT, @—x) =V Fo 2012) aa 


. a ee, ee 
ober: DT, : Vx + yx aa 


alfo ift: DT, = 4Vp + 4x (yx-+ yx’. 

Nun ift DQ, = YDN?-+ NQ? = V2x? + px = yx Vp + 4; 

affo: Q,T,=DQ,— DT, =yx Vp+ 4x — 4(Vx +x") Vp ++ 4x 
= (Vx — yx’) Vp + 4x. 


om Dreieck DET, hat man ebenfo: DT, : DE = sinc «sin [180 
—(¢ + 7) oder: DT, :(x-—x’) = since :sin(c¢ +1); und ba 


sino +) =2) orm ray V+) &, 


; -Vx —Vxi'— 4-2 

fo bat man: DT, : Vx — yx —— 
alfo: DT, = $(Vx — yx’) yp + 4x. 

Es ijt aljfo Q,T, = DT; alfo anh DT, = Q,T,. G8 find alfo 
die Dangenten von Q., 4. durch eine beliebige dritte proportional 
gefheilt unb zwar iſt bie Theilung eine gleiche. Es bilden alſo die 
Durchſchnittspunkte aller Tangenten mit den Tangenten in Q, und Q, 
gleiche Punktreihen anf ben legteren. Gleiche Punktreihen find aber 
immer proportional; folglich entftehen nach Lehrſatz 27. auf jeden zwei 
beliebigen angenten ein Paar proportionale Punktreihen. Wir fbn- 
nen alfo nuit Rückſicht auf Lehrſatz 40, und 41. fagen: 


63. Lehrſatz. Die Curve p tfteine Parabel. Und um: 
gekehrt: 

In jeder Parabel entſtehen zwei einſtimmig verlau— 
fende conforme Strahlbüſchel, in denen ein Paar ent— 
ſprechender Strahlen parallel ſind (nämlich die nach dem 
unendlich entfernten Punkt gerichteten, und mit der Axe 
parallelen), wenn man eine Anzahl beliebiger im End— 
lichen gelegener, ſowie ben unendlich entfernten Punkt mit 
beliebigen zwei anderen Curvenpunkten verbindet. Zu— 
gleich werden jede beliebigen Tangenten von den übrigen 
proportional getheilt; und auf jeden zwei Tangenten, die 
ſich auf der Axe ſchneiden, entſtehen gleiche Punktreihen. 


Kreis, Ellipſe, Hyperbel und Parabel find nun diejenigen Curven, 
die bereits von den Alten als „Kegelſchnitte“ bezeichnet werden, weil 
fie fich durch Schnitte, die durch einen Kegel mit kreisförmiger Baſis 
gelegt werden, entſtanden denfen laſſen. Schneidet man nämlich einen 
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geraben Regel*), deffen Grundflache ein Kreis ijt, parallel gu diefer, 
fo erhalt man einen Kreis als Schnittfläche, wie aus ber Stereometrie 
befannt ijt. Schneidet man einen Kegel von ber angegebenen Befdaf- 
fenbeit fo, daß der Schnitt, ohne der Bafis parallel gu fein, ren 
Mantel bes Kegel KAHL durchfdneidet, Fig. 142.0, fo entfteht eine 
nicht freisfirmige Schnittfigur ACPB. Durd den Mittelpuntt M der 
Geraden, die den tiefften Punkt A mit bem höchſten B, verbindet, fege 
man einen Sreis parallel bem Grundfreije HL; fo muß rerfelbe vie 
fragliche Curve in zwei Punkten fchneiden, deren vorderer C ijt. Nun 
ift bie Ebene ber Gurve ACPB, und die Ebene des Kreiſes UCV 
fenfredt guy Ebene AKB oder HKL, alfo ift and) die Durchſchnitts— 
gerade MC fenfrecht auf berfelben; e8 ift alfo MC fowobl fentredt 
auf AB, alé fenfredht auf UV. Es ift nun MC fein Halbmeffer des 
Kreijes UCV, da M nicht fein Mittelpuntt ift, alfo ift MC < LUV. 
Denkt man fich nun vor A und B aus bezüglich auf die Verlinge- 
tung von VU und auf die Strede MV bie Lothe AX, BY gefällt, 
fo ift in den Dreieden AMX, BMY: AM=—BM, /(X =—/Y 
=1R, (/M=/ M, alfo A AMX & A BMY, alfo AX = BY. 
Su ben Dreieden AXU, BVY ift nun AX—BY, / X= / Y=iIR, 
£ AUX (= / KUV)=/KVU, alfo A AXUS A BVY, alſo 
XU = VY, folglic + UX = UY+ VY over XY = UV, 
over MX + MY=—UV. Mun ift im rechtwinkligen Dreieck AXM 
bie Kathete MX fleiner als bie Hypotenuſe AM, ebenfo im Dreied 
BYM bie MY < MB, alfo MX + MY <MA + MB ober 

< AB, alfo aud) UV < AB, daher 4UV < AB, folglich MC 
< 4UV <4AB, oder MC < 4AB; es ift alfo MC << MA unb 
<MB. Schlägt man daher von Cans mit MA als Halbmeffer in 
ber Ebene ber Figur ACPB einen Kreis, fo ſchneidet derjelbe die AB 
in zwei Buntten F, EF’, und es entftehen zwei rechtwinklige Dreiede 
FMC, FMC, und es ift CF? = MF2-4+4MC2, on F und F 
giehen wir nad) einem beliebigen Curvenpuntt P Leitſtrahlen FP, FP, 
fallen von P aus auf die AB ein Goth NP und legen durch NP 
einen Kreis SPT parallel gum Grundtreife HL. Dann ift offenbar 
FP? = FN? + NpP2; FP? — FPN? + NP2, ober F 2 == (FM 
+ MN)?-+ NP2, und FYP2 — (MEF’— MN)? + NP2, ober E’P? 
= (MF — MN)? + NP2, Da nun NP fentrecht auf dem Durdymeffer 
ST bes Kreifes SPT fteht, fo ift NP2—=SN.TN. Gs verbalt jid 
aber SN: UM=AN:AM; TN: VM =BN:BM und ba AN = 
AM + MN, BN = BM— MN = AM—- MN ijt, SN: UM = AM 
+ MN: AM; TN: VM = AM— MN: AM; baber ift: 


*) Die Kegelſchnitte laſſen fid) übrigens aud ans hem ſchiefen Kegel ableiten, 
wortiber wir 3. B. auf: , Robert Gimfon’s drei erfte Bilder von ben Kegel⸗ 
idnitten, itberfegt von 3. B. Caner. Lilbingen 1809”, fowie auf die bortref flide 
Bearbeitung ber fieben Bücher itber Kegeljdnitte von Apollonius hurd H. Ba lf am. 
Berlin 1861. & 11, 12., 13., verweiſen. Hier fol, um nidt gu ausführlich gn 
werden, mur die Whleitung aus dem geraden Kegel erwähnt werden. 
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__ AM+MN __ AM—MN- 
gn = “ES. MU; TN = “4 uy, 


alfo, ba im Rreife UCV MC UV, alfo MU-MV = MOC? ift, 


NP? =SN-TN = “4 —** . cz; 


‘ A? —.- 3 
folglich: FP2 = (MF + MN)?+ a .MC?; 
FP? = (MF — MN)? "A'S". MC2; 
Da ferner MC2 — CF? — MF? = MA?2— MF? it, 
fo ift aud): FP? (MF + MN)2 + ae .(MA2—MF*2), 
FP? = (MF — MN): — -(MA?—MF?2), 


Werden (ME + MN)? im Ansdruce fiir FP2, und (MF — MN)? im 
Ausdrude fir F’P?, auf ben Nenner MA? gebracht und die Klam⸗ 
mern aufgeldft, fo ergiebt ſich, nachdem man die fich aufhebenden Glie⸗ 
ber geftrichen bat: 

yp? — MA‘+2-MA?-MF-MN + MF? -MN? | 








MA2 ? 
MA‘— 2-MA%. MF-MN + MF3. MN# 

F’P2 — eee i 
oder: FP2 = eae) }’P2 — — 9 
aſſo: FP SES, OPP eS, 
ober: FP =MA+“".MN; FP =MA—_-MN; 
alſo: FPFP2 . MA MA + MB; 
ober: FP + FP = AB. 


Die Curve ACPB ift alfo eine Ellipſe mit ber grofen Are AB, ben 
Brennpunften F und F’, und ber fleinen Halbaxe MC. — Regt man 
den Schnitt parallel ber Axe bes Kegels, alfo fenkrecht auf den die 
Grundfläche bildenden Rreis HL, fo ſchneidet er ſowohl den eit 
faden Stegel HKL, al8 aud) den Scheitelfegel HKL’, Fig. 142. b. 
Zieht man durch die Spike K des Kegels eine Genkrechte auf die 
Ridtung bes Schnittes, welche diefelbe in M trifft, und ſchneidet dann 
bon M aus auf AB eine Gtrede MF — ME’ = KA = KB ab, fo 
bag, weil KA = KB = YMA?-+ MK? iſt, anf MF = ME’ 
= VMA2 + MK? wirb, fo ergiebt fid) Folgendes fiber die Natur der 
Curve AP. Man jiehe von F und FY nach irgend einem ihrer 
Puntte P die Leitftrablen FP, F’P, ziehe von P eine Gentrechte PN 
auf AB, und lege burch NP einen Kreis SPT parallel dem Grund- 
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freife HL. Nun ift FP? = FN2+4 NP2; FYP2 — WN? + NP?; 
ober FP? = (MN-—MF)?-+ NP?; F*P?= (MN + MF)?-++ NP?. 
Susie ijt NP?=—SN-TN, und es verbalt fic) weiter SN: AN 
= MK: MA; TN: BN = MK: MB; over SN : MN — MA 


= Y MF2— MA?:MA; TN: MN + MA = yMF?— MA2: MA. 

MN2— MA? ' 
alfo ift NP?=— SN-.TN = ee eee folglid 
FP? = (MN — MF)? -++ =. -(MF2— MA?); FYP2=—= (MN 
+ MF)? + “= .(MF?—MA2). Werden dieſe Wusoriide 
auf ben gemeinfamen Nenner MA? gebradht und die ſich bebenden 


Glieder geftricen, fo bleibt: 
pps — MA‘—2?-MA?-MF. MN + MF?.MN? 





MA } 
Fp? — MAt+2-MA?.MF-MN -+ ME?- MN? 

MA? 
— Fp⸗ — Ny Pp? — (eee + MF- MN)", 
oder: FP? (ra MN)’; FP? =(MA+*".Mn).. 
Oa mn MN> MA, und > 1 ift, die Musdriide fir FP, FP 
aber pofitiv fein — ſo folgt aus dieſen beiden Gleichungen: 

FP = . NAMA; PPM. MNAMA; 

folglich: FP—FP=—2-MA= MA + MB; 
oder : FP — FP = AB. 


Die Curve tft alfo eine Hyperbel mit der grofen Are AB, einer Hei 
nen Halbaxe von ber Lange MK, den Brennpunkten F, FY. Legt man 
ben Schnitt fo, tag MK — MA wird, fo erhalt man eine gleichfeitige 
Hyperbel. — Legt man endlich, Fig. 142. c. den Schnitt dure den Kegel 
Jo, bag ex ber einen Seite, 3. B. KH parallel ift, sieht PN | AN, 
unb legt durch PN einen Kreis parallel der Grundflade HL, fo ift 
NP2=SN-TN. G8 ift aber oo RA; ferner verbalt ſich TN 


: AN = RA: KA; alfo iff TN = * . AN. Man bat alſo: 
RA? 
NP2 — KA : AN, 
Nun ift RA fowohl, als KA eine conftante Grife, folglic& and 
— Es bedeutet aber — eine Gerade, von ſolcher Länge, daß 
RA die mittlere Proportionale zwiſchen ihr und KA iſt. Bezeichnen 
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wir bie Lange biefer Linte, bie fich fofort conftruiren läßt, mit p, fo 
ift alfo NP2= p-AN, ober: 


NP = yp- AN. 
RA? 


Die Curve ift alfo eine Parabel mit bem Parameter p= — 


Es laſſen fich alfo Kreis, Ellipſe, Hyperbel, Barabel durch 
Schnitte, welche durch einen geraden Kegel gelegt werden, erhalten. 
Umgekehrt giebt es unzählig viele Kegel, aus denen man ſich einen 
gegebenen Kreis, oder eine gegebene Ellipſe, Hyperbel, Parabel, ge⸗ 
ſchnitten denken kann*); man bezeichnet deßhalb dieſe Curven mit dem 
gemeinſamen Namen: „Kegelſchnitte“**). Man kann alſo ſagen: 


64. Erklärung. Kreis, Ellipſe, Hperbel, Parabel, 
werden unter bem Namen „Kegelſchnitte“ zuſammengefaßt. 


Faſſen wir nun den Inhalt ber Lehrſätze: 19., 21., 22., 27., 29., 
41,, 42., 48., 53., 54., 55., 56., 59., 60., 62., 63., gufammen, fo ers 
balten wir als Refultat unferer bisherigen Unterfuchung, und als 
Untwort auf die im Anfange diefes Paragraphen aufgeworfene Frage, 
ben wichtigen: 


65. Lehrſatz. Die Pro- 
jectionsftrablen zweier pro- 
jectivifd Tiegenben confor- 
men Punktreihen berihren 
allemal einen Regelfdnitt 
(nad Lehrſatz 5., 30., 41., 42., 
53., 54., 59., 60., 63., 64). 
Die Mimtungen der urs 
fpringliden Punktreihen 
berühren denfelben eben— 
falls (Lehrſatz 23.) und jede 


65. Lehrſatz. Die Pro— 
jectionspunkte zweier pro— 
jectiviſch liegenden confor— 
men Strahlbüſchel liegen 
allemal auf einem Kegel— 
ſchnitt (nad Lehrſatz 5., 30., 
41., 42., 633., 54., 59., 60., 63., 
64). Die Scheitel der ur— 
ſprünglichen Strahlbüſchel 
liegen ebenfalls auf dem— 
ſelben (Lehrſatz 23.) und an 


zwei Tangenten a,b bes Keel jeden zwei Curvenpunkten 


Da die Entwickelung dieſes Sates gu weit führen würde, verweiſen wir 
auf Schlömilch's: „Grundzüge einer wiſſenſchaftlichen Darſtellung der Geometrie 
des Maaßes“. Zweiter Theil. § 37., wo dieſe Verhältniſſe erörtert find. 

**) Da ſich bie Curven aus einem Kegel geſchnitten denken laſſen, fo ſieht man, 
bak, wenn man irgend einen Punkt Z irgend eines aus bem Kegel geſchnittenen 
Kreiſes mit ber Spitze bes Megels verbinbdet, dieſe VBerbindungsgerade durch etnen 
Bunt W bes Rreijes, der Cllipfe, Hyperbel, Parabel geben muf. Nimmt man ins- 
befonbere ben Kreis XZY fo an, daß er gwifden ber RKegelfpige und dem einen 
Scheitel ber Curve liegt, ftellt man fid ferner K als einen Puntt vor, in bem fid 
bad Ange eines Beobachters befindet, fo fann man fagen: ber Kreis XZY verbedte 
hie Ellipſe, Parabel, Hyperbel. Halt man alfo bite Erflarung 3. in § 1., ober die 
Crilirung 1. in § 6., gum Theil (inbem erft gu unterfuden wire, ob and im 
Raume, wenn bie Verbindungsgeraden homologer Puntte durch denfelben Puntt 
pres bie Durchſchnittspunkte homologer Gerabder auf berfelben Geraben liegen) feft, 
jo ms mat fagen: bie Kegelſchnitte peyea mit bem Kreis in Projection unb zwar 
im Raume. 
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gelfdnitts werben von ben 
ibrigen conform getheilt 
und gwar fo, daß allemal 
bem Ourdfdnittspuntt (a:b) 
auf ber einena, b, ber Berüh— 
rungspuntt vw, & auf der 
anberen b,aent{pridt (nad 
Lehrſatz 19, 21, 22); und 
umgefebrt: 

Wuf jebdem Paar Tangens 
ten a, b, eines Kegelſchnittes 
entftehen, wenn man fie 
burd beliebige andere ſchnei— 
det, conforme Punktreihen; 
bie Durchſchnittspunkte (arc), 
(b:c) jeber Zangente c mit 
ben beiden gefdnittenen find 
auf biefen ein Paar ents 
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fpredender Punkte; dem: 


Durchſchnittspunkte (a°b) 
auf a entfpridt ber Berüh— 
rungspunft w% auf b, bem 
Durchſchnittspunkt (ab) auf 
bentfpridtbder Berührungs— 
punft & aufa (nad Lebr- 
fag 53., 54., 59., 60., 63., 
64.). 
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A, Bentftehen, wenn man fie 
mit ben übrigen verbinbet, 
conforme Strablbifdel, und 
gwar fo, ba allemal ber 
Berbindungsgeraden (AB) 
in bem einen A, B, vie Be: 
ribrungsgerabe 6 « in dem 
anderen B, A entfpridt 
(nad Lehrſatz 19. 21., 22.); 
und umgelebrt: 

Un jedem Paar Punften 
A, B, etnes Segelfdnittes 
entfteben, wenn man fie mit 
beltebigen anderen durd 
Gerabe verbindet, conforme 
Strahlbüſchel; die Verbin— 
dungsgeraden (A- O), (B—C), 
jedes Punktes C mit den 
beiden Punkten A, B, find 
an diefen ein Baar entfpre- 
chender Strablen; der Ber- 
binbung8geraben (A—B) an 
A entfpridt die Berührungs— 
gerabe 6 an B; ber Verbin— 
bungSgeraben (A—-B) an B 
entjpridt bite Berührungs— 
gerade « an A (nad Lehrſatz 
53., 54, 59., 60., 63., 64.). 


Und im Befonderen hat man, wenn man fic bet Wusdritden: „ein⸗ 
ſtimmig“, ,entgegengefegt” an bie Erklärung 1. Halt, den 


66. Lehrfag. a) Die Pro- 
jectionsftrablen gweter pro- 
jectivifd® CTiegenbden, con: 
formen, einftimmig verlaus 
fenden Bunftreiben berith- 
ren entweber einen Kreis, 
ober eine Gllipfe, ober eine 
gleimfeitige ober gemeine 
Hyperbel. Die Ridtungen 
der urſprünglichen Punkt— 
reihen berühren dieſelben 
Curven, und zwar, wenn die 


Curveeinegleichſeitige oder | 
Hoperbel tft, bes | Hyperbel ift, liegen fie auf 


gemeine 


66. Lehrfak a) Die Pro- 
jectionSpunfte zweier pro- 
jectiviſch liegenden, confor: 
men, einſtimmig verlaufen— 
ben Strahlbüſchel liegen 
entweder auf einer Ellipſe, 
Parabel, oder auf einer 
gleichſeitigen oder gemeinen 
Hyperbel. Die Scheitel der 
urſprünglichen Strablbafdel 
liegen auf derſelben Curve, 
und zwar, wenn die Curve 
eine gleichſeitige oder gemeine 


rühren fie dieſelbe an dem®@| demſelben Curvenaſte (nad 
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ſelben Curvenaſte(nach 
Lehrſatz 53., 54., 59., 60.). 
Sind die Richtungen der bei— 
den urſprünglichen Punktrei— 
ben parallel und verläuft die 
eine Derfelben von links nad 
rechts, bie anbere bon rechts 
nach links, fo ift bie erzeugte 
Curve allemaal ein Rreis 
oder eine Gllipfe (nad 
Lehrſatz 29.) unb bie Rich— 
tungen ber urfpritngliden 
Punftrethen find Tangen— 
ten an den Endpunften eines 
Durdhmeffers (naw Lehr— 
fag 48.); und umgefebrt: 
Werden irgend zwei Tan— 
genten eines Kreiſes, einer 
Cilipfe, zwei dvenfelben 
Gurvenaft etner gleidfeiti- 
gen, einer gemetnen Hyper— 
bel berührende Tangenten 
von beliebigen anderen ge— 
ſchnitten, ſo entſtehen auf 
den erſteren allemal pro— 
jectiviſchliegende, conforme, 
einſtimmig verlaufende 
Punktreihen; werden insbe— 
ſondere die parallelen Tan— 
genten an den Endpunkten 
eines Durchmeſſers eines 


Kreiſes ober einer Gllipfe | 
von beliebigen anberen ges | 


ſchnitten, fo entftehben anf 
ibnen allemal 3wet conforme 
Punftrethen, don denen die 
eine bon links nach redts, 
bie anbere bon redhts nad 
links verläuft (nad Lehr— 
ſatz 53., 54., 59., 60., 48.). 

B) Die Projectionsſtrah— 
len zweier projectiviſch lie— 
genden, conformen, entge— 
gengeſetzt verlaufenden 
Punktreihen berühren ent— 
weder eine gleichſeitige oder 
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Lehrſatz 53., 54., 69., 60., 
63). Cine gleidhfeitige Hy— 
perbel entftebht ndmlic alles 
mal, wenn bite entfpredens 
ben Strablen ber redten 
Winkel in den urfpriingli- 
hen Strablbifdeln parallel 
jind (nad Lehrſatz 59.); und 
um gefebrt: 
Werbenirgendszwet Punkte 
einer Ellipfe, Barabel, zwei 
Puntte auf dbemfelben Curs 
venaft einer gleihfettigen 
ober gemeinen Hoperbel 
mit beliebigen anberen Cur» 
venpunkten verbunbden, fo 
entftehen an den erfteren 
allemaal zwei projectivifd 
liegende, conforme, einftim» 
mig verlaufende Strahlbü— 
ſchel (nad Lebrfag 53., 64., 
59.,60.,63.);in jeder gleich— 
feitigen Hyperbel find in 
jedem Baar fo entftandener 
conformer Gtrablbif del 


i dte entfpredenbden Strablen 


ber entfpredmenben redter 
Winkel parallel (nach Lehre 
fag 59.). 


B) Dte Profectionspuntte 
zweier projectivifd liegen— 
den, conformen, entgegen— 
geſetzt verlaufenden Strahl— 
büſchel liegen entweder auf 
einer gleichſeitigen oder ge— 





866 


emeine OHhperbel Die 
idtungen der urfpringli- 
men Punktreihen berithren 
piefelben an verſchiedenen 
Gurvendften (nad Lebrfag 
59.,60.). Gind bie Rid. 
tungen ber urfpringliden 
Punktrethen parallel und 
verlaufen beide gugleich don 
links nad rechts ober zu— 
gleich von rechts nach links, 
ſo iſt die erzeugte Curve 
allemal eine gleichſeitige 
oder gemeine Hyperbel (nad 
Lehrſatz 29.) und ble Ride 
tungen ber urfpringliden 
Punftreiben find Tangen- 
ten an den Endpunften eines 
DOurdhmeffers vberfelbeu 
(nad Lehrſatz 48.); und um— 
gekehrt: 


§ 11. 


Werden gwel, eine gleich: 
fettige ober eine gemeine 
Hyperbel in verfdtedenen 
Curvendften berührende 
Tangenten von beliebigen 
anberen gefdnitten, fo ents 
fteben auf erfteren alle- 
mal projectivifd liegende, 
conforme, entgegengefegt 
verfaufenbde, Punktreihen; 
werden ingbefonbdere dite 
parallelen Zangenten an 
den Endpunkten eines Durch— 
meffers einer gleidfeitigen 
oder einer gemeinen Hyper— 
bel ‘bon beliebigen anberen 
gefdnitten, foentfteben auf 
ihnen allemal zwei projec. 
tivifd liegende, conforme 
Punktreihen, bie beibe gus 
gleich von links nach rechts 
oder zugleich von rechts nach 
links verlaufen (nach Lehr— 
fag 59., 60., 48.). 
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meinen Hyperbel; auf einer 
gleichſeitigen Hyperbel 
dann, wenn die entſprechen— 
den Strahlen der entſpre— 
chenden rechten Winkel pa— 
rallel find (nad Lehrſatz 59.), 
Die Scheitel der urfpriing: 
lichen Strahlbäſchel liegen 
auf verſchiedenen Curven— 
Gjten derſelben (nach Lehr— 
fatz 59., 60.); und umge— 
kehrt: 

Werden ir gend zwei auf 
verſchiedenen Curvenäſten 
einer gleichſeitigen oder ge— 
meinen Hyperbel liegende 
Punkte mit beliebigen an— 
deren durch Gerade verbun— 
den, ſo entſtehen an erſteren 
allemal zwei projectiviſch 
liegende, conforme, entge— 
gengeſetzt verlaufende 
Strahlbüſchel (n ach Lehr— 
ſatz 59., 60.); iſt die Hyper— 
bel eine gleichſeitige, ſo ſind 
in jedem Paar ſo entſtande— 
ner conformer Strahlbüuͤ— 
{hel bie entfpredenbdben 
Strablen der entſprechenden 
rechten Winkel parallel (nad 
Lehrſatz 59.). 
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vy) Die Projectionsftrah- 
fen zweier proportionalen 
Punttreiben berühren alle 
mal eine Barabel, und dte 
Richtungen ober urfpring- 
liden Punttreiben find Tan— 
genten an berfelben Curve. 
Ginbd fie insbeſondere gleid, 
fo geht bie Axe der Bara: 
bel durch ibren Durch— 
ſchnittspunkt (nad Lehr— 
fag 63.); und umgefebrt: 

Yedes Paar Tangenten 
an einer Barabel wirb von 
beliebigen anderen propors 
tional getheilt; jebe zwei 
fim auf der Axe ſchneiden— 
pen Cangenten einer Paras 
bel werden von beliebigen 
anberen gleidh getheilt (nad 
Lehrſatz 63.)*). 
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y) Die Projectionspuntte 
gweter gleihen Strahlbü— 
fdel fliegen, wenn fie ein— 
ftimmig verlaufen, allemal 
auf einem Sretfe; und’ bie 
Scheitel der urfpriinglicden 
Strablbifde!l find Buntte 
beffelben Rreifes (nad Lehr— 
fag 53.); wenn fie entges 
gengefegt verlaufen, fo liegen 
bie Projectionspunkte alles 
mal auf einer gleidfeitigen 
Hyperbel, und bie Scdeitel 
ber urfpringliden Strahl— 
büſchel liegen in ben End— 
punften eines Ourdmeffers 
(nad Lebrfag 59.); und ums 
gelebrt: 

Berbindet man irgend 
zwei Punkte eines Rreifes 
mit beliebigen anderen, fo 
erbalt man allemal ein Paar 
gleicher, einſtimmig verlau— 
fender Strahlbüſchel (nach 
Lehrſatz 53.); verbindet man 
die Endpunkte eines Durch— 
meſſers einer gleichſeitigen 
Hyperbel mit beliebigen 
Punkten derſelben, ſo erhält 
man allemal ein Paar glei— 
der, entgegengefegt verlau— 
fender, Strahlbüſchel (naw 
Lehrſatz 59.)*) 


8 12. 
VBeftimmungsftide ber Kegelſchnitte. 


Aus dem vorigen Paragraphen ergtebt fic) nun fogleid Folgens 
bes: Nach § 11. Lehrſatz 65. erhält man allemal einen Megelfcnitt, 
wenn man bie Projectionsftrahlen zweier projectivifd liegenden, cons 
formen, Punttreiben 3ieht, und auf ihnen je den dem Durchſchnittspunkte 
entfpredenden Punkt ſucht. Es ijt alfo ein RKegelfdnitt durch zwei 
conforme Punftrethen vermige § 11. ehrjag 20., 21., 22. vollftdndig 


*) Mt. f. Steiner's: „Syſtematiſche Entwidelung her Abhängigkeit geome⸗ 
triſcher Geftalten von einander“, Seite 144., Seite 141. 
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beftimmt unb es giebt, ba in conformen Gebilden jedes Element bes 
einen nur ein eingiges entfprechendes bed anderen Gebildes bat, nur 
einen eingigen Segelfchnitt, ber von ihnen ergeugt wird. Die Gonfor- 
mitat zweier Punftreihen aber ift nad § 2. Lehrſatz 12. bereits durd 
bret Punkte beftimmt. Zieht man alfo zwei beliebige Gerade a, b, 
Fig. 130. a., und ſetzt feft, bag dieß zwei Tangenten an einem Megels 
ſchnitt fein follen, fo fann man nod bret andere Gerade c, d, e, will 
fiirlich giehen, nur fo, daß nicht drei ober mebr ber fiinf Geraden a, 
b, c, d, © durch einen und penfelben Punkt gehen, wegen § 11. Lehre 
fay 25., und feftfegen, bag auch fie denfelben Kegelſchnitt berithren 
follen. Damit dieß möglich ijt, mug der Durchſchnittspunkt (a-c) als 
bem (b°c), (ad) als bem (bd), (a-e) als bem (b-e) entfpre 
denb angenommen werden. Sede fernere Cangente f aber ift nicht 
mehr willfirlic), denn fie mug fo befdaffer fein, bag bie Durch⸗ 
ſchnittspunkte (a°f), (b°f) entfpredende Bunkte der conformen Puntt- 
reiben a,(a°c)(a°d)(a‘e); b,(b*c)(b°d)(b°e) find. Es ift alfo 
ber Kegelſchnitt durch die fiinf beriihrenden a, b, c, d, e vollftandig 
beftimmt. Ebenſo erhalt man nad § 11. Lehrſatz 65. allemal einen 
Kegelfcnitt, wenn man die Projectionspunkte zweier projectivifd lie 
genden conformen Strablbiifdhel ſucht. Dian kann alfo, Fig. 130. b., 
zwei beliebige Punkte A, B annehmen, und feftjegen, dak fie Punkte 
eines Segelfchnittes fein follen; auferdem aber fann man nod drei 
beliebige Puntte C, D, E, jedoch fo, dag micht drei oder mehr der 
fiinf Puntte A, B, C, D, E auf einer und derfelben Gerabden fliegen, 
annebmen, umd feftfegen, dag aud) fie Curvenpunkte defjelben Repel: 
fcbnitted fein follen. Weiter aber fann man feinen Punt willfirlid 
annehmen. Denn, wenn man A und B mit C, D, E verbinbet, fo er- 
balt man an A und B bret Strablen, und nad § 2. Lehrſatz 12. 
giebt e6 gu jedem vierten Strahl (A-F) des Biifchels A nur einen 
eingigen genau beftimmten Strahl (B- F) des Büſchels B von der 
Befchaffenheit, bag beide entfprechende Strablen ber conformen Strabl- 
büſchel A.A — C) (A- D) (A - E); B(B- C) (B—D) B- B) fint. 
Der Kegelſchnitt ift alfo durch bie fiinf Punfte A, B, C, D, E voll: 
ftindig beftimmt. Man erhält alfo den 

1. Lehrſatz. Cin Kegel 1. Lehrfag. Cin Regel- 





fnitt iſt burd fünf Tan— 
genten vollſtändig beſtimmt, 
oder: 

Jede fünf, in derſelben 
Ebene liegende, Gerade, 
von denen nicht drei oder 
mehr durch einen und den— 
ſelben Punkt gehen, können 
ſtets von einem, aber nur 
von einem einzigen Kegel— 
ſchnitt berührt werden. 


ſchnitt tft durch fünf Cur— 
venpunkte vollſtändig be— 
ſtimmt, oder: 

Durch jede fünf, in der— 
ſelben Ebene liegende, 
Punkte, von denen nicht drei 
oder mehr auf einer und 
derſelben Geraden liegen, 
kann ſtets ein, aber nur ein 
einziger Kegelſchnitt gelegt 
werden. 
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Wie man auf einer Geraden s den dem Punkt C’, einer Punktreihe 
g entfprechenden Punkt C, findet, ijt in § 11. an Fig. 109. a., 109. a’. 
geseigt worden. Das Verfahren war, wie man fic) erinnern wird, folgen- 
bes: Man zog, Fig. 109. a., bie Gerade [(s°b,)—(s’*a,)] oder n, und 
projicitte auf fie von (a,*b,) aus den Puntt C’, mittelft der Gera 
ben x, nad) ©,, und fodann projicirte man von (a,°a,) aus dieſen 
Punft ©, mittelft ber Geraden y auf s nad C,. Man ſieht, dieſes 
Verfahren iſt nichts anderes als die Auflöſung der Aufgabe: wenn 
fünf Tangenten s, s, a,, az, b, eines Kegelſchnittes gegeben find, 
eine ſechſte Tangente c, oder (C,—C’,) gu finden. Ebenſo wie c, 
wird aud) jebe folgende Langente gefunden und gwar nur mit Hiilfe 
der zwei feften Punfte (a,-b,), (a,°a,) und der feften Geraden n,. 
Um in einem Strahlbüſchel S ben dem Strahl c’, eines Strahlbüſchels 
S’ entfprechenden Strahl c, gu finden, verfubren wir fo, Fig. 109. b., 
109. b’: Wir fudhten ven Punkt ((S-B,)-(G’—A,)] oder N, und 
projicitten von ibm aus mittelft ber Geraden c, den Strahl c’, auf 
bie Gerade (A,—B,) nach X, (f. § 1. Erflarung 3.) und ſodann 
projicirten wir ben Punkt X, von N, aus auf dte Gerade (A,—A,) 
nad Y und zogen (S—Y), fo war bieR ber gefuchte Strahl c,. 
Diefes Verfahren ift nichts anderes, als, wenn fiinf Punkte S, J 
A,, A,, B, eines Kegelſchnittes gegeben find, einen fechften Punkt C, 
oder (c,°c',) gu finden. Ebenſo wird jeder folgende Puntt mit Hiilfe 
ter feften Geraden (A,—B,), (A, ~A,) und des feften Punttes N, 
ere Man fann aus diefer Conjtruction offenbar ben Gag abs 
eiten: 


2. Lehrſatz. Dreben fid 


2. Lehrſatz. Bewegen fid 
tie Eden C,, O',, ©, eines 
verinderliden Dretfeits 
X,yc, auf dret feften Gera- 
den 8, 8, n,, und breben fid 
jugleich gwet Geiten deffel- 
ben, x,, y um bie feften 
Punkte (a,°b,), tea a) in 
derfelben Ebene, fo berührt 
allemal bie britte Geite c, 
einen Kegelſchnitt. Fig. 
109. 4.*) 


bie Seiten c,, c',, ¢, eines 
veränderlichen Dreieds 
X,YC, um drei fefte Punkte 
5,89, N,, und bewegen fid 
zugleich zwei Eden deffel- 
ben, X,, Y auf ben feften 
Gerabden (A,—B,), (A,—A,) 
in berfelben Ebene, fo liegt 
alfemal bie britte Ede C, 
auf einem Kegelſchnitt. Fig. 
109. a’.*). 


Der Lehrſatz 1. ſcheint darauf hinzudeuten, als ob ein Kegelſchnitt 


durch fünf Elemente überhaupt beſtimmt werde. 
daher, ob ſich dieß in der That ſo verhält. 


Wir unterſuchen 
Dazu ſind jedoch zwei 


Lehrſätze nothwendig, die erſt bewieſen werden ſollen. 
Es ſei pqabe ein beliebiges, einem Kegelſchnitt umgeſchriebenes 


*) M. ſ. Steiner's: „Syſtematiſche Entwickelung rc. Seite 171. 


Deißenbornu, Projection. 
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vollftindiges Fünfſeit, Fig. 143. a., und (p*q) (q*a) (a*b) (b°c) (c'p) 
oder FA’QPC eines der von ibm erzeugten einfachen Fünfſeite ober 
Fünfecke. Man kann ſich nun jederjeit eine ſechſte Langente d gezo- 
gen denken, welche die p in D, die q in D’ ſchneidet. Dann iſt nad 
§ 11. Lehrſatz 65. Punktreihe p ABCD A Punttreibe qA BCD 
und gwar fliegen fie projectivifd. Nach § 5. Lehrjag 2. aber ligt 
fich jederzeit eine dritte Punktreihe n finden, bie fowohl mit p als 
mit q perfpectivifd liegt. Denn es entfteht dann ein vollſtändiges 
Sedhsfeit pdqabc, und CDD’A’QP ijt eines ber einfachen von ihm 
gebildeten Gechéfeite oder Sechsecke. Nach § 5. Lehrſatz 6. ſchneiden 
fic) nun bie Diagonalen (C—A’), (D- Q), (D’— P) in einem und 
pemfelben Punfte ©. PBrojicirt man alfo vie Punftreibe pABCD von 
Q ans auf (C—A’) ober n nad n, AbCO und die Punftreibe 
q A’B’CD’ von P aus auf n, fo erbalt man diefelbe Punktreihe 
nAwCO. Es ift alfo Punftreihe n,AXSCO fowohl mit Punktreibe p 
fir bag Centrum Q, als mit Punktreihe q für bas Projectionscen- 
trum P perfpectivife. Um nun ben dent Punkt (p+q) over F ter 
Reihe p entfpredenden Punkt FY der Reihe q yu finden, fuchen wir 
erft ben dem Punkt F entfpredhenden Bunkt F¥ auf n, indem wir F 
von Q aus nach F projiciren, und bann den dem Punkt F auf n ent 
ſprechenden Punkt F’ auf q, indem wir ¥ von P and anf q nab F 
projiciren. Ebeuſo findet fic) (indem man P mit Q, p mit q ver: 
taufdt) ber bem Punkt E’ der Reihe q entfpredende Punkt EE ver 
Reihe p. Nad § 11. Lehrſatz 65. ift aber EF’ der Beriihrungspuntt 
ber Tangente q, E der Berithrungspuntt der Tangente p. Rugleid 
find (F-—Q), (C— A’) ober h, n gwet Diagonalen des Fünfecks 
FA’QPC, und (P—F) ober 1 bie Berbindungsgerade ber fünften 


Ede P mit bem Berithrungspunft FY ber gegeniiberliegenden Seite q; 


biefe drei Verbindungsgeraden ſchneiden fic) alfo in einem und dem- 


felben Punt F. Ebenſo ſchneiden fic tie Diagonalen (E’ — P), 
(C—A’) oder k, n und bie Verbindungsgerade (Q— HE’) ober m ber 
fünften Gde mit bem Beriihrungspunkt E’ der gegeniiberliegenten 
Geite p in einem und bemfelben Punfte €; und man fieht, daß dieß 
eine nothwendige Folge von § 11. Lehrfag 65. und § 5. Lehrfag 6. 
ijt. Es fei ferner, Fig. 143. b., PRABC ein beliebiges, einem Segel- 
fchnitt eingefdriebenes vollſtändiges Fünfeck und (P-—Q) (Q- A) 
(A-B) (B- C)(C—P) ober fa’gpce eines der von ihm erzeugten 
einfaden Fünfecke oder Fiinffeite. Man nebme einen beliebigen fechften 
Punkt D ves Kegelfdnittes an, fo erhalt man nad § 11. Lehrſatz 65. 
ein Baar conforme Strahlbüſchel; e8 ift nämlich Strahlbüſchel P,abed 
A Strahlbüſchel Q,a’b’c’'d’. Nad § 5. Lehrfak 2. giebt e& nun immer 
einen Strablbiifdhel N,a’’cd, ber fowohl mit dent Büſchel P ale mit 
Q perfpectivifd liegt; man braudt nämlich nur die Gerabe 3 zu 
fuden, anf der nad § 5. Lehrſatz 6. bie Durchſchnittspunkte (c - a), 
(d-q), (d’*p) bed einfachen Gechsfeits cdd’a’gp liegen. Um mm 
den dem Strahl f des Büſchels P entfpredenden Strahl f’? des Bi- 
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ſchels Q gu finden, braucht man nur mittelft des Punktes (f+ q) ober 
H ben Strahl f auf den Strabl ¢ des Büſchels N gu projicirer und 
den Strahl f mittelft bes Punktes (> p) oder L auf den Strabl f' 
bes Büſchels Q; fo ijt f’ bem Strahl f entfprechend. Auf gleiche 
Beife findet fic) der bem Strahl e’ im Büſchel Q entfprechentve 
Strahl e im Bijdel P. Nah § 11. Lehrſatz 65. find aber f’, e 
Zangenten in Q, P. Ferner liegen der Conjtruction zufolge im Fünf— 
feit fa’qpc bie Durchſchnittspunkte ber Gegenfeiten (f:q) und (c' a) 
oper H und N mit bem Ourdfdnittspuntte (p-f’) oder L ber finf- 
ten Seite p und ber Tangente f’ in der gegenitberliegenden Ede Q 
auf einer und derſelben Geraden (; ebenfo fliegen (e’>p), (c° a’) 
oder K, N mit bem Durdjchnittspuntte (q-e’) ober M der finften 
Seite q unb der Langente e im gegentiberliegenden Punkte P auf 
citer und derfelben Geraden ¢; und man überzeugt fic) aud) bier, daß 
dieB eine nothwendige Folge von § 11. Lehrſatz 65. und § 5. Lehr⸗ 
fag 6. ift. Man ſieht alfo: 


3. Lehrſatz. Bei jedem 3. Lebrfak. Bei febem 
cinem Regelfadnitt umges | einem Kegelſchnitt einge— 
fdriebenen Fünfeck FA’QPC | fdriebenen Fünfſeit faqpe 
ſchneiden fic trgenbd zwei fliegen bie Durchſchnitts— 
Diagonalen h, n (k, n, etc.) | punfte H, N, (K, N, etc.) irs 
und bie Berbindungsgerabe | gend zweier Gegenfeiten 
] (m, etc.) bes jedesmaligen und ber Durchſchnittspunkt 
finften Punktes P, (Q etc.) | L (M, etc.) ber jedesmaligen 
mit bem Berührungspunkte ſünften Geite p (q etc.) mit 
I" (E’, ete.) ber gegenitber- | ber Langente f’ (e’ etc.) tn 
liegenben Seite q (p etc.) | ber gegeniiberliegenden Ede 
allemal in einem und beme| Q, (P etc.) allemal auf einer 
jelben Punkte F (€ etc). | und berfelben Geraden f 
vig. 143. a. | (e ete.). Fig 143. b. 


Man bemerkt fogleich die Wnalogie, welche zwiſchen diefem und 
rem Lehrfag 43. in § 11. befteht. Zugleich fieht man, daß ber leg: 
tere anch uimgefehrt werden fann. Denn nach § 5. Lehrſatz 7. werden 
it einem Gechsfeit, in weldem die Diagonalen der erften und vierten, 
zweiten und fiinften, britten und ſechſten Ecke fic in einem und dem- 
felben Punfte ſchneiden, allemal zwei Seiten von ben vier übrigen 
conform gefcbnitten; folglich fann nad § 11. Lebrfag 65. ftets ein 
Regelfchnitt gefunden werden, ber bon dem Sechſsſeit berührt wird. 
Va ferner ein Kegelſchnitt nad Lehrjag 1. burch fiinf Langenten be- 
ſtimmt ift, fo fieht man, bag nur ein eingiger Kegelſchnitt von dieſem 
Sechéfeit berithrt werden fann. Es ergiebt fich dieß aud) ſchon daraus, 
tag in einem Sechsſeit von ber angenommenen Eigenſchaft nad § 5. 
Vehrfag 10. nicht bloß ein, fonbern jedes Baar Seiten von ben vier 
librigen conform getheilt wird, und alfo nach § 11. Lehrſatz 6D. jede 
ene Tangente deffelben Megelfchnittes ift, ber irgend ein Baar der- 
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felben, die al8 die urfpriinglichen angenommen werden, berührt. Gin 


gleiches gilt von einem Sechseck. 


Führen wit aljo der Bolljtandig- 


Feit balber bie Gage hier noch einmal anf, fo fauten fie: 


4, Lehrſatz. Bet jedem, 
einem Kegelſchnitt umge- 
fdriebenen, Sechsſeit abcdef 
fdneiben ſich die Diagona- 
fen g, h, k deverften und 
vierten, zweiten und fünften, 
dritten und ſechſten Ecke in 
einem und demſelben Punkte 
X, Fig. 130. a, und umge— 
kehrt: 

Schneiden ſich bei einem 
Sechsſeit abedef die Diago— 
nalen g, h, k der erſten und 
vierten, zweiten und fünf— 
ten, dritten und ſechſten Ecke 
in einem und demſelben 
Punkte X, ſo läßt ſich ſtets 
ein, aber nur ein einziger 
Kegelſchnitt finden, der von 
den Seiten des Sechsſeits 


4. Lehrſatz. Bei jedem, ei— 
nem Kegelſchnitt eingeſchrie— 
benen, Sechseck ABCDEF 
liegen die Durchſchnitts— 
punkte G, H, K ber erſten 
und vierten, zweiten und 
fiinften, dritten und ſechſten 
Geite auf einer und derfels 
ben Gerabden x, Fig. 130. b. 
und umgefebrt: 

iegen in einem Secéed 
ABCDEF bie Durchſchnitte— 
punfte G, H, K, ber erjten 
unb vierten, zweiten und 
fünften, dritten und fedjter 
Seite auf einer umd derſel— 
ben Geraden x, fo läßt ſich 
jtets tin, aber uur ein einzi— 
ger Kegelfanitt finden, der 
purd bie Eden ves Sechsecks 





berührt wird. Fig. 130.a.*) ' geht. Fig. 130. b.*) 


Mit Hiilfe ves Lehrfages 3. läßt fich mun leicht ein anderer Fe: 
weiſen. Es fet AUWCEDC, Fig. 144.0. ein einem Kegelſchnitt umge⸗ 
ſchriebenes Fünfeck; fo ſchneiden fic) nad) Lehrſatz 3. die Geraden 
(& —®), (B-C), (AC), oder h, n, y, wenn A der Beriihrunge- 
punft von a ift, in einem und demfelben Punkte P. Läßt man jest 
bie Ede & auger Wcht, fo bleiben nur noc vier Puntte vs, ©, @, ¢ 
fibrig. Conjtruirt man nun das durch tiefelben beftimmte volljtindige 
Biere, und gieht von P nach den Durchſchnittspunkten (c*e) und 
(b-d), (cd) und (be), (d'e) und (bc) der Gegenfeiten die 
Strablen m und m’, y und y”, bh und n; fo entſteht nach § 4. Lehrſatz 20. 


*) Der Satz rechts ift querft son Pascal in bem Fragment: ,,Essais pour 
les coniques (j. bie Vorrede) aufgeftellt worden, der in einer verloren gegangenen 
Schrift: ,,Conicoram opus completam eine vollftindige Theorie der Kegelſchnitte 
auf benfelben gegründet haben foll; ben Gat links bat guerft Briandon anfge 
ftellt. Man pflegt deßhalb ein Sechsed, durch welches ein Kegelſchnitt gelegt wer— 
ben kann, umd gewöhnlich aud) ein Sechsſeit, weldem ein Kegelſchnitt eingefdrieben 
werden fann, ein „Pascal'ſches Sechseck“ ober nad) Pascal's eigener Begeid- 
hung: ,hexagrammum mysticum gn nennen, (dentt ba bier vom einfaden 
Sechsſeit und Sechseck bie Rede ft, fo find ,,Sedhsfeit und „Sechseck“ identiſch). 
Man vergleidhe übrigens: Steiner: „Syſtematiſche Entwidelung ber Abhängigken 
geometrijdher Geftalten von einander“. § 42. Geite 150.; Chasles: „Geſchichie der 
Geometrie’, iiberfegt von Sohncke, Seite 7 -- 71, 343. 
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an P als Scheitel cin involutorifher Strahlbüſchel, Pmyhm’y"n, in 
weldem m und m’, y und y”, h und n entfpredende Strablen find. 
Ebenſo entfteht, wenn man diefelben Punkte bes vollftindigen Vierecks 
mit A verbindet, ein involutorifher Strahlbüſchel A,xyz’zy’x’, in 
welchem x und x’, y und y’, z und z’ entfpredjende Strahlen der 
Ynvolution find. Es ift demnach: 


Strahlbüſchel Pmyhm’y"n A Strahlbifdhel P,m’y’nmyh; a) 
und Strablbiifdel A,xyzz’y’x’ A Strablbiifdel A,x’y’z’zyx. 8) 
Insbeſondere folgt ans a) 
Strahlbüſchel P,hm’y’n A Strahlbüſchel Pnmyh; 

folglich ift aud: 

Punftreihe b,(b* h) (b* m’) (b* y”) (b' n) A 

Punttrethe e,(e*n) (e*m) (e*y) (e° bh), 
alfo auch 


Strahlbüſchel A,ax’y’2’ A Strahlbüſchel Aaxyz. 


Ge find aber x, x’; y, y'; 2, 2 entfprechende Bunfte der Involu⸗ 
tion 6); e8 mug bemnad, ba man fich einen involutorifden Strabl- 
büſchel als aus zweien beftebend denken fann, die auf einander liegen, 
ber Strahl a bes einen Büſchels dem Strahl a bes anderen entfpre- 
chen nad § 2. Lehrſatz 12. Es ift bemnacd a ein Hauptftrabl des 
involutoriſchen Strablbiijdels A. Es fei ferner, Big. 144., b. abode 
ein cinem Regelfdnitt eingefchriebenes Fünfſeit, und a die Cangente in 
A, fo liegen nad Lehrfak 3. die Durchſchnittspunkte (4 2), (6 °°), 
(a°c) oder H, N, Y auf einer und derfelben Geraden p. Vermöge 
pes vollftindigen Bierfeits bode entfteht nun auf p, nad § 4. Lehr⸗ 
fag 20. eine involutorifhe Punktreihe pMYNM'Y"H, deßgleichen ent- 
fteht anf a eine folche, a, XYY’X’Z’/Z. Es ift alfo: 
Punftreihe pMYNM'Y’H A Punttrethe pM Y’"HMYN; 4) 

und Punktreihe a XYY'X’Z’Z A Punktrethe a XY’ YXZZ’. 6) 
Nach a) iſt nun: 

Punktreihe p.NMB A Punktreihe pAHMYN ; 
alſo iſt auch: 

Strahlbüſchel B(B-N) (B-M’) B-YOD (B-H) 7 

Strahlbüſchel E(EB-H) (E-M) (E-Y) (E-N); 
folglich aud): 

Punktreihe aZ’X’Y’A A Punktreihe a, ZMYA. 
Gs ift demnach A ein Hauptpunkt der Gnvolution auf a. Will man 
in Gig. 144. a. den zweiten Hauptſtrahl a’ fuchert, fo hat man wegen 
8 4. Lehrfag 15. nur einen ſolchen Strahl a’ gu ſuchen, daß Strahl. 
büſchel A,axa’x’ oder A,aya’y’, etc. harmonifd tft; ebenfo finvet ſich 
per zweite Hauptpunft A’ in Fig. 144. b. auf a. Wtan hat alfo den: 
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5. Rebrfag. Wenn man; 8. Lehrfak Wenn man 
an einen Punft A eines Ke- den Berührungspunkt A 


gelfdnitts eine Tangente a einer Geraden a mit einem © 


fegt, fo ift biefelbe einer ber Kegelſchnitt befttmmt, fo ijt 
Hauptftrahlen ber Involu— | perfelbe einer ber Haupt: 
tion, dtean A entftebt, wenn 
man von ifm aus nad ben. auf a entftebht, wenn man 
fehs Durchſchnittspunkten | diefelbe mit den feds Lia: 
eines umgefdriebenen voll- gonalen eines etngefdrie: 
ftindigen BWiereds We@e | henen vollftandigen Bier: 





Strablen gieht. Fig. 144. a. feits de ſchneidet. Fig | 
————— 


4. b. 


Wir kehren nun zu unſerer Aufgabe zurück, nämlich zu unter— 
ſuchen, ob ein Kegelſchnitt außer durch fünf Tangenten oder fünf 


Punkte durch fünf andere Elemente beſtimmt fet. Dieſe können fem | 


A. a) vier Tangenten und ein Punkt; b) vier Punkte und eine Tan— 
gente; B. a) bret Langenten und zwei Punfte; b) bret Punfte und 
zwei Tangenten. Wir ftellen uns gu bem Bwede bie Aufgaben, einen 


Kegelfdnitt gu fuchen, ber fünf gegebene Clemente enthalt, 3. B. A. 


a) vier gegebene Gerade als Tangenten berührt und zugleich einen 
Punk enthalt, u. f. w., und feben gu, ob diefe Aufgaben nur eine 
ober mebrere Löſungen zulaſſen. Im erfteren Falle ift ein Kegelſchnitt 
burd) bie in Rede ftehenden fünf Elemente beftimmt, im zweiten nidt. 
Um die Aufgaben A. a) gu löſen, haben wir, wenn vier Langenten 
b, c, d, e und ein Punft A, Fig. 144. a. gegeben find, nach Lehre 
fag 5. von A aus nach ben ſechs Durchſchnittspunkten der Gegen 
feiten im vollftinbdigen Bierfeit bede bie Strablen x, y, z, 2,y,7 
gu gieben, und bie Hauptftrahlen dieſer Guvolution gu fuden (ſ. § 4 
Wufgabe 23.); jeder bderfelben a, a’ fann als die fiinfte angente 
eines Kegelſchnitts angefeben werden, der nunmebr nad Lehrſatz 1. 
vollfommen beftimmt iſt. Es giebt alfo zwei Stegelfchnitte, die bet 
Aufgabe geniigen. Ebenſo fuce man, wenn im Falle A. b) vier 
Punkte B, C, D, E und eine Tangente a, Fig. 144. b., gegeber find, 
bie Hauptpunfte der Involution, welche die Gegenfeiten des vollftin: 
bigen Bierfeits BCDE auf a bilben. Seder derfelben, A, A’, kann 
als ber finfte Punkt eines Kegelfehnittes angefehen werden. Das Auf: 
fuchen der Hauptftrahlen und Hauptpuntte fegt aber voraus, dag bie 
Guvolution eine entgegengefeste fet, was nicht immer ber Fall ft 
(f. Fig. 59.a; Fig 58.a.). Es giebt dann gar keinen Kegelſchnitt, 
welcher der Wufgabe geniigt. Man ſieht alfo: 


6. Lehrſatz. Soll ein Ree | 6. Lehrſatz. Goll ein Ke: 
gelſchnitt gefudt werden, gelſchnitt gefudt werden, 
ber vier gegebene Gerade| ber durch vier gegebene 
b, c, d, 6 berührt und gue | Punkte B, C,D, E gebt und 
gleich burd einen gegebenen | zugleich eine gegebene Ge: 





punfte ber Qnvolution, die — 
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Punkt A, welder auf Feiner ! rabe a, welde durch feinen 
ber vier Geraben b, c, d, e der vier Punfte B, C, D, E 
liegt, geht; fo gtebt e8 ent-. geht, berührt, fo giebt es 
weder einen, ober es giebt .entweber Fetnen, ober e8 
zwei Kegelſchnitte, welche giebt zwei Kegelſchnitte, wel: 
dieſer Bedingung genügen. | he dieſer Bedingunggenügen. 


Um den Fall B. a) und b) beurtheilen zu können, halten wir 
uns wieder an die allgemeinen Eigenſchaften des Fünfſeits und Fünf— 
ecks, die ſich aus näherer Betrachtung dieſer Gebilde ergeben, mögen 
ſie einem Kegelſchnitt um- oder eingeſchrieben ſein, oder nicht. Es 
ſei zunächſt abede Fig. 145. a. ein vollſtändiges Fünfſeit. Daſſelbe 
enthält drei vollſtändige Vierſeite, in deren jedem d und ⸗ ein Baar 
Gegenſeiten ſiud, nämlich die Vierſeite deeb; deea; dbea. Nad) § 3. 
Lehrſatz 17. wird im erſten derſelben die Diagonale ((dc) — (e° b)], 
ſowie ((ↄ-) — (c b)] und [(d b) — (eceo)] harmoniſch getheilt. Zie⸗ 
hen wir alſo bon (b:c) ober aus nad ben Durchſchnittspunkten 
jeder berfelben mit je ben beidben anderen bie Geraden x,, y,, ſo gebt 
y, durd ben Eckpunkt (d-c). Es entfteht alfo an %& ein harmoni- 
{her Strahlbüſchel bx, cy,. Ziehen wir im gweiten BVierfeit dcea 
vom Punkte (c:a) oder V aus Gerade nad den Punften, in denen 
bie Diagonalen [(2°c)—(e*a)], [(Q*e)—(c°a)], [aa) ( e) 
fic) ſchneiden, fo entfteht ebenfo ein harmoniſcher Strahlbüſchel 
whcx,ay,, deffen einer Strahl y, burd den Punkt (oe) geht. Zieht 
man ferner im dritten Wierfeit obea von (a*b) ober © nach den 
Punkten, in denen bie Diagonalen ((2°b)— (e:a)], [(0°¢)- (b< a), 
[((2-a)—(e*b)] fic) ſchneiden, die Geraden x,, y,, fo entfteht ein 
britter harmoniſcher Strahlbüſchel C,ax,by,. Es find alfo odie 
Strahlbüſchel 

Ho x,CO b,cx,ay,; Saxby, ; 
harmoniſch. Wegen ber Harmonie ift and wW,ax,cy, harmonifd, 
BID CX, sin CY, sINCX, sin CY, sin AX, 


denn e8 iſt — = 1, oder ——? = —=%, alſo aud - 
SINAX, sin ay, SiN ax, SID BY, sin CX, 


= "Ts oper “2; “2 — 1. Diefer Strahlbüſchel ift alfo cone 
SIN UY, SIN CX, sincy, 
form bem erften A,bx,cy,, und beide haben den Strahl c gemein, 
liegen demnach perfpectivifd; und gwar mug bie Projectionsare durd 
ten Punt (a. b) und (y,*y,) d. h. durch S und (de) gehen; es ift 
alfo per Strahl y, die Projectionsare. Da ferner der Büſchel 
Vb,ax cy, harmonifd war, fo ift dieß auch mit vay cx, der Fall; 
und, ba fie ben Strahl c gemein haben, fo ift auch vd,ay,cx, mit 
bx, cy, perſpectiviſch fiir eine Projectionsaxe 2, weldje ebenfalls 
durch (a-b) oder © geht. Es entfteht aber nach § 3. Lehrſatz 16., 
indem man bie harmonijder Strahlbüſchel &,bx,cy, und vb,cx ay, 
auf boppelte Weife in perfpectivifehe Lage bringt, ein vollftindiges 
Viered, in welchem ©, vd, & bie Durchfdnittspuntte ver Gegenfeiten 





376 § 12. BVeftimmungsftitde ber Kegelfdnitte. 


find, indem bie beiden Projectionsaxen in © convergiren. Es muß 
alfo nach § 3. Lehrſatz 17. die noch unbefannte Projectionsaze « ſo 
befchaffen fein, raf Strahlbüſchel C,vuy,z oder C,ay,bz harmonifd 
ift; e8 ift aber aud) ©,ax,by,, alfo aud) Cay, bx, harmoniſch; folg— 
lid) muß die gweite Projectionsaxe z mit x, identifd fein. ft ebenfo, 
Fig. 145. b., ein vollftindiges Fünfeck ABCOC gegeben, fo- enthilt 
baffelbe drei vollſtändige Bierede @CCB, OCCA, OBCA, in deren 
jedem © und € ein Paar Gegeneden find. Mad § 3. Lehrſatz 17. 
entftehen im erfteren, OCCB, in den Punkten [(® —C)- —B)], 
en, -(C—B)|, (@-B):(€—C)] je ein Paar harmonijder 
trahlbüſchel. Sucht man nun auf (B—C) oder « ben Punlt, in 
weldem die Verbindungsgerade jedes diefer Punkte mit je ben beiden 
anberen Durchſchnittspunkten der Gegenfeiten die « trifft, alfo die 
Punkte X,, Y,, fo liegt Y, auf (—C). Verfährt man ebenfe 
mit jedem ber anderen beiden Bierede, fo erhalt man die Puntte X,, 
Y, auf 6, X,, Y, auf oc, von denen Y,, Y, auf (O— C) liegen. 
Es find alfo harmoniſch die Punktreihen: , 
«BX CY,; &CX,AY,; oAX,BY;. 
Wegen ber Harmonie ift mun auc 6&AX, CY, harmoniſch unb, da fie 
mit «BX, CY, ben Punkt C gemein hat, mit diefer Punktreihe pers 
fpectivifh. Es convergiren alfo (X,— X,.), (Y,— Y,) auf (B-A) 
ober c, Die Gerade (Y,— Y,) ift aber (O—C), und der Durch⸗ 
ſchnittspunkt von (O — C) mit c ift Y,, e6 geht alfo (X,— X,) durh 
‘den Puntt Y,. Wegen der Harmonie der Theilung ijt aber and 
Punttreibe BAY,CX, mit «BX, CY, perfpectivifd fir ein als nod 
unbefaunt angenommenes rojectionécentrum Z, von bem wir nur 
wiffen, bag e6 auf (B—A) ober c liegt. Nach § 3. Lehrſatz 16. 
entfteht durch dieſe boppelte perjpectivifde Lage ein vollftindiges Bier: 
fett, in weldem c, 6, « bie Diagonalen find, da beide Projectionécentra — 
auf ¢ liegen. Es mug alfo nad § 3. Lehrfag 17. Punktreihe ¢, AY, BZ 
harmonifd fein. Nun ift aber AX ,BY,, alfo aud) ¢AY,BX, 
harmoniſch, alfo mug Z nach X, fallen. Man fieht zugleich, rag 
bie bisherigen, an Gig. 145. a. und 145. b. geknüpften Betrachtungen 
ben Umitand, dak das Finffeit ums, das Fünfeck in einen Kegelſchnitt 
beſchrieben fein follte, gar nicht beriidfichtigen. Es gilt daher bas jo 
eben Bewwiefene fiir jedes beliebige Fiinffeit und Fünfeck, fo bag man 
fagen fann: 


7 @ebrfag. Wenn mani FT Lebrfag Wenn man 
in einem beliebigen vollſtan- in einem beliebigen voll: 
bigen Fünfſeit abcd dieje- ftindigen Fünfeck ABCHK 
nigen bret vollftinbdigen| diejenigen drei vollftandi: 
BVierfeite deeb, cea, dbea cons! gen Bierede OCCB, ®CCA, 
ftruirt, in berenjedemodunde OBCA, conftruirt, in deren 
ein Paar Gegenfeiten find, | jedem © und€ ein Paar Ge- 
fofdnetben fic die bret Baar | geneden find, fo liegen die 
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Diagonalen x,, y,3 Xa, Yo} 
X, Yar, Von denen jedes durch 
einen ber bret Punkte (cb) 
(c:a), (a'b) ober &, %, © 
geht, gu je dreien in vier 
Punften M,, M,, M,, M,, 
und ergeugen ein vollftan- 
diges Btered M,M,M.M,, 
veffen bret Paar Gegen- 
feiten fic in &, vb, ©, ſchnei— 
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pret Baar Durchſchnitts— 
puntte ver Gegenfeiten 
Xi, Y,3 Xq, Yo} X5, Ys, von 
benen jedes anf einer 
ber drei Geraben (CB), 
(C-A), (AB) ober «, 6, « 
Ciegt, gu je dreien auf vier 
®eraden m,, m,, M,, M,, 
unb erzgeugen ein vollſtän— 
biges Vierfeit m,m,m,m,, 


ben. Fig. 145.4. in weldem a, 6, « bite bret 
DOtagonalen find. Fig. 
1.45. b. 

BVetrachten wir nun ein einem Kegelſchnitt umgefehriebenes 
Fünfſeit Fig. 145. a. und bezeichnen die Beribrungspuntte der Tan- 
genten 2, ¢ mit ©, C, und den im Gunern des Kegelſchnittes geleges 
nen Durchſchnittspunkt ber Diagonalen bes umgefchriebenen Vierfeits 
deeb mit V,, wo fic) alfo bie Diagonalen [(2°c)— (e* b)] und [(2-b) 
—(e*c)] ſchneiden, fo ift nach § 11. Lehrſatz 38. a) bie dritte Dia. 
gonale y, die Polare von V,. Bezeichnen wir ebenfo im umgeſchrie⸗ 
benen Bierfeit %cea den im Innern liegenden Durchfehnittspuntt der 
Diagonalen [(2°c)—(e*a)], [0° a) —(e*c)] mit V,, fo ift ebenfo 
bie britte Diagonale y, die Polare von V,. Berbinden wir nun 
V, und V, durch eine Gerabe, fo liegt nach § 11. Lehrfag 39. ifr 
Pol in (y,“ y2) d. h. in (Qc). Die tm Punkt (d-c) fich ſchneiden⸗ 
ben Tangenten berühren aber in ®, C. Mach § 11. Lehrfag 34. ift 
aber (O—€) die Polare von (d-c), fie mug alfo mit (V,—V.) gue 
fammenfallen, oder (V,—V,) mug burdh © und € gehen. Da nun 
y, die Bolare von V, war, jo wird (@—C) nad § 11. Lehrfag 34. 6. 
in O, V,, © und bem DOurdfcnittspunft von (©—-C) mit y, bare 
moniſch gethetlt. Zieht man alfo von %& nad © und € die Strablen 
m,, n, (fie find in ber Figur nicht gegogen); fo erhält man einen 
barmonifden Strahlbüſchel %m,x,n,y,- Da ferner y, die Poe 
fare von V, war, fo with (O—-C) in ®, V,, €, und bem Durd- 
ſchnittspunkt von (O—C) mit y, harmoniſch getheilt. Zieht man 
aljo von vo nad ® und € bie Strablen m,, n,, fo erhält man 
ben harmoniſchen Strahlbüſchel v4,m,x,n,y,. Betrachten wir ebenfo 
dig. 145. b. ein in einen Kegelſchnitt beſchriebenes Fünfeck ABCHC, 
fo ift wegen des eingefchriebenen Viereckes OCCB Y,, da es der 
Durchſchnittspunkt der Verbindungsgeraden der Gegeneden (O—C), 
(B-C) ift, ber Bol der dritten Verbindungégeraden ber Durchſchnitts⸗ 
punfte ber Gegenfeiten [(®—C)-(C—B)] und [((®—B)-(E—C)] over 
ber Geraden v,. Ebenſo ift im zweiten Viered OCCA der innere 
Durchſchnittspunkt Y, der Verbindungsgeraden der Gegeneden (O—C), 
(C-A) ber Pol der dritten Verbindungsgeraden v, der Gegenecen 
[(®—-C)-(&—A)] und (@—A)-(E—C)]. Es iſt alfo nach § 11. 
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Lehrſatz 39. (v,"v,) ber Pol von (Y,—Y,) oder von (C—O). Es 
beriihren alfo nach § 11. Lehrſatz 34. bie von (v,°v,) an ben 
Kegelſchnitt gelegten Heil d, ⸗ benfelben in O, é, Sucht man 
nun im Strahlbüſchel (v,°v,), v de den bem Etrabl V, gugeord- 
neten harmoniſchen, fo geht oerſelbe nach 8 11. Erliarung 37. durch 
den Pol von v,, d. h. durch Y,. Nennen wir die Punkte, in denen 
d und ⸗ bie « ſchneiden, vezůglich M,, N,, (fie find in ber Figur 
nicht anigegeben ) ; fo tft alfo Punktreihe a, M, XN, Y, barmonijd. 
Suchen wir im Strahlbüſchel (v,°v,), v, e ben bent Strahl v, 
zugeordneten bharmonifden, fo geht berjelbe burd) ben Bol won v,, 
d. h. — Y,. Bezeichnen wir nun den Durchſchnittspunkt von 
d, ⸗ mit 6 beziiglich durch M,, N., fo wird alfo aud Punttreige 
6M X, N, V, barmonifd. 

* Mit Diilfe viefer Bemerfungen und des Lehrſatzes 7. laſſen ſich 
nun die Aufgaben B. a), B. b) leicht löſen. Sind im Falle B. a) 
bret Tangenten a, b, c, und zwei Curvenpunkte ©, C, die auf feiner 
per Geraden a, b, c, fliegen, Fig. 146. a. gegeben, fo fommt e8 offen: 
bar darauf an, die beiben Tangenten d, e in O, C gu finden, indem 
baburd) nad Lehrſatz 1. der Regelfchnitt gefunden ware. Wir bee 
zeichnen vie Durchſchnittspunkte (cb), (c°a), (b°a) begitglic& mit 
&, vb, ©, und ziehen von zweien derfelben, 3. B. von & und vd, nad 
® und € die Strahlen m,,n,; mz, n,. Dann fommt es nad) dem 
Borigen barauf an, zwei ſolche Strablenpaare x,, y,; Xa, Yo zu 
finden, daß ſowohl Strahlbüſchel ,bx, cy, und &,m,x,n,y,, ald aud 
Strahlbüſchel vd,cx,ay, und 0b 4X04), barmonifd) ijt. Dieſe 
Wufgabe ift nad § “4. Wufgabe 23. leicht gu löſen, indem man ben 
Strahlbüſchel % als einen involutorifden anfieht, in welchem b und c, 
m, und n, je ein Paar entfpredender Strablen find, und in dtejer 
Snvolution ‘bie Hauptftrablen x,, y, ſucht. Dann ijt nad § 4. Lehre 
fag 15. fowobhl &,bx, cy, als &,m,x,n,y, harmoniſch. Ebenſo bat 
man im Büſchel wt, c und a; m, und n, al8 entfpredende Strablen 
einer Ynvolution angufehen und bie Hauptftrablen x,, y, gu ſuchen. 
Es ift nun leicht gu zeigen, daß in Folge diefer Conftruction aud am 
britten Puntte © ein Strahlbüſchel entſteht, der ebenſo beſchaffen iſt, 
wie ber in & oder in W. Da nämlich der Conſtruction zufolge 
Strahlbüſchel &,bx,cy, und w,cx,ay, ober vb,ax,cy, harmoniſch 
find und legterer mit erfteren ben Strabl c gemein bat, fo fliegen fie 
perfpectivifcd, unb zwar, ba fle barmonifd find, fitr zwei Aren x,, 
Ys, die beide burd) (b-a) ober © gehen (val. Fig. 145.a.). Es ent 
iteht alfo bet © ein harmoniſcher Strablbiifdhel C,ax,by,. Sieben 
wir ferner von © nach ® und € die Strablen m,, ng, fo (apt fid 
feicht geigen, bak aud Strahlbüſchel Cm,x,n,y, barmonif cd fein 
mug. Denn die Strablen x,, y,3 Xa, Yo ‘erjeugen ein vollſtändiges 
Vierſeit x,y,x,y,. Da nun (O—C€) daffelbe ſchneidet, fo entfteht 
auf (O — ss ch § 4. Lehrſatz 20. eine Ynvolution, indem die Durch⸗ 
ſchnittspunkte * (O-C) mit x,, V4} X,, Yos x,„ Ya (f- Fig. 145. a.) 
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ein Baar entſprechende Puntte find. Bezeichnen wir den Durchſchnitts⸗ 
pinft bon (O—C) und x, mit V,, von (O — C) und x, mit V,, von 
(®-€) und Y mit W,, von (®—¢) und y, mit W,, don (@- Cc) 
und x, mit ‘Y,, von (@ - €) und y, mit ®,, fo “ft Punktreibe 
(® — -E\,V, PV, W,2, W, involutorifd. Wegen ber Harmonie der 
Etrahlbiſchel —8 X,n vi und Vvom,X Noy, ift zugleich Punttreibe 
(© - €)OV,EW, und (O- 6) OVW, harmonif. Es find alfo 
®, € die Hauptpuntte ber Gnvolution: : folglich ift auch Punktreihe 
(0 - E) OV CW, harmonifd, alfo and Strahlbüſchel Cm,x,n,y 
harmoniſch. G8 entitebt alfo aud an © ein involutorifder Strahl: 
bifcel, in welchem a und b; m, undn,, entfpredende Strablen, x,, 
y3, die Hauptſtrahlen find. Es erbhellt bieraus, bag es einerlei ift, 
ob man, Rig. 146. a. bei der Conftruction von den Strahlbüſcheln 
und vw, oder von & und ©, oder bon VW und © ansgeht. Denn es 
giebt nad § 4. Aufgabe 23. zu jeden zwei Strablen a und b; m, 
und n, nur ein einziges Paar, x,, y,, fo daß es mit jedem ber an⸗ 
deren beiden einen harmoniſchen Büſchel bildet, und wie wir eben ſahen, 
erhalten wir dieſe Strahlen, wenn wir auch von und vd ausgehen. 
Es folgt ferner hieraus, da es in einer Involution nur bann Haupt⸗ 
ſtrahlen giebt, wenn fie entgegengeſetzt verläuft, daß, wenn die Gnvo- 
lution &,m,bn,c einſtimmig verläuft, die anderen beiden vb,m,cn,b, 
¢,m,an ab nicht beide entgegengeſetzt verlaufen können, inbem man 
ſonſt von diefen ausgehend ein Paar Straflen x,, y, finden könnte, 
bie mit c, b; m,, n, einen harmoniſchen Büſchel bilden, was gegen 
die Vorausfehung wire, daß in ein Paar ſolcher Strahlen nicht 
gefunden werden könnten. Man ſieht alfo: Iſt die angegebene Con— 
ſtruction unmöglich, wenn man von zwei Punkten, z. B. von und 
 audsgebt, fo ijt ſie auch unmöglich, wenn man von & und ©, ober 
von Vs und © ausgeht. — Wir erbielten nun, wie gezeigt wurde, etn 
volljtinbdiges Bierfeit x,y, x,y, oder X,y, Xgy, oder X,y,XzY yg, oder 
alfo ein vollftandiges BViered MM M,M,. eben der vier Suntte 
M,, M,, M,, M, mun fann man * ben Puntt (2:0) in fig. 145. a. 
anfeben, und atfo (M,-®), (M,—€) alé die Tangenten 2, ⸗ ane 
feben, aber ebenfo gut aud) (M,~ ©), (M,—¢); (M,—®), (M, ~e); 
(M,—-@), (MW’,-¢). Man erhalt bemnach, je nachbent man einen 
ae vier Punkte als a 9 annimmt, vier Paar Gerade, fie mögen 2,, 
; Jor So} Yar Og} Oar &q heißen, die — alg Tangenten in @, & 
betradhten fann; alfo, ba burd a, b, c, 9,, ¢,3 ober burd a, b, c, 
35, 6 u. f. w., nach Lehrfag 1. ein Kegelſchnitt beftimmt ift, bier 
verſchiedene Kegelfchnitte, bie ber Aufgabe Geniige feiften; wenn näm⸗ 
lich nicht die Löſung überhaupt unmöglich iſt. Dieß tritt dann ein, 
wenn bie gegebenen Stilde a, b, c, ©, € eine folche Lage haben, daß 
bom den drei entitehenden, als — zu betrachtenden Strahl⸗ 
büſcheln M, em bini; %%,bm,a,n,; S, am, bm, einer einſtimmig ver⸗ 
lauft. Iſt bie Aufgabe B. b) “gegeben, ndmilich einen Kegelſchnitt gu 
conftrniren, wenn gegeben find bret Punkte A, B, C, und gwet Lane 
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genten 2, e, Hig. 145.b., fo fommt e8 offenbar daranf an, die Be 
ribringspuntte ®, & von %e zu finden. Wir bezeichnen wieder 
(A -B), (A- C), (B—C) begiiglich mit c, 6, a, Fig. 146.b., die 
Durdhfdnittspuntte, in benen 2, ¢, biefe Geraben «, 6, ⸗ ſchneiden be⸗ 
züglich mit M,, N,; M,, N.; M,, N,. Dann find nad dem Fri- 
herent, wenn wir 3. B. von «, 6 ausgeben, ein Paar foldhe Buntte 
X, VY,; X,, Y, ju fuchen, dag Punktreihe «BX, CY, und 
o,M xX, N 2X1; Punttreibe BCX AY, und 6M X N.Y, harmoniid 
find. Sie werden gefunden nad 8 4. Aufgabe 23. 5) inbem man auf ⸗ 
B und C; M, und N,; anf 6 C und A; M, und N, ald entipre: 
— Buntte einer Snvolution anfiebt, nb bie Sauptpuntte ». re iF 
ſucht. Wegen ber Harmonie der Punktreihen a,BX, CY, 
* "ok ,AY, over &6AX CY, und bes gemeinfamen Bimftes iy 
find biefelben fiir zwei Centra x Y, perfpectivifc, bie beide anf « 
liegen, und es entſteht auf ⸗ eine harmonifde Punftreihe c,AX BY, 
ferner entfteht ein vollſtändiges Vierfett m,m,m,m, Berbindet man 
ben DOurchfdnittspunkt (2 -¢) mit den Durchfpnittépuntten der Gegen⸗ 
feiten beffelben, und bezeichnet (f. Fig. 145. b.), ben vom (2-6) nad 
7 1 X,; ¥,, Y.3 X54, Yz gegogenen Strahl bezüglich mit v,, v,; 
1 Was %g, yg, fo entftebt nad § 4. Lehrſatz 20. ein involutori- 
pice Strahlbüſchel (2: ¢),v,0,V,W,%,W,, und da «4,M, X, N, V,; 
b,MA,-X, N, V, alfo aud Strablbuůſchel ( e) dv ew, und 2 —* CW, 
harmoni{d) find, fo find 2 und ¢ die Hauptftrablen deffelben, alfo aud 
(2*¢),de,0~, unboM,X,N,Y, harmoniſch. Es folgt hieraus aut 
penfelben Griinden, wie oben, daß es gleichgültig ift, von weldem 
Paare der Geraden «, 6,c man ausgebt, und dag, wenn eine der drei 
involutorifden Punktreihen «M,BN,C; b, ACN, A; cM,AN,B, | 
Sig. 146. b. einftimmig verlinft, die anderen beiden nicht entgegenge — 
fegt verlaufen können, dag alfo, wenn die Löſung unmöglich ijt, indem 
man von eiuem Baar, 3. B. von « und b ausgebt, fie auc) unmiglid 
bleibt, went man bon einem ber beiden anderen Paare ausgebht. Man 
fann nun bie Durchſchnittspunkte von 2, e, mit jeber der vier Seiten 
bes vollftindigen Vierfeits m,m,m,m, als die Punkte ©, € in Fig. 
145. b. anfeben; und erbalt atfo vier Paar Puntte ©, €,; O,, ©; 
®B,, &s; ®,, ©,, die der Aufgabe geniigen; falls fie nicht ’ unmiglic 
ift. 3 giebt alfo feinen, oder vier Kegelfcnitte. Dian fieht alfo: 


8. Lebrfag. Soll ein Ke- 8. Lehrfag. Soll ein Re: 
gelſchnitt gefudt werden, gelſchnitt gefudt werden, 
ber brei gegebene Gerade der dburdh bret gegebene 
a, b, o berihrt, und zugleih | Punfte A, B, C geht, und 
burd gwei gegebene Punfte zugleich zwei gegebene Ge: 
®, € geht, von denen fetner | rade 2, ⸗ berührt, von denen 
auf einer ber Geradena, b,c | feine durch einen der Punkte 
liegt, fo giebt es entweder A, B, C gebt, fo giebtes | 
feinen, oder vier Kegel— entweder feinen ober viet | 








§ 12. Beftimmungsfitide ber Kegelſchnitte. 381 


ſchnitte, melde diefer Bee Kegelſchnitte, welche dieſer 
bingung genügen. Fig. 145.a, | Bedingung geniigen. Fig. 
146, a. 145. b., 146. b. 


Die Aufgaben A. a), A. b); B.a), B. b) enthalten mun mebrere 
fpecielle alle. Es fann nämlich in A. a) eine der gegebenen Geraden 
durch ben gegebenen Punkt gehen, in A.b) fann einer der gegebenen 
Puntte auf der gegebenen Gerabden liegen; in B.a) fann eine der 
Geraden durch einen ber beiden Punkte, oder zwei ber Geraden burch 
bie beiden Punkte gehen, in B.b) fann einer der Punkte auf einer 
ber beiden Geraden, oder die beiden Puntte anf zweien der Geraden 
liegen. Dev erftere diefer drei Falle foll mit A. a’), A. b’), bie Spe. 
cialifirungen von B.a) und B.b) follen, wenn ein Punkt auf einer 
Geraden liegt, mit B.a,), B.b,), wenn zwei Punkte auf zwei Gee 
taden Tiegen, mit B.a,), B.b,) bezeichnet werden. 

Gm Falle A. a) *) feien alſo gegeben die vier Tangenten a, b, c, d, 
und ber Berithrungspunft einer derfelben, 3. B. der Beriihrungspuntt 
A von a. G68 Laft fic nun fofort fede beliebige finfte Tangente e 
finden, denn feben wir auf a irgend einen Punft (ae) ale Durchſchnitt 
einer fiinften Langente e an, fo haben wir, um ibre Lage feſtzuſtellen, 
nur thren Durchſchnitt mit b (oder c, oder d) gu fucen. Dieß gee 
ſchieht nach § 11. Lehrſatz 65.; indem man auf b mur denjeniger 
Punkt (b-e) fucht, ber bie Conformititsgleidung a,A(a’c) (a‘d) 
(a°e) A b(b*a) (b*c) (b'd) (b’e) erfüllt. Da es nun blog einen 
einzigen folden Punkt (b-e) giebt, fo giebt e8 alfo nur eine eingige 
finfte Tangente e. Um fie felbft gu finden, bat man nur [(a-e) 
—~(b-e)] zu giehen, denn fie ift e. Durch fünf Tangenten ijt aber 
ein Kegelſchnitt beftimmt; es giebt alfo nur etne eingige Gerabe, die 
ber Bedingung geniigt. Sind im Falle A. b’) vier Punkte A, B, C, D, 
und bie Tangente in einem derfelben 3. B. die Langente a im Puntte 
A gegeben, fo läßt fic) anf jedem beliebigen, von A ausgehenden 
Strahl der auf ihm liegende Curvenpuntt E finden. Man hat näm⸗ 
lih nad § 11. ehrfag 65. nur einen ſolchen Strahl (B—E) ju 
juden, bag Strahlbüſchel A,a(A—C)(A-D) run wa C438 
(B-C)(B-D)(B-E) iſt. Der Durchſchnittspunkt von (A—E 
und (B—E) ift dann ein fünfter Gurvenpuntt, alfo nad Lehrſatz 1. 
ber Kegelſchnitt beftimmt. Man ſieht alfo: 


9. Lehrſatz. Soll ein Re: 9. Lehrfak. Goll ein Kes 
gelfcdnitt gefudt werden, der | gelſchnitt gefudt werden, 
bier gegebene Gerabdea,b,c,d,{/ ber dburd vier gegebene 
unb eine berfelben a in et-| Punfte A, B, C, D, geht, 
nem gegebenen Punft A be- und in einem dberfelben, A, 
tibrt, fo giebt es ftets einen, | von einer gegebenen Gera— 


eo — — — 


*) Man wird ſich die bier und bet A.b') gu Grunde gelegte Figur leicht 
ſelbſt conftruiven. 
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- aber nur einen einzgigen, Ree | den a beribrt wird, fo giebt 

gelfdnitt, ber biefe Bedine | es ftets einen, aber nur 

gung befrtedigt. einen einzigen, Kegelſchnitt, 
der dieſe Bedingung befrie— 
digt. 


Es ſeien im Falle B.a,) gegeben bie drei Tangenten a, b, e, 
auf a ber Berührungspunkt A, und nod ein, weder auf a, nod auf 
b, noch auf c gelegener Punft ©. Denfen wir uns den Segel{dnitt 
bereits gefunden und aud im Punkte © an ihn eine Tangente 2 ge: 
legt*), fo entfteht ein umgeſchriebenes Vierſeit abed. Bezeichnen wir 
pie als befannt angenommenen Beriihrungspunfte von b, c mit B, C, 
fo entfteht auch ein eingeſchriebenes vollftindiges Viereck ABCO. Nad 
§ 11. Lehrſatz 31. fallen mun die drei Diagonalen bes erfteren, abce, 
mit den Verbindungégeraden ber Durchſchnittspunkte ber Gegenſeiten 
des letzteren zuſammen, fo dag, wenn wir [((A—B)-(C—®)j mit 5, 
(A—®):(B—C)] mit R, (A-—C)*(B—-@®)] mit T bezeichnen, 
(a*b)—(c*2)] mit (R~-T), [(a‘c)—(b°2)] mit (S—R), {(a°?) 
—(b:c)] mit (S—T) jufammenfallt. Nun ift im umgeſchriebenen 
BVierfeit bie Diagonale [(a+b)—(c°d)] in (a:b), T, (c° 2), KR har 
moniſch getheilt; giehen wir alfo von (b:c) nad R die Gerabde y, 
nach T bie Gerabde x (welche alfo mit der Diagonalen [(a° 3) —(b‘c)] 
bes umigefchriebenen Bierfeits gufammenfallt), fo ift Strahlbüſchel 
(b:c), bxcy harmonifh. Ferner entfteht im eingefchriebenen BViered 
bet S ein bharmonifder Strahlbüſchel, deffen Strahlen die Geraden 
(A-B), (S—T) over x, (C—®), (S R) find. Es wird alfo die 
Seite (A—®) in A, M, ®, R harmonifc getheilt, wenn per Durds 
fonitt von (A—®) mit x durch M begeichnet wird. Ziehen wir 
nun von (bc) nach A die Gerade m, nad O ben Strabl n, fo ift 
alfo aud Strahlbüſchel (b:c), many harmoniſch. Um daher, wenn 
ber Kegelſchnitt nocd unbefannt ift, bie Langente an © zu finren, 
haben wir nur, ba b,c, m,n gegeber find, ein Paar folder Strablen 
x, y gu ſuchen, dag fowohl Strahlbüſchel (b-c), bxcy, als (b-c’, 
mxny barmonifd find, was nad § 4. Aufgabe 23. gefdiebt. Den 
Durchſchnitt eines dieſer beiden Strablen, 3. B. von x mit a fonnen 
wir nun als ben Punkt (a- 2) anfehen, in welchem die geſuchte Lane 
gente 9 bes Punktes © die a ſchneidet. Um alfo 2 felbft zu finden, 
haben wir nur von (a*x) nad © ju ziehen. Hat man fo 2 ge 
funden, fo bat man vier Tangenten a, b, c, d und den Berithrungspuntt 
A einer derfelben; alfo ijt nad) Lehrſatz 9. rer Kegelſchnitt num beftimmt. 
Ueberdieß erhalt man im Durchſchnittspunkt von [(a-b)— (c°?| 
und dem anderen Hauptftrahl y ven Punkt R, im Durchſchnittspunkt 
von x mit derfelben Geraben det Punkt T, alfo durch Verbindung 
von ® mit T, und indem man den Durchſchnitt diefer Geraden 


— ee 





*) Aud bier und in B.b,) wird man fic bie Figur leicht conſtruiren. 
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(O-T) mit b. ſucht, den Punkt B; ber Durchſchnittspunkt oon x 
mit [(a*c)—(b° y) giebt den Punk S und der Durchſchnitt von (S—®) 
mit c ben Punkt C. Statt ben Durchſchnittspunkt von x mit a als 
Punkt (a- 2) anzufeben, fann man aber auch ben Punkt (ay) als 
(a°d) betrachten, alfo durch Berbindung von (ary) mit © eine 
anbere Gerabde erhalten, die man ebenfalls alé Langente 9 anfeben 
kann. Man erhält fo einen gweiten Kegelfdnitt, der ebenfalls ber For- 
berung genügt. Man erhält alfo im Allgemeinen gwet Löſungen; anc 
finnen bie gegebenen Stücke a, b,c, A, ® eine folche Lage haben, daß 
Strahlbüſchel (b.c), bmen eine einftimmig verlaufende Ynvolution 
bilvet, alfo feine Hauptitrablen x, y vorhanden find. Dann ijt die Lö— 
jung unmbglid. — Im Falle B.b,) feten ebenfo gegeben die drei 
Puntte A, B, C, die in A berithrende Tangente a, und eine weder 
in A, nod) in B, nocd in C berithrende Tangente 9. Stellen wir uns 
wieder den Kegelſchnitt als gefunden vor, bezeichnen die Tangenten in 
B und C mit b, c, die bret Diagonalen [(a*b)—(c°2)], [(a° 2) 
— (b'c)]; [(a:c) — (b°2)] des umgefchriebenen Bierfetts abcd bes 
züglich mit s, r, t, fo liegt nah § 11. Lehrſatz 31. and (aA - B 
-(C—®)] in (r:t), ((A-C)-(B-®)] in (s-r), [((A-®) B- 0) 
in (s‘t). Im eingeſchriebenen Biered ABC® entiteht nun im 
Durchſchnittspunkt (A — B) ˖ (O- O)] ein harmonifder Strahlbüſchel 
mit ben Strahlen (A — B), t, (O — O), x. Nennt man nun den Punkt, 
in bem (B—C) von r und t geſchnitten wird, bezüglich Y, X, fo iſt 
Punktreibe (B— C), BXCY harmonifh. Gm umgefchriebenen Vierfeit 
wird s in (a‘b), X, (c°*2), (s‘r) harmoniſch getheilt. Es entfteht 
alfo, wenn man die Verbindungsgerade von (2°90) mit X durch m 
Bezeichnet, ein harmoniſcher Strablbitfdel (a°2),amer. Nennt man 
pen Durchſchnitt von (B-—C) mit a und mit d bezüglich M, N, fo 
ift alfo and) Punftrethe (B—C), MXNY harmoniſch. Es fommt dem- 
nach die Auflöſung ver Uufgabe dbarauf hinaus, mit Hilfe von § 4. 
Wufgabe 23. gwei ſolche Punkte X, Y gu finden, dag fowohl (B—C), 
BXCY, als (B—C), MXNY harmoniſch find. Gind fie gefunden, fo 
fann man entweder (A—X) oder (A- Y) als (A—®) anfeben, und 
per Dirchſchnittspunkt jeder diefer Gerabden mit o giebt einen Punkt, 
per als ® betrachtet werden fann. Da dann A, B, C, © und die 
Tangente a des Punktes A befannt ift, fo ift nad Lebrfag 9. ber 
Kegelſchnitt beftimmt. Die Tangenten b, c beftimmen fic gang analog, 
wie im Falle B.a,) die Punkte B, C. Es giebt alfo, wenn die 
Lifung überhaupt möglich ift, allemal gwet Kegelſchnitte, die das Ver— 
Cangte leiften. Man erhält alfo den: 

10. Lehrſatz. Goll ein 10. Lehrſatz. Goll ein 
Kegelf{dnitt gefudt werden, | Kegelſchnitt gefudt werden, 
ber bret gegebene Gerade der dburd drei gegebene 
a, b, c, und zwar bte a im Punfte A, B, C gebt, und 

‘gegebenen Punkte A beriihrt, | gwar in A von einer gege- 
und zugleich durch einen | benen Geraden a, und zu— 


ree —— — 
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Punkt O geht, ber auf kei- | gleich von einer Geraden d 

ner ber Geraden a, b, c!| berkhrt wird, die durd fei- 

liegt, fo giebt eS entweder| nen der Punfte A, B, C 

Feinen, ober zwei Regel-i geht, fo giebt es entweder 

fdnitte, weldhe biefer For— | feinen, ober zwei Kegel: 

berung genigen. fdnitte, welche biefer For: 
| Derung geniigen. 


Es feien endlich im Falle B.a,) drei Tangenten a, b, c und 
bie Beriihrungspunfte von gweien derfelben, 3. B. von a, und b, alfo 
bie Punfte A, B, gegeben, fo läßt fic) ſogleich noc eine vierte Tan: 
gente d finden. Man nehme auf a irgend einen Punt als Durd: 
ſchnittspunkt der gefuchten Langente d an, nehme alfo einen beltebigen 
Punt auf a als (ad) an, fo läßt fic) fogleich (b:d) finden. Denn 
man hat nah § 11. ehrfag 65. nur den Punkt (b:d) anf b fe 
zu beftimmen, dag Bunftrethe a,A(a°b) (ac) (a'd) A b,(b:a) B(bie) 
(b’d) ift. Den fo gefundenen Bunt (b-d) verbinde man mit (acd) 
durch bie Gerade [(a-d)—(b°‘d)], fo ift dieſe eine neue Tangente d. 
Man hat nun vier Cangenten a, b, c, d des Kegelfchnittes, und der 
BVerithrungspunft A von a (oder B von b); alfo ift nach Lehrſatz 9. 
perfelbe beftimmt; und es fanu nur einen geben, da e8 nur einen 
Punkt (b:d) auf b giebt, der obiger Conformitdtsgleicdung genügt. 
Ym Falle B. b.) feien bret Punkte A, B, C und die Tangenten a, b 
an A, B, gegeben, dann giehe man im Strahlbüſchel A einen beliebi- 
gen Strahl und fuche den auf ibm liegenden Curvenpunft D. Zu 
biefem Swede hat man nad § 11. Lehrſatz 65. nur einen folder 
Strahl (B— D) 3u fuchen, dag Strahlbüſchel A,a(A — B) (A- 0) 
A-D) A BB -— A) b(B— C) (B-— D) ift. Der Ourcdhfehnittspuntt 
(A-D):(B-D)] ift ber gefuchte Curvenpunft D. Da ed blog 
einen eingigen folden Strahl (B- D) giebt, und man nun vier 
Punkte A, B, C, D und die Tangente a an A (ober b an B) hat, 
fo ift nad Lehrſatz 9. der Segelfchnitt beftimmt, und es giebt nur 
einen eingigen. Man wird iibrigens bemerfen, dag der Fall B.a,) 
und B.b,) bderjenige war, von bem wir in § 11. ausgingen. Man 
fiebt alfo: 


11. Lebrfag. Soll ein 11. Lehrſatz. Soll ein 
Kegelſchnitt gefudt werden, | Kegelſchnitt gefudt werden, 
ber bret gegebene Gerade| ber durch drei gegebene 
a, b, c, und gwar gwet bers | Puntte A, B, C geht uud 
felben, a, b in gegebenen | gwar itn gweien derfelben 
Punften A, B, berührt, fo| A, B, von gegebenen Gera 
giebt e8 ſtets einen, aber | ben a, b, berührt wird, fo 
nur einen eingigen Kegel- | giebt eS ftets einen, abet 
ſchnitt, ver biefer Fordee | uur einen einzigen RKegel- 
tung genigt. fnitt, der biefer Forderung 

| geniigt. 








1) 
2) 


3) 
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Faſſen wir bie Lehrſätze 1. 6., 8., 9., 10., 11., zuſammen, fo fins - 
nen wir alfo fagen: — 


12. Lehrſatz. Cin Kegel— 
ſchnitt ift 
A. vollftandig beftimmet: 


burd finf Langenten 
a, b, c, d, ©; 

burd vier Tangenten 
a, b, c, d und den Bes 
ribrungspunft A einer 
biefer Langenten a; 
burd pref Langenten 
a, b, cund die Berüh— 
rungépuntte A, B zweier 
berfelben, a, b. 


Gin Kegelfanitt ift 
B. nidt vollftandig beſtimmt: 


1) 


2) 


3) 


-a, b, c iſt. €8 


burd vier Tangenten 
a, b, c, d und einen 
Curvenpunft HE, ber von 
feiner derfelben ber Bee 
riibrungspuntt tft. €8 
find zwei Kegelfdnitte 
möglich ober fetner. 
burd brei Tangenten 
a,b, c, ben Berührungs— 
punkt A einer derfelben 
a, und einen Curven— 
puuft D, ber von feiner 
ber drei Pangenten 
a, b, e der Berührungs— 
punkt iſt. Es giebt 
zwei Kegelſchnitte oder 
keinen. 


burd drei Tangenten 
a, b, e und zwei Cur— 
venpunkte D, E, von 
benen keiner dev Be— 
rührungspunkt einer 
der drei Tangenten 
giebt 
vier Kegelſchnitte, oder 
keinen. 


Weißenborn, Projection. 


12. Lehrſatz. Ein Kegel— 
ſchnitt iſt 
A. vollſtändig beſtimmt: 

1) durch fünf Curvenpunkte 


? 


2) dburd vier Curvenpuntte 


A, B, C, D und die 
Cangente a in einem 
biefer Punkte A; 


3) burd drei Curvenpuntte 


A, B, C und bie Zan- 
genten a, b im gweiten 
berjelben, A, B. 


Gin Kegelſchnitt ift 
B. nicht vollftindig beftimmt: 
1) burd vier Curvenpuntte 


A, B, C, D und eine 
Tangente e, bie in fei- 
nem berfelben berührt. 
Es find gwei Kegel 
ſchnitte möglich ober 
keiner. 


2) durch drei Curvenpunkte 


A, B, C, bie Tangente 
a in einem berfelben A, 
und eine Zangente d, 
bie in fetnem ber drei 
Curvenpunfte A, B, C 
berührt. Es giebt 
zwei Kegelſchnitte oder 
keinen. 


3) durch drei Curvenpunkte 


A, B, C und zwei Tan— 

enten d, e, bon denen 
feine bie Dangente in 
einem ber bret Curven— 
punfte A, B, C ift. €8 
giebt vier Kegelſchnitte, 
oder feinen. 


29 
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Es foll hiermit natürlich nicht gefagt werden, daß dieß die cinji- 
gen Stücke fib, durch die ein Kegelſchnitt Pee ijt, jontern es 
find nur dic, gewiſſermaßen ten Unifang bildenden, Stücke aufgezählt, 
die zur Beſtimmung hinreichen, ſowie die, welche nicht dazu hinreichen, 
von denen man es aber der Analogie nach vermuthen möchte. Soni 
giebt es, wenn man die Axen, Brennpunkte u. f. w. berückſichtigt, na— 
tlirlid) nocd) viele Beſtimmungoſtücke, mit denen cin Kegelſchnitt gege- 
ben tjt*). 

Gy fol bier nur noch ein Gall erwähnt werden, in weldem tem 
Vorigen zufolge fic ebenfalls cin Kegelſchnitt conſtruiren läßt. Rad 
§ 11. ebrfag 44. ijt jeder verfelben fich felbft involutoriſch collinear 
fiir ein beliebiges, nicht auf der Peripherie gelegenes Invelutione cen⸗ 
trum 2, und eine beliebige, nicht beriihrente Gerabe d als Irvolu— 
tionsaxe, Fig. 131. a., 131. b. Es iſt leicht gu ſehen, dap vie Curee 
vollſtändig beftimme ift, wenn bas Gnvolutionscentrum LY nebft rer jur 
Beftimmung ver Involution nbthigen Anzahl von Strahlen (ſ. § 4 
Lehrſatz 18.) und drei Langenten, 3. B.a,,b,,c, (ſtatt deren eberic 
gut auch bret andere, 3. B. a,, b,, c,, oder Aas by, Ca u. ſ. w. ge 
nommen werden können) gegeben ſind. Es iſt nun leicht, ſogleich die 
ber Tangente a, homologe Tangente a, (wenn man das involutoriſche 
Syſtem als aus zwei perſpectiviſchen beſtehend anſieht) git finden. Ee 
ſeien nämlich gegeben 2 und zwei Baar entſprechender Strahlen ter 
Involution, die «, 5 7 4 heißen mögen (vie in Fig. 131. a. welche 
man gebrauchen mag, nicht gezogen find), fo ziehe man zumächſt von + 
einen Strahl y’ nad) (a,°b,). Da nun nach § 4. Lehrfag 18. durch 
irgend zwei Baar entfprecenrer Strahlen ¢, e; x, 7, vie Ynvelutic: 


beſtimmt ijt, fo fann man nah § 4. Aufgabe 21. ben dem Strahl -’ 


entſprechenden finden. Diefer muß mun durch ven Punkt (a,b, 
geben. Denn in den beiden iuvolutoriſch liegenden Syſtemen ijt rem 
a,, b, ded Syſtems L, bezüglich a,, b, ded Syſtems IT., und rr 
Geraden a,,b, in L, a b, mI. homolog. Es geht alſo [(a,:b,! 
—(a,*b,)] und [(a,°b,)—(a,*b,)] durch F (f. aud § 9. Seb 
fag 24). Denft ian ſich Ferner pas vollſtändige Bierfeit a, b,a,b. 
conjtruirt, fo ſchneiden fic) nad) demſelben Cage bie Geraden a, mt 
a. Bos b, und b, au ber (noch unbekannten) Are c, over o ijt bie cite 
Diagonale bes ae ae Vierfeits, pie zweite tit y" die dritte 
it [(a,°b,) 7 (a,°b,)]. Nach § 11. aes 38.6. ijt num ter 
Daren encacunte C von o mit [(ay *b)~ (a,’b,)] ver Pol vot 7’: 
alfo ift berfelbe nach § 11. 4 Webring 44. zugleich ber Punkt, in welder: 
ber dem Strahl y’ Se aaa Strahl y der Suvelution bie ¢ 
ſchneidet. Da nun ae b,) ~ (a,°b,)] felbft durch = geht, fo muß 
dieſe Gerade felbjt y feitt. Man erhalt alſo tm Durchſchnitt con 
y uit b, einen Punkt, durch den a, gehen muß. Ziehen wir nun 


— eee 


*) Man fehe Paulus: „Grundlinien dev neueren Geoniſetrie“. Aufgaden— 
fammlung. 
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von = einen Strahl 0’ nad (a,°c,) und fuden den entfprecenden 
involutoriſchen Strahl 6, fo geht derſelbe aus denfelben Griinden, wie 
y turd (a,*b,), durch (a,*c,); man erhalt alfo im Durchſchnitts⸗ 
punft von oO mit c, einen zweiten Bunt, vurch ben a. gehen muf. 
Zieht man mm [(b,‘y)—~(e,°6)], fo iſt dieß bie Tangente — 
Ferner liegt aber aud) anf dem Strahle y, welcher bem durch (a,°b, 
gehenden Strahle »’ entfpricht, ber Punt (a,-b,); ober es geht b, 
durch (a, cy). Zieht man nun nod von LF nad (b, -c¢,) den Strahl c’ 
und ſucht ben ihm entiprecjenden ¢, fo geht berfelbe durch (b,-c,), 
oder b, geht andy) durch (c,°f). Bieht man alfo [(a, ‘y)—(e,°o)]}, 
fo ijt dieB bie Langente b,. Man hat tum fünf Langenten a,, b,, 
C1, a, ba, alfo ift nach Lehrſatz 12. A. 1) ber Kegelfchnitt beftimmt. 
Man hat aber aud) fogleich nod) eine fechfte Tangente, enn auf ¢ 
liegt auch (a,°c,) oder c, geht durch (a,°d), und C geht and) durd 
(b,*e,), oder c, geht durch (b, °C); zieht man alfo [(a, +6)—(b, °0)], 
jo iſt dieß c,. Man hat ferner, da man bas volljtindige Vierſeit 
a,b,a,b, bat, and) die Ynvolutionsaze d. Sind insbefondere als In⸗ 
volutionscentrum ein äußerer Punkt 2, Fig. 131.a. und ftatt e, e’3 
7, 7 nur die zwei Hauptitrablen s, 8’, ber Guvolution gegeben; fo 
fan man, ohne dag nocd etn anderes Paar entfpredender Strablen 
zegeben gu fet braucht, die Curve finden. Denn man bat dann fiinf 
Tangenten, 8, 8, a,, b,, c,, wodurch nach Lehrſatz 12. A. 1) der 
Kegelſchnitt ſchon beftimmet ift; ober man Faun verfabren, wie eben ges 
zeigt wurde; nur ift es jet Leichter, dent 3. B. dem Strahl y entfpre- 
chenben y zu finden; denn man hat thn uur fo gu bejtimmen, dag &, 
ay’s’y barmonifd ift. Ebenſo finden fid) 6 und F ans der Bedingung, 
daß L,sd’a’d und 2,86’s'S harmoniſch fein miiffen. Dag dann an 2 
wirklich ein involutoriſcher Strahlbiifdel mit den Baaren entfprechen- 
ver Strablen y, y; d, 6’; ¢, Co und den Hauptftrablen s, s’ entftebt, 
iclgt fogleich aus § 4. Lehrfag 17. und 19. Zugleich gehört anc 
jedes andere Baar Strahlen a, A’, welches fo befdhaffen ijt, pag 2,8A’s’r 
harmoniſch ift, derſelben Involution an, nad § 4. Lehrfag 18. 6. — 
Es fei num vow einem Kegelfchnitt gegeben die Involutionsaxe d und 
zwei Baar, die Yuvolution anf ihr beſtimmende Punktpaare E, E’; H, 
Hl’; und dret beliebige Curvenpunfte, 3. B. A,, B,, C,, Sig. 131. a., 
131. b. Man giehe mum (A,—B,), welche die o in I jchneivet, fo 
muß, went nian auf co den dem VL entfprechenden Punkt I ver Que - 
velution fucht, diefer auc) auf (A.~B,) liege. Denn, da A, und 
A,, B, wud B, bomologe Punfte ver beiden die Involution bilden— 
ten Syſteme find, fo ſchneiden fic) nach § 9. Lehrfag 24. (A,— B,) 
uo (A,7~B,), aber and (A,— B,) und (A,—B,) anf ver Axe o. 
Denkt man fic) ferner pas vollftindige Viereck A,B,A,B, cow 
ſtruirt, ſo gehen nad) demfelben Gage (A,—A,) und (B, B,) 
rurch bas (nod) unbefannte) Guvolutionscentrum %; oder x ift ein 
Durchſchnittspunkt der Gegenfeiten des vollftindigen VieredsA,B,A, Ba, 
ber zweite ift D, ber dritte ((A,-B.)°(A,—~B,)]. Rad § 11. 
yr’ 


oV 
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Lehrſatz 38.6 ift nun die Verbindungsgerade von LS mit [(A,— B,) 
-(A,—B,)] die Polare von T; es ift alſo viefelbe nah § 44. jue 
gleih ber von Z ausgehende Strahl, auf welchem im Durchſchnitts⸗ 
punfte mit o der bem I entfprechende Bunt I’ fliegen mug. Da 
nun [((A, — B,)°(A,~ B,)] felbft auf o liegt, fo muß dieſer Puntt 
identifd fein mit I’; ober man mug, wenn man auf o den dem Punkt F 
entfpredjenbden ber Involution fucht, ben Puntt ((A,— B,)-(A,—B,)} 
erhalten. Man erbalt alfo, went man I’ mit B, verbindet, einen 
Strahl, auf vem A, fiegen mug, oder es liegt A, auf (B,—T1). 
Aus venfelben Griinden mug audh A, auf (C,—A’) fliegen, wenn 
man den Durchfcnittspunft von (A,—C,) mit o durd A, und ben 
ihm entſprechenden involutorifden mit A’ bezeichnet. Es ift daber 
ber Durchfenittspunft von (B, — 1’) und (C,— A’) ber Punkt A,; 
ebenfo ijt, wenn man ben Durchſchnittspuukt von (B,—C,) mit ¢ 
durch Z, und den eutfpredjenden mit Z’ bezeichuet, B, auf (A,—1™) 
und auf (C,— 2’), alfo im Durchſchnittspunkt (A, T) (O, 72 
gelegen. Man hat alfo jest fünf Curvenpunfte, die zur Beſtimmung 
der Curve ausreiden. Auch findet fic) ſogleich noch ein ſechſter Punkt 
C,, nämlich in (A, A) (B. - Z)], und das Involution scentrum 
Dvdurch den Durchſchnitt von A, —A,) mit (B, —B,) over (C, —C,). 
Sind jtatt per gwei Paare, die Ynvolution auf o beftimmenden ent: 
fprechenden Punkte, im Falle die o eine wirkliche Secante ijt, nur rie 
beiden Hauptpunfte S, S’ jtatt ver gwet Punktpaare E, E’; H, F 
Hig. 131. a. gegeben, fo (apt ſich ebenfo der Kegelſchnitt finden, in- 
bem man, um die Punfte I’, A’, Z’ gu finden, nur ſolche Punkte zu 
fucben bat, bie in ben Punktreihen oSrs8’; o SAS’; cZS’ die dem 
r, A, Z jgugeordneten harmoniſchen find nad § 4. Lehrſatz 18. ¢. 
Man fieht alfo: 


13. Lehrſatz. Ein Kegel-j 13. Lehrfak Cin Kegel: 
ſchnitt tft vollſtändig bee fdnitt ift vollftanbdig be- 
ftimmt, wennein Punkt > als ftimmt, wenn eine Gerade 
FYuvoolutionscentrum, gweit' oc als Involutionsare, zwet 
bie Yunbdolution beftimmende | die Involution beftimmende 
Paare entfpredhender In- Paare entfpredhenuber In— 
volutionsftrablen, unb drei volutionspunfte, und drei 
beliebige Langenten gege-, beliebige Curvenpunfte ge— 
ben find. Fig. 131. a, 131.b. geben find. Fig. 1315 4 

| 131.b. 
und: 


14. Lehrſatz. Cin Kegel- 14, Lehrſatz. Cin Kegel— 
ſchnitt tft vollſtändig be- ſchnitt iſt vollftanbdig be 
ſtimmt, wenn ein Punkt x! ftimmt, wenn eine Gerade 
alé Involutionscentrum, co als Ynvolutionsaze, die 
bie beiden Hauptſtrahlen beiden Hauptpunfte S, S’, 
s, 8, ber Suvolution und der Yuvolution und vrei 





§ 12. Beſtimmungsſtücke ber Kegelſchnitte. 389 


bret Beltebige Langenten | beltebige Curvenpuntte ges 
gegeben find. ig 131. a. geben find. Fig. 131.4, 


Mean fieht alfo, bag man, wenn fiinf Elemente, Tangenten, over 
Curvenpunfte gegeben find, um nod) mebrere andere ju finden, vers 
ſchiedene Wege einfcdlagen fann, einmal den oben vor Lebrfag 1. ane 
gegebenen, fobann den anf Involution berubenden, indem man den 
Durchfdynittepuntt jeder zwei Langenten als Gnvolutionscentrum, die 
Tangenten felbjt als Hauptftrablen anfehen fann. Hat man alfo 
aus gegebenen bret Tangenten a,, b,, c, drei andere a, b,, cy 
gefunten, fo fann man 3. B. (a,°b,) als & anfehen, und nad ders 
felben Mtethode wieder andere auffuden, u. ſ. w. Hat man mit 
Hilfe von drei Curvenpunften A,, B,, C, drei neue A,, B,, C,, 
gefunden, fo kann man 3. B. (A, -B,) alg Involutionsaxe co, A, 
und B, al8 die Hauptpunfte S, S’ anfehen, und fo fortfahrend, 
immer mehr Gurvenpunfte auffuchen. Es gilt dieß natürlich, mag 
anfänglich vie Gnvolution durch gwet Paar entfprechender Elemente, 
oder durch bie Hauptitrablen oder Hauptpuntte beftimmt gewefen fein. 

Es wurde im Disherigen voransgefest, dak von ber zu corte 
ftrnirenden Curve nichts weiter befannt fei, als bag fie ein Regel- 
fdynitt fein folle. Iſt aber genaner angegeben, was fiir einer ders 
jelben, fo find oft nicht fo viele Stücke zur Veftimmuug nöthig, ald 
im Worigen angegeben wurde. Gefegt 3. B. e8 foll ein Kreis cons 
ftruirt werden, und es find nur gegeben drei Bunfte, 3. B. A, A’, P, 
sig. 134., fo braucht man ſich mur an § 11. Lebrfak 66.7) gu ers 
innern. Man nehme zwei diefer Punkte alg Scheitel gleider Strabhls 
büſchel an, 3. B. A und P, ziehe von A einen beliebigen Strahl, 
3 B. (AD), fo bat man nur einen folden Strabl —— an P 
zu legen, daß ber vow (A—A’) und (A-D) eingeſchloſſene Winkel 
gleid) bem bon (P— A’) und (P—D) eingefchloffenen ijt. Durch dies 
felbe Bebdingung bejtimmt fic) jeder folgende Strahl; nur müſſen die 
Strablen einftimmig verlaufen, ba man fonft eine gleidfeitige Hyper⸗ 
bel erbalt; man ſieht alfo, daß Kreis und gleichfeitige Hyperbel ſchon 
durch drei Curvenpunfte beftimmt find. Man fann ferner, wenn eine 
Parabel conftruirt werden foll, fon mit vier Tangenten a, b, c, d 
Big. 147. ausreiden, indem man als finfte die unendlich entfernte 
annimmt. Es mug nämlich nad) § 11. Lebrfak 66.7) die Punkt⸗ 
reibe 3. B. auf a proportional ber auf b fein. Sind alfo auger 
a, b noc) gwei Tangenten, c, d gegeben, fo kann man fofort den 
Berührungspunkt A auf a, B auf b finden. Man hat nur von 

t®O 
(a-d) aus eine folde Strede ©, A gu beftimmen, daß oa = S.0, 


— Be Geo 
ijt; ebenfo findet fid B auf b durch bie Proportion 6.2, ⸗ * 


Um ferner eine weitere Tangente e zu finden, nehme man auf a einen 
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cj 
Punkt €, willkürlich an und bejtimme auf b einen Punt €, fo, daß = - 


= aa tit, fo ift (C,—-¢,) eine fiinfte Tangente e. Auf gleiche 
2° 2 

Weife läßt fic) jede folgende finren; es tft demnach tie Parabel vell- 

ftandig beftimmt. Man fieht alfe, rag fiir dieſe frecicllen Kegelſchnitte 

per Lehrſatz 12. A. 1) fich cabin abändert: 


15. Lehrſatz. Die — 15. Lehrſatz. Der Kreit 

bel iſt ſchon durch vier im! und die gleichſeitige Hyper— 

Endlichen liegende Tangen- bel find ſchon durch vrei 

ten vollſtändig beſtimmt. Curvenpunkte vollſtändig 
beſtimmt. 


Im Falle man weiß, daß zwei Tangenten, z. B. a, b ſich auf 
der Axe der Parabel ſchneiden, braucht man ſogar nur drei, da dann 
die Proportionalität in Gleichheit übergeht. Wie ſich die übrigen in 
Lehrſatz 12. ausgeſprochenen Sätze für Parabel, Kreis und gleichſeitige 
Hyperbel abändern und vereinfachen, wird man leicht beurtheilen. 


8 13. 
Collineation der Kegelſchnitte. 


Es ſeien, Fig. 148., K,, K, beliebige gegebene, d. h. verzeichnet 
vorliegende Kegelſchnitte ‘and Bir ‘b,, c, drei beliebige Tangenten an 
K,, A,, B, die Bertihrungspuntte von By, b,; a,, b,, c, drei bes 
liebige Tangenten an K,, und A,, B, die Beriirungepuntte von 
a,, b,. Ziehen wir ferner an K, eine beliebig vierte Tangente d,; 
jo (apt fic) ſtets auf a, ein Puntt (aa2“ dæ) finden von folder Lage, 
daß Punktreihe a aαα) ſau —A A a,,(a,“b,) (a,*c,) 
(a,°d,)A, iſt. Ferner laͤßt ſich anf b, ein folder Bunt (b, -d, ) 
finden, vaß Punktreihe b,,(b, °a,) (b, ‘d.) (b,° °1)B, NK eee a,) 
(b, ‘d,)(b, °c¢,)B,  ift. Rieht man nun a,*à )- (b, d,)], fo 
mug biefelbe bert Regeln K., beriihren, denn, ba to * bie Curve 
berührt, und (a, d,) nicht mit A, gufammrenfatten fann, fo muß nach 
§ ll. Rebriag 29. burd) (a, ° d,) nod) eine Langente geben, ebenſo 
durch (b,'d,). Nennt man den als noc) unbefannt — 
Durchſchttspintt, ben die Tangente, welche die a, in (a,° d,) trifft, 
auf b, bilvet: (b,° 6), fo mug nad § a Lehrſatz 65. (b, 9 der 
—— genügen: &,(a,° be) (@.° ¢,) (ag dy2) A 
‘A b,,B,(b,° ¢,) (b,°8) iN Ae Gs ijt abet nad ber Gonftruction 
—— ») (a2 Cy) (25 dA, A ay-(a,"b,)(a,e,) (a, +d, A, 
nid b, ,B,(b, ‘0,) (De d,) (b, ‘a,)AD, 1B, (b, “c,) (by ‘d,) (by * 
Da nun K, ein —R iſt, ſo iſt nach § 11. ‘Rebrfag 65 ), a, (a,"b ; 
(a,° 4) (ay d,)A, 4 b,,B,(by*¢,) (d, * 1) (by a1), folglich aud 
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an(1,*b,)(age,)(a,’d,)A, A b,.B,(b,* ce.) (b,*d,) (b,°a,). 
E⸗ mug alſo (bose) tr (b+ d,) liegen, oder (b> d,) mug verjenige 
Parlt fetu, tr welsbemt pie Vangente tes he: hee welche die 


ait (ayr' de) trifft, tie by febneitet. E iſt alſo [(a, - (bd, )], 
: b. d, eine ete an Ky. Man ſieht alfo, nie — ſchon aus 
— vehrſatz 3. hervorgeht, wenn nian = durch tie Punktreiben 


b.) Gyce,)A,, byb,+a,)(b,° d,)B, beſtimmte Syſtem 
aie Wit ev auf Tas ver Pen —R a aj br) (ar' er)aAi—- 
bibraz) Gy'cy)Be beftimmte cellinear bezieht (mad § 7. vVehr— 
ſatz 16. 6), fo ‘ft ie ‘Gerare d, tee Syſtems IL, vie einer Geraven 
d, im Syſtem 1. bomelog ift, went d, ren durch rie Geraden a,, 
by. c, und Pie Berührungepunkte A,, B, beftimmten (nach § 12. 

Vebrfag 12. A.3)) Kegelſchnitt kK, inn erften Syſtem bertivrt, ebens 
falls cine Sangente an vem iim zweiten Syſtem cenjtruirten Kegel 
ſchritt K,, welcber von a,, b,, c, und zwar von erfteren beiden in 
A,, B, beriibrt wire. Auch ijt leicht zu feben, rag rer Berührungs— 
pitt D, von d, dem Verithrungepunft D, von d, bemelog fein 
mug. Denn nad) 8 11. Lebrfag 65. iff d,,(d,* b,) (d,*e,) D 
idy'a,) A b,,B, (ig €,) (by'd) (bya) ui d..(d,"b,) (d,7e,) 
D,(d,*a,) A b,,B,(b,°e,) (b,°d,) (dD, : a, ). — ver Voraus⸗ 
ca ift aber b,,B,(b2*c,) (b,° r 5) (be: a) A b,,B,(b,‘¢,) 

d,) (by ° a,), alfo ijt and) d,, (d, Be) (d,*c,) D, (d,° a.) 

i d,°b,)(d,°¢,) D,(d,° a,). ‘Da nun d, und d, ein Paar 
fenclege: Gerade rer Eyſteme I. und II. (d, 5) und (d,°b,), 
(d, c2) und (d,*c¢,), (dg* a.) und (d, -a,) je ein Paar bemelege 
Punkte find, und nach § 7. Lehrſatz 10, Per dem Punkt D, bhomolege 
Punkt A die Eigenſchaft haben mug, pag d.,(d, *b,) (d,*c,)A(d,'a,) 
~ d,(d,°b VASA c,)D,(d,*a,) ift, fo mug O nad) D, fallen. 
Cin Siciches läßt fic) von jerem anderen Paare Tangenten @,, Cy 
und ihren Berührungepunkten E,, BE, zeigen. Wan hatte fic) übri— 
gens auch nad § 7. ABO 17. die beiden Syſteme als von den volls 
ſtändigen Biereden A,B,(b,*c,) (a,"c,), A,B,(b,°¢,) (a,° dy) 
erjengt denken fönnen. Es ſeien — Fig. 148., K,, K, zwei 
Kegelſchnitte, A,, By, C, drei beliebige Curvenpunkte des einen, a,, 
b, die Langenten in A,, B,; A,, Ba, C, bret beliebige Curven⸗ 
puntte bes anderen, a, b, die Tangenten in A,, B,3 es fet ferner 
D, ein vierter Punkt von ‘K,, ud (A,-D,), (@, — gezogen. 
Mian beſtimme nun einen ſolchen Strahl (A, — ai 2) a A , (BL D,) 
an B,, bap Se A,, (A.7~ B. (A,- C,) (A, -D 3 
nA, (A,—B,)(A,~C,) (Ay —~D,)a, und — 
-A,)(B,~D,)(B,-C,)b, 4 B,(B,~A,) (By~D,) (By =O 5p 
ijt, fo lage ſich genau auf dieſelbe Weiſe, wie ſo ‘eben an Tangenten 
gezeigt wurde, oe rag, went man re pen beiden durch —— 

By) (Ay Cay, ——— 
~ Cae, B, (B,-A,) (B,- C. ibs ‘beftinimten Shftemen (ſ. § 7. 
Lebrfa 16.6) ben cinem Punkt D des Kegelſchnittes K, (der nach 
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8 12. Lehrfag 12. A.3) durd A,, B,, C,, a,, b, beftimmt ift) 
homologen Punkt im zweiten Syſtem fucht, diefer ein Curvenpuntt des 
(durch A,, B,, C,, a,, by beftimmten) Kegelſchnittes K, fein mug, 
und bag jeder Tangente d, bes Kegelfchuittes K, wierer eine Zane 
gente d, ded Regelfdnittes K, homolog ijt. Da man fic vie Collie 
neation beider Syſteme auc) durch die vollftindigen Vierjette a,b, 
(B,—C©,)(A,—C,), a,b,(B,~ ©,) (A,~ C,) nad § 7. Lehrſatz 17, 
beftimmt bdenfen Fann, fo fann man aljo fagen: 


1. Lehrſatz. Jede gwet: 1. Lehrſatz. Jede gwei 
beliebigen Kegelſchnitte | beliebigen SKegelf{dnitte 
K,, K, laſſen fic als ho- K,, K,, laſſen fie als bo- 
mofloge Gurven von unend- mologe Curven von unend— 
[ich vielen Paaren collinea- | lich vielen Paaren collinea: 
rer Syſteme anfeben. Um, rer Syfteme anfehen. Um ein 
ein Paar folder collinearer | Paar folder collinearer Sy— 
Gyfteme gu erhalten, kann fteme gu erhalten, Fann 
man bret beliebige Tangen- man dret beliebige Gurven: 
ten a,, b,, c, und bie Be⸗- puntte A,, B,, C,, und die 
tibhbrungspunfte A,, B,| Langenten a,, by zweier 
zweier berfelben an dem|derfelben an dem einen Ses 
einen Segelfdnitt K, als gelſchnitt K, als brei bez 
drei beliebigen Zangenten | liebigen Curvenpunften 
a., b,,c,, und den Beriih-| A,, B,, C,, und ben Tan— 
rungspunkten A,,B,, zweier genten a,, b, jweier ders 
berfelben an bem anderen | felben an bem anderen Se: 
Kegelſchnitt K, homolog | gelfdnitt K, homolog feft- 
feftjegen. Ober man kann ſetzen. Onder man fann ein 
ein vollftandiges Viereck vollftindiges Vierſeit a,b, 
A,B,(b,*¢,)(a,°c,), in wel» | (B,—C,) (A,—C,), in weldem 
mem zwei Edpunfte in be- zwei Seiten von beliebigen 
liebigen Gurvenpuntten| Tangenten a,, b, bes einen 
A,, B, des einen Kegel- Kegelſchnittes K,, bie andes 
ſchnittes K,, die anderen | ren Geiten(B,—C,), (A,—C,) 
beiben Edpuntte (b,-c,)| von den Gerbindungsgeras 
(a,‘c,)in ben Durdhfdnitte-| ben ber Berdihrungspuntte 
punften ber Tangenten a,,| A,, B, ber Tangenten a,, b, 
b, tn A,, B., mit einer be⸗ mit einem beliebigen dritten 
liebigen britten c, liegen, Curvenpuntt C, gebilvdet 
als einem ebenfo beſchaffe— werden, als einem ebenſo 
nen vollſtändigen Viereck beſchaffenen vollſtändigen 
A,B, (b, e,) (a, °¢,) am an— Vierfeita,b,(B,—-C, )(A,—C,) 
deren Kegelfdnitt K,, wo am anderen Kegelſchnitt K,, 
A,, By gang beliebige Cur- wo a,, b, gang beliebige 
benpuntte find, homolog Tangenten' find, bomolog 
aunebmen. Jeder Tangente | annehmen. Jedem Curven— 
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d, bes einen Kegelſchnittes punft D, bes einen Kegel— 
K, ijt bann eine Tangente ſchnittes K, iff dann etn 
d, des anderen Kegelſchnit- Curvenpunft D,, des andes 
tes K,, jedem Curvenpunft | ren Kegelfdnittes K,, jeder 
D, bes einen ein Curven- | Langented, bes einen einer 
punkt D, bes anberen hos; Tangente d, des anderen 
molog. Fig. 148. —— Fig. 148. 


Da eS hier weniger um die Syſteme, als um die Kegelſchnitte 
ju thun ift, fo pflegt man von der in § 7. Erflirung 18. aufgefteliten 
Definition etwas abzuweichen. Nämlich: 


2. Erklärung. Gtatt gu fagen: Jede zwei ebene Sy— 
fteme, beren jedes einen Kegelſchnitt enthalt, finnen cole 
linear fo auf einanbder bezgogen werden, daß bie Kegels 
fdnitte homologe Curven beider Syſteme find, fagt man: 
sede zwei Kegelſchnitte finnen collinear auf einander bejogen 
werden. 

Es enthalt dann ber Lehrſatz 1. folgende beide Gefege: 

3. Lebrſatz. Jede beliebigen zwei Kegelfdnitte fin- 
nen auf unendlich viele, in Lehrſatz 1. angegebene Weifen 
collinear auf einander bezogen werden. 


4, Yehrfag. Sind zwei RKegelfdnitte collinear auf 
einanber begogen, fo ift jeber Tangente des einen eine 
Langente bes anderen, jedem Curvenpunft bes einen ein 
Curvenpunft des anderen homolog. 


Von befonderer Wichtigkeit ift ber Gag 3. daburd, dak ihm jue 
folge jeder beliebige Kegelſchnitt als mit einem reife collinear ane 
geſehen werden fann, fo daß nach ben Gefegen ber Collineation § 7. 
Yebrjag 9., 10., 13., 14, 15.; § 10. Lehrſatz 2., 3. eine Reihe vor 
Cigenfdaften, nämlich alle diejenigen, bie fic) auf Conformitdt griine 
ben, und die bieraus abgeleiteten Gage ber Collineation und Invo— 
{ution anf die übrigen Kegelſchnitte ausgedehnt und von ihnen behauptet 
werden können*). Verzeichnet man umgekehrt ein ebenes Syſtem, 


*) Steiner in feiner: ,,Svftematifden Entwidelung der Abhängigkeit ꝛc.“, 
§ 35. — § 40., und Seydewitz in feinem Bude: „Das Wefen der involuto- 
riſchen Gebilbe in ber Ehene 2c." Seite 26., befiniren „Kegelſchnitt“ in ber alther- 
kömmlichen Weife, indem fie diefe Curven als aus einem Kegel gefdnitten anfeben, 
ober fie als Projection eines Rreifes im Raume im Wefentliden auf die Att, wie 
fie in ber Anmerfung yu § 11. Erklärung 64. angegeben ift, anfeben; Paulné in 
jeinen: ,, Grundlinien ber neueren Geometrie” Seite 153., um bie Anwendung ber 
rinmlichen Projection gu vermeiden, verfteht unter „Kegelſchnitten“ die bem Kreife 
collinearen Curven, und leitet bie Eigenſchaften berfefben auf bie im Verte angegebene 
Weiſe aus denen des Kreiſes ab. Abgeſehen davon, daß bei dieſer Definition erſt zu be⸗ 
weiſen iſt, daß die ſo entſtehenden Curven anch wirklich mit den ſonſt unter dem 
Ramen „Kegelſchnitte“ bekannten identiſch find, bat dieſes Beweisverfahren, fo bee 
quem es auch ift, eine Schattenſeite. Cs laſſen ſich nämlich beim Kreiſe bie anf 
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sieht in ihm einen Kegelſchnitt, over, im Speciellen, Kreis K,, Fig 14%., 
conſtruirt daun ein zweites Syſtem auf die in vehrſatz 1. angegebene 
Weiſe, indem man drei Gerade a,, b,, c, ven drei oe von 
K,, a,, b,, ¢,, und zwei Punkte anf — nämlich A,, B,, als 
ben Berührungepunkten A,, B,, von a,, b, hemoleg — cher 
indem man pret Punfte A,, BL, C, ale ren GSurvenpuntten A,, B,.¢, 
von K,, und die turd A,, B, “gebenden Geraren a,, b, ate rei 
Zangenten ay, b, von A,, B, homolog annimmt, ever item mar 
ein Viereck A 2B, (b," c,)(a,‘c,) als vem Viereck A,B, (b, ° 
(a,°c¢,) over ein QBierfeit a, ib, (Ba - C,)(A,~ C,) als rem Bin 
feit a,b,(B,—C,) (A,~C,) ‘pemolog annimmt, und ſucht im zweiten 
Syſtem die den beliebigen Curvenpunkten D, von K, hemologen 
Punkte D,, fo müſſen dieſelben auf einem Kegelſchnitte liegen. Deun 
nach § 7. Lehrſatz 13. kann es zu jeder Geraden d, des erjter 
Syſtems nur eine einzige homologe Gerade d, des sweiten €pjtems 
geben. Auf einer Geraden d, fann es hoöchſtens zwei Punkte der 
Curve K, geben; daſſelbe mug ‘nad § 10. Lebrfag 6. auch im zweiten 
Syſtem ftatt haben, und gwar miiffen ebenfo viele Puntte anf d, 
liegen, als auf d,. Ferner find, wenn K, ein Kreis ift, je zwei Strabl: 
büſchel A,,(A, =B,) (A,—C,)(A, -D, )a, B (B, —A,)(B,—D,) 
(B,—C, )b, aleich alfo aud conform; iſt K. ein anderer SKegel- 
eit, a) ift ebenfalls, nad) § 11. val 65. AL (A, —B,)(A,—C,) 

A,~D,)a, A B,,b,(B,—C,) (B,—D,) (B, -A.), und nad bem: 
jelben Sage ijt (mag K, ein Kreis oder ein anderer Kegelſchnitt 
fein) a,(a,°b,) (arre) (a,°d,)A, —— (b,ei) (b, oe "a,)- 
Mac § 7. Yebriak 9, ift aber nun A, (A,B (A, —C, (A, —ẽ 
FXFALGAC .BA PAG —28 2 
(B,~ A.) 7 By, b,(B, C) B, D 1) By ADs ag (aa ba 
fasten) (dy d,)Ay —* — 04) (ay d,)A,; b,B,(ba*e, 
(ba *d,) (ba a) A b,.B,(b, ° é,) (b 14, OQ, "8y)3 alſo ift aud 
A.A, ~ By) (A,~ C,) (A,~ D,)a A By.b,(B,— C,) (By~ D,) 
— A,) und a⸗ (a⸗ b 3) (a9: Cy) (a," ik, A b, B,(b, *¢,) (by ‘d,) 
b,°a,). G8 ift ajo. nad § 11. Rehrfak 65. bie ber Curve K, 
homolege ein Kegelſchnitt. Dian fann alfo einmal bie umtehrung 
bon Lehrſatz 4. behaupten, nämlich: 


5. Lehrſatz. Bezieht man ein ebenes Syſtem auf die 
in Lehrſatz 1. angegebene Weiſe collinear auf ein anderes, 


Conformität hinauslaufenden Eigenſchaften leicht beweiſen; die Gleichheit der Strabl⸗ 
büſchel folgt ſogleich aus der Eigenſchaſt ber Peripheriewinlel; daß jede zwei T-n- 
genten oon jeden vier übrigen conform getheilt werden, ergiebt ſich ebenfalls fcict 
aus ben bekannten Eigenſchaften des Kreiſes, und bas fo gefundene Reſultat ligt 
fic dann mittelft ber Collineationagefege leicht anf die übrigen Kegelſchnitte wher. 
tragen. Es iſt jedoch nicht möglich, dieß bet ihnen direkt anf eine Weiſe dargutbun, 
bie ver beim reife befolgten im Cntfernteften analog wire, weil eben ber Beweis 
bet bemfelben ſich anf feine befannten einfachen Eigenſchaften ftiltt, welche die übri⸗ 
gen nicht beſitzen. 
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welded einen Kegelſchnitt K, enthalt, und fudt in bem 
erjteren die bemfelben bomologe Curve, fo ift diefelbe 
allemal wieder etn Kegelfauitt 


und im Befonreren 


6. Lehrſatz. Feder Kegelſchnitt kann als eine bem 
Rreife hHomologe Curve betradtet werden tn gwet ebenen 
Cyftemen, die nad Lehrſatz 1. collinear auf einander bes 
gegen find, und umgefebrt: 

Bezgieht man ein ebenes Shjtem nach Lehrſatz 1. colli— 
near auf ein anderes, weldes etnen Kegelſchnitt (3. B. 
einen Kreis) enthalt, und fucht bie dieſem homologe 
Curve des erften Syſtems, fo erhält man allemal einen 
Kegelſchnitt. 

Der Lehrſatz 5., alſo aud) die Umkehrung in 6 laſſen ſich übri— 
gens noch allgemeiner ausſprechen. Es fei ein ebenes Syſtem vere 
zeichnet, und in demſelben cin Kegelſchnitt K,, Fig. 149. Man ſetze 
eiu diefem Syſtem nicht angehoriges vollftinviges Vierfett a,b,c,d, 
als homolog irgend einem Vierſeit bes erjten Syſtems, 3. B. dem 
umgefdriebenen Bierfeit a,b,c,d,. Um nun die dem RKegelfchnitt K, 
Homologe Curve des zweiten Shftems zu finden, Haben wir nur 3. B. 
auf a, einen folden Punkt A, zu fuchen, dag Punktreihe a,,(a,°b,) 
(a,°¢,)(a,'d,)A, A a,,(a,"b,) (a,°c,) (a,°d,) A, iſt, wenn A, 
rer Berithrungspunft von a, ift; ebenfo findet fic B, auf b,, C, 
anf eꝛ, D, anf d,. Da nun K, ein Regelfchnitt ijt, fo ijt nad 
§ 11. Lehrſatz 65. Punktreihe a,,(a,° b,) (a, ° ¢,) (a, °d,)A, 
By By(by* ¢4) (by °d,) (by -a,), alfo auch a,,(a,*b,) (a,*e,) 
(a,°d,)A, A b,,B, (b,'c,) (b,'d,) (b,*a_) und fo bet jedem ats 
peren Paar Tangenten. Zieht man im Syftem I. noch eine Tangente, 
fie beige m, und beftimmt zwei Bunfte (a,*m,), (b,°m,) auf a,, b 
im Gbftem II. fo, dag a,,(a,° b,) (@,° Cy) (a,°d,) — 
N a,(a,°b,) (a, "¢,) (a,°d,) (a, m,) und b-, (ba* ¢,) (b,°d, 
(b,° a2) (b,*m,) A by,(b,*¢,) (by °-d,) (by 2.) (b,° m,) ft, fo 
ift, weil nach § 11. Lehrſatz 6D. aud) c,(c,*a,) (c,°b,) (c,*d,) 
fe "m,) A a;,A,(a,°b,) (a,°d,) (a,°m,) tit, and c,,(c,*a,) 
(ce, * by) (c,°d, (c,"m,) A &,A,(a,° b2) a,‘ dy (a,*m,) und 
liberhaupt ift ber Durchſchnittspunkt von m, mit jerer per Geraden 
a,, bs, ¢,, d, ein Bunft ber conformen Theilung. Es find alfo 
nad § 11. Lebrfa 65. bie Geraden a,, b,, c,, d,, m,, etc. Lane 
genten eines Kegelſchnittes, und gwar ift A, der Beriihrungspunkt von 
a,, B, der von c, etc. Man erhilt alfo als Curve K, einen Kegels 
ſchnitt. Setzt man ebenfo irgend ein vollftindiges Viered A,B,C,D, 
eines einen RKegelfdnitt K, enthaltenden Syſtems einem beliebigen, nicht 
zu biefem Syſteme gehörigen Viereck A-B,C,D,, Fig. 149., homolog, 
und beftinimt die der Tangente a, an K, entjpredenbe Tangente a, 
dadurch, bag man eine ſolche Gerade fucht, bag Strahlbüſchel A,,a, 
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(A, ~B,) (A,—C,) (A, —— ACM.B.COAITO.S. (A,—-D,) 
iſt, und eine der Pangente b aie 5 Gerade b, baburth, bag man 


b,(B, ~ C,) (B, ~D,) a fo ay —— — 
(A,—D Ja, {B,~ A,) b,(B,~ C,) (B,— D,) fein, ba im Eh: 
jtem I. ber Strablbiifchel A conform B, ijt. Ebenſo müſſen auch 
die Strahlbüſchel A,, ©,; A,.„D, ete. conform fein. Nimmt man 
auf K, nod — beliebigen Curvenpintt, er heiße M, an, und ſucht 
M,, inbem man 3. 9. im Büſchel A, ben bem Strobl (A, ~M,) 
und im Büſchel B ben bem Strahl B, —M,) bomologen Strahl 
me " — a,(A,—B,)(A,—C ) 4,7 BY A B,.B, 
A,)b,(B,~ C,) ) (B, “af 1) i ang A, a,(A,~ B, (A, 
(A,~M, kB, CA, A,)'b, (B,C) (Be Bt,) fem. “Geni 
mug in ben conformen Strabloiifdeln 3. B. Ay, C, der Strahl 
(C,—M,) dem Strahl 6* 2M, ) entſprechen, ba in ben conformen 
Strahlbůſcheln A, und der Strahl —M,) bem (A, - M,) 
entfpricht u. ſ. w. Es ift vaher die Curve nach § 11. Rebrfats 65. 
ein Kegelſchnitt. Ebenſo hätte man einem beliebigen vollſtändigen Vier⸗ 
feit (A,— B,)e,(C,~D,)(D,—A,) in einem einen Kegelſchnitt 
enthaltendem Eyſiem, Fig. 150., ein beliebiges vollftindiges BVierfeit 
(A,— B,)c,(C,~D,) (D,— A,) al8 homolog annehmen fonnen. 
Peftimmt man nun in dem burd) bas letztere a bis bie ben 
Curvenpunften L,, M,, N,, ee R,, indem 
A A "Bd 


man Bae (A,— B,), ,B,G, ES A.L.B,G:: 
(A, - B,),A,M,B,G, A A, Bd /A MB, Gi; (A, — D,), 
ALN, DF, (A, = G D D,), B,R,E,D, 


“* (B,— D,),B,R, E, D, — i. Me te., relat ebenfo, bag fie 
auf einem Regelfchnitt Liegen miiffen, denn es we — z. B. c, den 
Act Q,, C, fcbneidet, ODN tR, 14,Q,D ore iy “a s 
L,Q,D,N,, alfo aud M,,L,Q,D L,Q,D w. 
fur; jebem — des Regelidynittes 7 it a “dott ¢ soy "ber 
auf einem Regelfdnitt R.L,M.N,D, llegt. Von demſelben Geſetze 
überzeugt man ſich, wenn man pon irgend einem vollſtändigen Vierecke 
ausgeht. Man ſieht alſo, daß man nicht bloß, wenn man die beiden 
Syſteme auf die im Lehrſatz 1. angegebene Weife auf einander begieht, 
ſondern aud, wenn man fie auf irgend eine andere Art anf einander 
bezieht, als Curve, die einem Kegelſchnitt K, homolog ijt, wieder einen 
Kegelſchnitt erhalt. Man erhält alfo den 


7. Lehrſatz. Werden zwei ebene Syſteme, deren eines 
einen Kegelſchnitt enthält, auf irgend eine Weiſe collinear 
auf einander bezogen, ſo iſt die dem Kegelſchnitt homologe 
— des zweiten Syſtems allemal ebenfalls ein Kegel— 
chnitt. 


Wir hatten in Lehrſatz 7. angenommen, daß nur in einem von 
»wei ebenen Syſtemen ein Kegelſchnitt verzeichnet vorliege, und daß 
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bie ihm Homologe Curve im gweiten Syſtem erft gefudt werden folle. 
Etwas ganz anderes ijt eS aber, wenn nicht blog im erften, ſondern 
aud) im zweiten Syſtem ein Kegelſchnitt bereits verzeidnet vor 
liegt, Fig. 148., und verlangt wird, beide Shfteme follen collinear 
fo auf einander begogen werden, bag dem Kegelſchnitt K, der bee 
ftimmte, und bereits vorhanbdene SMegelfchnitt K, homolog fei. Dann 
fain man nicdt, wie man vielleicht anf den erften Anblick glauben 
fonnte, 3. B. ein dem K, umgeſchriebenes beliebiges vollftindiges Vier- 
fett a,b,c.d, al8 einem bem K, umgeſchriebenen volljtindigen Biers 
feit a,b,c,d, homolog annebmen. Denn fucht man die einer fernes 
ren Zangente m, bes Segelfdnittes K, homologe Gerade m, im 
zweiten Shjtem, fo mug diefelbe, wie eben gezeigt wurde, gwar auc) 
einen Stegelfdnitt berithren, und gwar denfelben, den a., b,, c,, d, 
berithren. Wher nad § 12. Lehrfag 12. A. 1) tft ein Kegelſchnitt 
erjt durch fiinf angenten vollftiudig bejtimmt, eS giebt alfo, wenn 
uur vier Langenten a,, b,, c,, d. gegeben find, unendlich viele 
Kegelfdnitte, welche diefelben als Cangenten haben können. Cinen bers 
felben mug man nun erhalten, aber ob gerade ben, dev bereits vers 
zeichnet vorliegt, bas ijt bie Frage, und es ift fein Grund, daß es fo 
fet. Noch weniger fann man iiberzeugt fein, ben gegebenen Segel- 
ſchnitt K, ju erhalten, wenn man zwei beliebige Vierfeite ber beiden 
ebenen Syſteme als homolog annimmt, 3. B. folche, wie in Fig. 150., 
in benen drei Seiten Secanten der Stegelfchnitte K,, K,, die vierte 
eine Zangente iſt. Wuch wenn man, Fig. 148., ein vollftindiges, dem 
K,- eingeſchriebenes BViered A,B,C, D, als einem voflftindigen bem 
K, eingefdriebenen Vierſeit 4,B,GD, homolog fegt, und nun ben 
Punkt M, des gweiten Shftems fucht, der einem Punkt M, des Kegel⸗ 
ſchnittes K, homolog ijt, fo liegt gwar M, mit A,, B,, C,, D, 
auf einem Kegelſchnitt, aber, ba nad § 12. Lebrfak 12. A.1) ein 
folcher durch) vier Puntte A,, B,, C,, Da nicht vollftindig beftimmt 
ijt, fo braucht M, nicht gerade auf ber Curve K, ju liegen; ebenfo 
wenig, wenn man gang beliebige Vierecke als homolog ſetzt. Bezieht 
man aber bie Shfteme fo auf einanbder, wie in Lehrſatz 1. angegeben 
wurde, inbem man bret Tangenten bes einen bret Tangenten des ane 
beren und dte Veriihrungspunfte von gweien derfelben an dem einen 
den Berührungspunkten der entfprechenden Tangenten im anderen als 
homology annimmt, ober indem man bret Curvenpuntte bes einen dret 
Gurvenpunften bes anderen, und die Tangenten an zweien derfelben 
in bem einen ben Tangenten an ben entfprecenden Punkten im anderen 
alg homolog annimmt, fo ift bamit, wie oben beiwiefen wurde, nicht 
nur die Gollineation vollftindig beftimmt, fondern man muß auc, als 
bem K, bomologe Curve die gegebene K, erhalten, ba nad § 12. 
Lehrſatz 12. A. 3) durch die genannten Stide ein Regelfchnitt voll 
ftindig beftimmt ift, und e8 nur einen geben fann, ber von drei Latte 
genten fo berührt wird, bag die Beridhrungspuntte von zweien gege- 
bene Punkte find, ober der durch dret Punkte der Art gebt, dak er in 
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zweien derſelben von gegebener Geraden berührt wird. Welde drei 
Langentenpaare, oder welche drei Punktpaare man als homolog anfeben 
will, vas ijt aber beliebig, und deßhalb können auch zwei, verzeichnet 
vorliegente Kegelſchnitte, auf unendlich vicle Arten collinear auf ein- 
ander bejogen werden, Der Lebrjag 1. over 4. läßt fic) alfo nicht 
verallgemeinern, wie es mit feiner Umkehrung (Lehrſatz 5.) der Fall 
war, vielmebr miiffen wir fagen: 


8. Lehrfag. Zwei ebene Syſteme, deren jebes einen 
Kegel{dnitt verzeichnet enthalt, können nicht auf fede be- 
fiebige Wetfe collinear auf einander bezogen werden, 
wenn die beiben vorgefdricbenen Kegelſchnitte homologe 
Curven der collinearen Syſteme werden follen; beziebht 
man aber bie Syſteme auf vie in Lehrfag 1. angegebene 
Weife collinear auf etnander, fo tit der Kegelſchnitt in dem 


— i—i 


einen dem Kegelſchnitt in dem anderen Syſtem homolog. 
oder kurz, mit Berückſichtigung von Erklärung 2.: 


9, Lehrſatz. Zwei verzeichnet vorliegende Kegel- 
ſchnitte K,, K, können nidt auf jede beliebige Art collinear 
auf einanbder bezogen werden, wohl aber ftetS anf die in 
Lehrſatz 1. angegebene Weife. 


Wud) vie fpeciellen Arten der Collineation, Wffinitat und’ Aehn— 
lichfcit founen bei den Kegelſchnitten vorkommen. Um uné hierüber 
zu orientiren, erinnern wir ung, bag bereits im § 12. ausgeſprochen 
worden war, ein Kegelſchnitt jet nicht allen durch die vort im Lehr— 
fag 12. A. angeqebenen Stiide beftinunt. Go ijt 3. B. leicht zu feben, 
bag Kreis und Ellipſe vollfommeen beftimimt find, wen von ibm die 
Endpunkte eines Ourdmeffers und ein Endpunkt bes ihm conjugirten 
Durchmeſſers gegeben ijt, und daw eine Hyperbel bejtimint ijt, wenn 
yon ibr ein Paar conjugirter Durchmeſſer und die Strecfe, die anf 
ber Tangente tin Cudpunft des einen Durchmeſſers von diefem und 
einer Ufymptote eingefdlojfen ift, gegeben ift, dag ete Parabel voll 
kommen beftimmt ijt, wenn von iby cine der re parallele Gerare, 
iby im Endlichen liegender Durchſchnittspunkt und die Richtung rer 
Sehuen, die von diefer Geraden Halbirt werden, und der eine End— 
punkt einer fo balbirten Sehne gegeben ijt, zugleich mit dent Mittel— 
punkte rer Gehne, und dem Abſtande diefes WMiittelpunttes von dem 
Punkte, in dem die der Axe parallele Gerade die Barabel fdneiret. 
Denn es fet Fig. 1382. a. in einer Ellipfe b’vd’ ein Durchmeſſer, 
ob ein Endpunkt des ihm conjugirten, fo fennt man fogleich die Rich— 
tung o” bes dem o’ conjugivter Durchmeſſers, denn man bat nad 
§ 11. Erklärung 49. nur & mit dent Diittelpunft M von vd’ zu 
verbinden; um den anderen Endpunkt vs des conjugirten Durchmeſſers 
zu finden, Hat man nur (-M) um ſeine Länge BLA = Mad über 
M hinaus gu verlingern. Zugleich weiß man nad § 11. Lehrfag 50. 2), 


§ 13. Collineation ber Kegelſchnitte. 399 


bag bie Tangenten in A’ und vd’ parallel o”, die an &, ws parallel 
o” find. Man Fann diefelben alfo fofort zetchnen. Man bat alfo vier 
Punfte ob’, vs’, o&, Vs und ihre Cangenten, folglich nod) mehr, al’ 
zur Beſtimmung des Kegelfchnittes nöthig ift (vergl. § 12. Lehre 
jay 12. A.2); 3)). Ebenſo ijt eS beim Kreis, wo fogar nur ein 
Durchmeſſer gegeben zu ſein braucht, denn von bem ihm conjugirten 
weig man aus § 11. Lehrſatz 53., bag er fenfrecht auf dem erften 
jteht, vag alfo nach § 11. Erklärung 52. beive ein Paar Axen find, 
unt ba bie Curve ein Kreis ift, fo muß die fleine Ure gleid der großen 
fein, man bat alfo aud) fogleich ihren Endpunkt. Sind in per Hy: 
perbel Fig. 132. b. die conjugirten Durchmeſſer o”, o’ und &, vb auf 
o” gegeben, fo weig man anus § 11. Lebrfag 50.8), bag die Tan- 
genten in A, vb parallel o’ fein miiffen, man fann fie alfo fogleicd 
zeichnen. Ferner foll zugleid gegeben fein die Strede VQ’, die man 
affo fofort abtragen fann. Werbindet man Q’ mit dem Mittelpuntt 
AM vont Aub, fo erhält man nach § 11. Lehrſatz 47. eine Wftinptote r; 
und bie anbere q beftimint fich mad) § 11. Lebrfag 50.8) ſogleich 
dadurch, bag man eine Gerave q von der Art fucht, daß Strablbii- 
ſchel Myo’rc"q harmonijd ift. Wan Hat alfo vier Tangenten r, q, 
pie in ob und in Ub, und auf zweien (oder, wenn man die unendlich 
entfernten Berithrungspuntte der Ufymptoten mitrechnet, auf vieren) die 
Berührungspunkte ob, vd, (co, of), alfo mehr als zur Beftimmung 
rev Curve nöthig ift (vgl. § 12. ehrfag 12. A. 2), 3)). Iſt end- 
lic) von einer Parabel, Fig. 132.c. vote Gerade o’ und auf ibr der 
Punkt &” gegeben, fo wie die Richtung o” over o, fo hat man nur 
durch ob’ eine Gerabe «’ in diefer Richtung gu giehen, fo ijt fie nad 
S 11. Lehrſatz 50.) eine Tangente. Bit ferner alfo bie Strecke 
AN, und Nab gegeben, fo bat man nur (N—%) mm die Stree 
Nb bid vb zu verldngern, um nod einen Bunft vs gu bekommen. 
werner weig man aus § 11. Lehrſatz 50. y), bag die Cangenten a, 6, 
an eb, US ſich auf o’ ſchneiden. Da nun der Ourehfchnittspuntt (« 6) 
ver Pol von (%& ~ vd) ift, fo mug Punktreihe o/ (a + b)b’N oo harmo 
nif, alfo der Ubftand des Durdhfchnittspunktes (@ +6) von ob’ gleich 
o/N fein. Man hat alfo nur A/S — AN ju machen, und (L— &), 
(X— Vd) gu giehen, um die Langenten «, 6 gu erhalten. Es ſind alfo 
jegt drei Tangenten a, 6 a’ und ihre Berithrungspuntte befaunt, folg- 
lid) noch mehr, als zur Beftimmung ber Parabel nöthig find (vgl. 
S$ 12. ehrfag 12. A. 3)). 

Sollen nun ein Paar Kegelfchnitte affin anf einander bezogert 
werden, fo ift leicht zu ſehen, bag dieß nur bet jedem Paar folder 
Kegelſchnitte geſchehen fann, die beide entweder feinen, ober beide etnen, 
over beide zwei unendlich entfernte Punkte haben. Denn, follten 3. B. 
cine Gflipfe und eine Hyperbel affin auf einander begogen werden, fo 
müßte nad § 8. ehrfag 20. jedem ber unendlich entfernten Punkte 
rer Hyperbel aud) ein unendlich entfernter Punkt der Ellipfe Homolog 
fein. Es müßte alfo letztere gwet uneudlich entfernte Punkte haben, 
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was nicht möglich ift. Ebenſo wenig kann fie auf eine Parabel affin 
begogen werden, da fie dann einen unendlich entfernten Punkt haben 
miipte; und depgleicen kann eine Parabel nicht auf eine Hyperbel afjin 
bezogen werden, da ſie ſonſt zwei unendlich entfernte Punkte haben 
müßte. Zugleich müſſen jede zwei homologen Punktreihen proportional 
getheilt fein, nach § 8. Erklärung 19.; und zugleich müſſen zwei pa- 
tallefen Geraren des einen Syſtems zwei parallele Gerabe des anderen 
homolog fein, nad § 8. Lehrſatz 25. Es müſſen alfo jede zwei pa: 
rallelen Tangenten bes einen homolog fein parallelen Tangenten des ans 
deren. Mach § 11. Lehrſatz 48. find aber nur die Tangenten an den 
Endpunkten eines Ourdmeffers parallel; es miiffen alfo diefelben bo- 
mologe Richtungen der affinen Syſteme fein. Nun wird nad § 8. 
Lehrſatz 22. y. bie Wffinitdt durch bret Punkte beftimmt, die nidt anf 
berfelben Geraden fliegen. Man hat alfo, um ein Baar gegebene 
Kreife, ein Baar Ellipfen, einen Kreis und eine Cllipfe affin auf eins 
anber zu beziehen, nur die die Uffinitdt beftimmenden drei Punkte fo 
augunebmen, daß zwei derfelben an den Endpunften eines Durchmeſſers, 
der britte am Ende des ihm conjugtrten Ourchmeffers liegt, denn durch 
dieſe Elemente ift nicht allein die Uffinitdt, foudern, wie wir eben faben, 
aud bie Curve volfjtandig beſtimmt. 

Es ſeien nun zwei verzeichnet vorliegende Kreiſe affin auf einan⸗ 
der zu beziehen, Fig. 151., fo hat man alſo, wenn A, , Bi; A,, B,, 
Endpunkte je eines Durdymeffers, C,, GO, ber Gnopunt je eines auf 
ihm fenfrechten ift, A, aa: 3 8B, homolog B,, C, homolog C, 
gu ſetzen. Daaber dann / A =A, C,B,= 1R , ZC, A, B, 
= 0,A.B, = 48 FOB. —/ 0,B,A, =48 ift. fo ift 
{\A,© ,B, ~ AA, C; b,. és find alfo nach § 8. Lehrſatz 42. 7. 
vie Kreiſe nicht affin, fonbert ähnlich auf einanber begogen. Und in 
ber That, ba (A, — B,) homolog (A, B,), A, homolog A,, B, 
homolog B, fein foll, fo muß die ‘ unftreibe auf (A, —B,) und bie 
auf (A, 6.) proportional fein. Um alfo ben bem Mittelpuntt M, 
von A,B, bomologen Punkt M, als (A,—B,) gu finden, bat 
man gu fegen (A,—B,),A,M, B,o A (A,—-B,),A,M ,B,© alſo 
7 = sai Da nun — = 1 ijt, fo muß aud) = ie = 1, alfo 
M, AG —— des — Kreiſes ſein. —*8* pag) hs, 
vag MD, = M,C, fein mug. 8 ift alfo aud “D,A 
—/D, A.B 2=4R; 7 D,B,A,=/D,B,A, = $R. 3 ah 
alfo i Baar ‘homotoge Strahlbuſchel ber beiren Syſteme A, fA, au 
CAs = B,) (A, ~ D ) und ne C,) (A, 7 Fan 2 

BAB, Cy) (B, ~ A,) (By~D,) um BB, - 6.) (B, 

D,) gleich, und * iſt ſogleich zu ſehen, baf dieß mit — 
anberen Paar homologer Strahlbiijdhel ebenfalls der Fall fein muß 
(ſ. § 8. Aufgabe 41. Auflöſung 2.a)). Es iſt demnach nicht mög— 
lich, zwei Kreiſe affin auf einander zu beziehen. 

Sollen ein Kreis und eine Ellipſe affin auf einander bezogen werden, 
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fo nebme — Fig. 151., die Punkte A,, B, in den Enden eines 
Durchmeſſers, C, im Endpuntte bes conjugirten. Man itberzeugt fic 
nun leicht, auf dicjelbe Weife, wie bei Kreifen, dak der Mittelpunkt 
M, von A, »B, bem Mittelpuntt M, und D, dem D, —— iſt. 
Da ferner, wenn man bie Tangenten in A, B,; A,, B 2 3iebt, 
ay Ul (Cy~D,),, agi (Cy Da) ft, um (A,- By) die C.D, 
(A,- B,) vie ©D, hatbirt, fo ift Strabibiihel A eae 5 oe 
(A,-B,)(A,—D,)a, und A,,(A,—C,) (A,— B,) (Ay — 

harmoniſch nad) § 1. Lehrſah 26. alfo find beibe — ang 
Homolog a,; ebenfo iſt b, homolog b,, Cg homolog c,. Bieht man 
num an ben Krets eine Tangente e,, und beftimmt an der Ellipfe auf 
a_ und c,, je einen Punkt (a,° 3) (ex? * fo, bag Punktreihe a,, 
(a,"C,) (a"e,)A,0 A a,,(ay" e,) ( a,°e,)A,0; 5 Cals a⸗) (e⸗ 6,) 
Cio A ¢,,(c,'a,)(c,*e,)C,0 iſt, ober bag | ce= =i ¢ : * 
=i iſt, und zieht (G,—H,), fo ift fie bie der e, homologe Ges 


a ee zweiten Syſtems. Der bem Berührungspunkt E, homologe 
(noch unbekannte) Punkt C im zweiten Syſtem —— ſich nun durch 
die Conformitätogleichung €,,(€,°a,) €(€4°C,) (€2°b,) A e,,(e,"8,) 

E,(e,-¢,) (e;° b,). Aber eS ijt nun nach § 11. Lehrſaß ‘6D. weil 
ay, b,, c,, &, Langenten ia Punktrethe a,,(a,'c,) (a,° e,)A, a0 
“A ¢,,C,(c,' e,) (c,'a,) (c,°b,). Da nun a,(a,°c,) (a, -@,)A, 0 











“A &,,(8,°¢,) (a, ° eA, oO, und c,,C,(c,'e,) (c,’a,) (c,°b,). 


A ey, (e,"e,) (¢,° ay) (¢4' b,) ijt, fo if aud) —8 c2) (a- 3 
Ac K ¢y,C,(c,' 6) (C," 85) (€," b,), alfo ift aud) e, eine Tau— 
gente ver Ellipſe. Periihrt nun e, in E,, e, in | Ea, fo ijt nach 
§ 11. Lehrſatz 65, e,,(e,°a,) E,(e,'c,)(e,'b,) A a,,A, Ei e,) 
(a,°C,) 0; €,,(e,°a,)E .(e, "©,) (@,°by) A aA, (a,"e,) (a,"c Cy) . 
Da nun die Binttreihen al a, und a, conform find, fo mug aud 
€o,(€,° a2) Ho (e,°c,) (e,"bz) A * 6,,(€,°a,) E,(e,"¢,) (e,"b,) fein; 
e8 muß alfoc mit E, sufammenfallen, ober bem Periibrungépuntt E, 
am Streife ift ber Berührungspunkt E, an ber Cllipfe homolog. a 
ferner M, homolog M, war, fo ijt (E, ~M,) homolog (E,~ 
Dent Punt K, mug, ba E i in M, halbirt wird, ein Puntt et. 
homolog fein, ſo daß aud) EK, in M, halbirt wird; e8 muß alfe 
K,, der andere Gnopuntt bes burd EH, “gehenden Durchmeſſers fein; 
affo aud) ein Punkt der durch A,, B,, C, beftimmten Gllipfe. Der 
angente in K, mug ferner die in K, homolog fein, denn fie geben 
durch homologe ‘Buntte, und die Tangente in K, ift parallel e,, die 
Tangente in K, parallel e, u.f. tw. Man ſieht alfo, daß jeter gee 
gebene Streis und jede gegebene Ellipſe affin auf einander bezogeü wer- 
rem können. 

Sind zwei gegebene Cllipfen affin anf einander zu beziehen, fo 
bleibt vie Schlußfolge, da fie nichts von ren fpeciellen Gigenfcaften 
ves Kreiſes vovausfegt, genau diefelbe, man bat nuv ftatt des Kreiſes 

Weißenborn, Projection. 96 
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A,C,B ‘ eine Ellipſe, A,, B, an den Endpunften eines Ourdmeffers, 
G, int einem Endpunkte des conjugirten Durchmeſſers zu nehmen. 

Umgekehrt ſieht man ſogleich, daß, wenn man die einem Kreiſe 
affine Curve ſucht, dieſe eine Ellipſe ſein muß. Denn daß man, wenn 
man zwei ebene Shfteme auf irgend eine Urt affin auf einander be- 
zieht, als Gurve, die einem Regelfchnitt des erften homolog ift, wieder 
einen Stegelfdnitt erhalten mug, folgt aus Lehrſatz 7., dba Affinitat 
nur eit fpecteller Fall per Collineation tft; es läßt ſich übrigens auch 
ebenfo beweifen, wie in Lehrjay 5. und Lehrfag 7. geſchehen ijt. 
Ferner mug man als dem Kreis homologen Regelfchnitt einen ſolchen er⸗ 
balten, ber keinen Punkt im Unendliden hat, und ein Kreis fann er nicht 
fein, ba wir oben faben, dag fein Strets auf einen andern affin be- 
zogen werden Faun; er muß demnuach eine Gllipfe fein. Genan ant 
viefelbe Weife überzeugt man fic), daß, wenn man die ciner Ellipfe 
affine Curve fucht, man einen Regelfdnitt, und gwar entweder einer 
Kreis over eine Ellipſe erhalten mug. 

Um zwei gegebene Hyperbeln affin auf einander zu beziehen, 
fege man, Sig. 152., A, vem A,, B, dem B,, C, vem C, homo: 
fog, wenn A,, B,; A,, B, die Eudpunkte eines Ourdmeffers, C, 
und C, die Puntte ſind, in denen zwei Scheiteltangenten by b, je 
eine Ufymptote ſchneiden. Dian überzeugt fich dani, wie an gig. 151. 
rag M, vent M,, a, der a,, b, der b,, c, der cy Homolog iſt 
liehteres weil C, und C, umd M, und M, homologe Punkte finr:, 
und bag jeder Eangeute e, an der erftert eine Langente e, ar ter 
sweiten Hhperbel, und dem Berührungspunkt EH, der Berithrunge 
puntt E, homolog ijt, daß aljo beibe Hyperbeln in ber That be 
mologe Surven affiner Syſteme find. Dag man ungefehrt, wenn 
man vas Syſtem conftruirt, weldhes einem anderen, cine Hyperbel 
A,B,.... enthaltenden, affin iſt, indem man das Dreied A,B,C, 
homolog A,B,C, fest, bag man daun wieder eine Hyperbel erbalt 
folgt ebenfalls aus Lehrſatz 5. und daraus, dag fede Zwei Hyperðeln 
gleich viel unendlich entfernte Punkte beſihen. Uebrigens ſieht man, 
daß bei gleichſeitigen Hyperbeln, weil bei ihnen nicht, wie beim Kreiſe. 
jede zwei conjugirten Durchmeſſer ſenkrecht auf einander ſtehen, der 
Fall der Aehnlichkeit im Allgemeinen nicht eintritt, wohl aber dann, 
wenn at zwei folde Durdhineffer A, B,, A,B, einanbder eae ieet 
rap, 7 C,M,B,=/ C.M,B, iſt Denn bann madt nad § 
Lehrſatz 58. aud ber bem Durchmeffer (A,—B,), (A, 7 B,) - 
jugirte Tr) Tp nit c,, c, gleiche Winkel, nad) g 11. Rebrfats 50. ¢ 
und ¢8 tit alfo and 7 B,C,M, — /B, O, M,, alfo ift pan 
/A\B,C,M, ~~ /\B,C,M, ‘und /\ BAA, C, ~A B,A,C, mut 
die Sijteme find ähnlich. Gs fonnen endlich, ebenfo wie ein Rreis und 
eine Ellipſe, eine gleichſeitige und eine gemeine Hyperbel affin anf ein: 
ander bezogen werden. 

Sollen zwei Parabeln, die verzeichnet vorliegen, Fig. 153., affin cui 
einander bezogen werden, fo fege man die Endpunkte A,, BL; A,. B. 
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einer Beliebigen Sehne, als homolog, halbire bie Sehne durch eine zur 
Are parallele Gerade, und fege die anf ihr liegenden Curvenpuntte 
C,, C, bomolog. Dann find, wenn man die Softeme affin auf ein 
anber bezieht, die Mittelpuntte N,, N, homolog. Bieht man ferner 
an A,, B,, die Langenten a,, b,, und fucht die homologen Geraden 
in affinen Syſtem, fo miiffen fie zunächſt burd A, B, geben. 
Ferner mug z. B. die ber a, homologe Gerade a, die (C,—N,) in 
cinem ſolchen Buntt ©, ſchneiden, dak fic verbatt 2,0,: NC, 
=2,C,:N,C, und aljo, ba vermige § 11. Lehrſatz 61. £,C, 
=N,C, ijt, af 2,C,—N,C, ijt. Dieß iſt aber die Eigenſchaft 
ber Langente a, an A,, denn fie ſchneidet die (C, — N,) in einem 
ſolchen Punkt 2, bag 2 C,—N,C, tft, nach § 11. Lebrfag 61. 
Es ijt alfo a, eine Langente, ebenfo b,. Da ferner bie Tangente 
c, in C, parallel (A,—B,) ift, nach § 11. Lehrſatz 50.7), fo ift fie 
homolog ber gu (A,— B,) parallelen Tangente c, in C,. Um die 
einer beliebigen Langente e, an der einen Barabel homologe Gerave e, 
an ber anderen gu finden, verfabrt man, wie in Fig. 151. gezeigt 
ward; man überzeugt fic), bak fie ebenfalls eine Langente an der 
(wie wir oben ſahen, burch bie Stücke C,N., NA, und die Ridtung 
von (C,-N,) und (A,—B,) beftimmten) Barabel fein mug; vege 
gleichen, daß dem Berithrungspuntt E, der Berührungspunkt E, ho- 
molog tft. Sollen umgefehrt das einem gegebenen Syſtem, weldjes eine 
Parabel A,C,B, enthalt, affine Syſtem und die ber Parabel homo- 
loge Gurve gefucht werden, fo mug die der Parabel affine Curve ein 
Kegelfehnitt, und gwar, wie oben gezeigt ward, eine Parabel fein. 

Faffen wir bas Bisherige gufammen, fo find es alfo folgende 
Gefege: | 

10. Lehrſatz. Gollen gwet ebene Shfteme, deren jedes 
einen Kegelſchnitt enthalt, affin auf einander bejogen 
werden, fo daß bie beiden Kegelſchnitte homologe Curven 
find, fo tft dieß nur dann möglich, wenn beide diefelbe 
Anzahl unendlid entfernter Punkte befigen, namlid: 

11. Lehrſatz. Zwei gegebene Kreife laffen fic nicht 
affin auf etnanber bezieben. 

12. Lehrfak. Jeder gegebene Kreis und jede gege— 
bene @llipfe laffen fic affin auf einanber beziehen, indem 
man bie Endpunfte eines Durdhmeffers in beiden, und 
einen Endpunkt je des conjugirten Ourdmeffers homo: 
log fest. 

13. Wehrfag. Bede zwei gegebenen Cllipfen laffen 
ſich affin auf einanber beziehen, indem man bie Endpunfte 
eines Durchmeſſers in beiden, und einen Enbdpunkt je des 
conjugirten Durchmeſſers homolog fegt. 

14, Lehrſatz. Jede zwei gegebenen gleidfettigen Hy: 
perbeln Laffen fic affin auf etnanber beziehen, indem man 
bie Endpunkte eines Ourdmeffers, ver aber nicht in 

26* 
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beiben Hyperbeln mit ben Afymptoten gleihe Winkel 
maden barf, und ben Durchſchnittspunkt je einer Ajymp - 
tote mit je einer Zangente an einem Endpunfte ditejer 
Durdhmeffer homolog fest. 

15. Lehrſatz. Jede gegebene gleidfeitige Hyperbel 
und jebe gegebene gemeine Hyperbel lafſſen fid affin auf 
etnanber bezgiehen, indem man die Endpunfte eines Durch— 
meffers bem Durchſchnittspunkt einer Afomptote mit je 
einer Zangente an einem Endpunkte dtefer Durchmeſſer 
homolog fest. 

16. Lehrſatz. Fede zwei gegebenen gemeinen Hyper— 
beln laſſen fic affin auf einander beziehen, indem man 
bie Endpunfte eines Ourdmeffers und den Durchſchnitts— 
punft einer Aſymptote mit je einer Tangente an einem 
Endpunkte diefer Ourdmeffer homolog fest. 

17. Lehrſatz. Bede zwei gegebenen Parabeln Lafjer 
fic affin auf etnanber beziehen, indem man in jeder einer 
beliebigen Curvenpunft und je die Endpunkte einer Sehne, 
welche von einer durd den erjten Punkt gur Are paral: 
lelen Geraben halbirt wird, homolog fest. 


Wir faben ferner oben, bag jede einem Kegelſchnitt homeloge 
Curve eines affinen Syſtems wieder ein Regelfchnitt fein mug. La 
nun jedem Gurvenpunft ded einen ein Curvenpunft des anteren, jeter 
Tangente bes einen eine Tangente des anderen homolog ijt, und je 
zwei parallelen Tangenten des einen zwei parallele Dangenten res 
anderen homolog fein müſſen, ſolche aber nur an Endpunkten der 
Durdhmeffer ſich befinben (nad § 11. Lehrfag 48.), fo ijt jerer Durch— 
meffer des einen RKegelfduittes Homolog einem im anderen, und alfe 
ver Durchſchnittspunkt zweier Durchmeſſer, b. 6. ber Mittelpunkt res 
einen Stegelfdnittes Homolog dem Mittelpunkte des anderen. Man 
fieht alfo nach bem Borigen aud: 


18. Lehrſatz. Wird zu einem gegebenen ebenen Sy— 
jtem, welches einen Kegelſchnitt enthalt, ein beliebiges 
affines und in diefem bie bem Regelfdnitt bes erften 
Syſtems hHomologe Curve gefudt, fo erbalt man als 
ſolche allemal wieder einen Kegelſchnitt; in beiden Kegel— 
fdnitten tft jedem Ourdmeffer in bem einen ein Curd: 
meffer im anderen, bem Mittelpuntt des einen der Mittel- 
punkt bes anberen homolog; nämlich: 

u) Iſt ber Kegelſchnitt des erften Syſtems ein Kreis, fo 
ift ber bes gweiten eine Ellipfe. 

6) Iſt ver Kegelſchnitt des erften Syftems cine Ellipfe, 
fo ijt ber bes zweiten ein Kreis oder cine Ellipfe. 


y) Sit ber Kegelfcuitt des erften Syſtems cine gleid- 
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feitige Hyperbel, fo.ift der bes gweiten eine gleich. 
ſeitige ober eine gemeine Hyperbel. 

c) Iſt ber Kegelfadnitt des erften Syſtems eine gemeine 
Hhperbel, fo ift ber bes gweiten etne gleidfeitige 
ober eine gemeine Hhperbel. 


e) Iſt ber Kegelſchnitt des erften Syſtems eine Parabel, 
jo ift ber des gweiten aud cine Barabel. 


Stellen wir uns bie Aufgabe, gwei gegebene Regelfchnitte ähnlich 
auf einanber zu begiehen, fo folgt, da nad § 8. Lehrſatz 39. in ähnlichen 
Syſtemen ebenfo, wie in affinen jede zwei homologe Punktreihen pro- 
portional find, da auch nur folche Curven ähnlich auf einander bes 
gogen werden können, die in Begug auf Anzahl ihrer unendlic ent. 
fernten Punkte ibereinftimmen. Allein es müſſen nad § 8. Lehre 
jag 36. and) jede zwei bomologen Gerabden gleiche Winkel bilden. 
Wir fahen min ſchon bei den affinen Syſtemen, daß die Nlittelpuntte 
Homologe Punkte fein mußten; daffelbe mug anc) bet abnliden Sy- 
ftemen, tegen ber proportionalen Theilung homologer Punftreihen der 
gall fein; eS müſſen baber auch jede gwei Durchmeſſer HE, K,, EK, 
(ogl. Fig. 151., 152.) homolog fein. Zugleich miiffen auch jede zwei 
conjugirte Durdmeffer beider, affiner ſowohl als ähnlicher Curven 
homolog fein. Denn zieht man (Fig. 151. 152.) eine Sehne in der Curve 
bes erften Syſtems, die von bem Durchmeſſer E,K, halbirt wird, 
und ſucht die homologe Sehne im Kegelſchnitt des zweiten Shftems, 
fo mug dicfe vom Durchmeſſer EK, halbirt werden, da die Mittel— 
puntte jeder zwei homologen Streden homolog, und E,K, und EK, 
homologe Gerade find. Es miiffer aber aud) jede gwet homologe 
Durdmeffer gleiche Winkel bilden. 

Nun bilben im Rreife jede zwei conjugirte Durchmeſſer rechte 
Winkel; daffelbe mug alfo auch in bem ähnlichen Kegelfchnitt der Fall 
fein. Derfelbe fann demnach nur,“ba dieß eine Eigenſchaft ausſchließ⸗ 
lich bes Streifes iff, ein Kreis fein. Es können alfo nuv zwei gegebene 
Streife dbnlich auf einander begogen werden, dieſe aber ſtets. Denn 
find zwei Rreife vergeichnet vorgelegt, fo nehme man auf der Peripherie 
des einen bret beliebige Bunfte A,, B,, C, an, und conftruire das 
Dreied A,B,C,. Sodann fuche man im anderen Sreife ein ähn⸗ 
liches Dreied. Bu dem Rwede conftruire man einen Centriwinfel 
B,M,C, ig. 154. doppelt fo grof als 7 B,A,C,, und an dem 
felben einen Wintel, A,M,C, dboppelt fo grof als / A,B,C,, und 
conftritire bas Dreied A,B,C,, fo ift bie Abnlid) bem Dreied 
A,B,C,, weil / B,A,C,=4-B,M,C,=4-2-B,A,C,=B, 
A,C, u. ſ. w. ijt; und fege A, homolog A,, B, homolog B,, C, 
homolog C,. Dann find M,, M, auc) homologe Punkte, wenn die 
Shfteme ähnlich auf einander bezogen werden, benn e8 ift / C,A,M, 
= / C,A,M,, u. f. w. Ferner ift bie Tangente a, an A, homo- 
log ber Langente a, an A,, denn a, bildet mit (A,—B,) einen 
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Winkel, ver gleid dem Peripheriewinfel A,C,B, aber ber Sehne 
A,B, ift, und a, bildet mit (A,—B,) einen Wintel, gleih A,C,B,. 
Es ift alfo ber von a, und (A,—B,) eingefdloffene Winkel gleid 
bem von a, und (A,—B,) gebildeten, alfo find a, und a,, ebenjo 
b, und b,, c. und c, homolog. Um den einem ferneren Punkt D, 
homologen gu finden, mace man einen Winkel A, M,D,— / A,M,D,. 
Dann ift and 4 A,C,.D, = 7 A,C,D,, und / C,A,D, 
=/C,A,D,, alfo D, und D, ein Paar homologer Punkte, unv jo 
tft jedem Puntt des erften ein Bunt deS zweiten Kreiſes homolog; 
deßgleichen muß, wie ſogleich zu ſehen iſt, die Tangente an D, 
homolog der Tangente an D, ſein. Soll umgekehrt auf ein einen 
Kreis enthaltendes Syſtem ein anderes ähnlich bezogen und vie dem 
Kreiſe homologe Curve geſucht werden, ſo muß daſſelbe gelten, wie 
von affinen Syſtemen; dieſe Curve muß nämlich ein Kreis oder 
eine Ellipſe fein, nad Lehrſatz 18.a). Da aber bas zweite Syſtem 
nicht nur affin, fondern fpeciell ähnlich auf bas erfte bezogen ift, jo 
fann die homologe Curve feine Gllipfe fein, denn es müßten fonft em 
Kreis und eine Cllipfe dbnlid anf einanbder bezogen werden können, 
was nicht möglich ift, wie wir oben fahen; fie mug demnach ein 
Kreis fein. 

Sollen gwet gegebene Ellipfen ähnlich auf einander bezogen werden, 
fo miiffen, wie oben gejeigt ward, jede zwei conjugirten Durchmeſſer 
in ber zweiten Ellipje venfelben Winkel bilden, wie bie ber erſten. 
Es müſſen alfo ben auf einander fenfrecht ftehenden Durchmeſſern der 
erften, b. h. den Axen (nah § 11. Erklärung 52.a)) derfelben die 
Axen der gweiten Ellipfe homolog fein. Man hat alfo, Fig. 155. vie 
Endpuntte A,, B, der großen Axe der giweiten, ben Endpunften A,, 
B, ber grogen Axe ber erften Ellipſe, und den einen Endpuukt C. 
ver Heinen Axe der zweiten dem einen Endpunft C, der Heinen Axe 
ber erſten Gllipfe homolog gu fegen. (Man kann natürlich ebenfo gut 
aud A,, B,, A,, B, alé Endpunkte der Heinen, C,, C, alé End⸗ 
punft der grofen Are nehmen.) Indeſſen fann man auch dann nod 
im Wigemeinen die Ellipſen nicht ähnlich auf einander beziehen. Denn 
ba bie Mittelpuntte M,, M, homolog find, und in ähnlichen Syſte— 
men nad § 8. Lehrſatz 37. jede zwei homologen Dreiede ähnlich fein 
miffen, mug, wenn fic) die Ellipſen ähnlich auf einander begiehen 
laſſen jollen, A, A,M,B, ~/A,A,M,B, fein, ober e8 miiffen fid 
bie Halbazen verhalten: A,M,:B,M.—A,M,:B.M,. ft dieg 
nidt dev Fall, fo können die Ellipfen gar nicht ähnlich, fondern nur 
affin auf einanber begogen werden; ift aber diefe Bedingung erfiillt, fo 
find, wenn man A,, Bz, C, begitglich homolog A,, B,, C, fest, 
bie Ellipſen dbnlich auf einander bezogen. Denn die Tangente a, in 
A, ift nach § 11. Lehrſatz 51.0) fenfreht auf (A,—B,), ebenfo 
a, fentredt auf (A,—B,), alfo ift ber Winkel, den a,, a. mit ho- 
mologen Geraden einſchließen, gleid), folglid) find a,, a, homologe 
Gerade; ebenfo b,, bo. Iſt nun E, ein fernerer Punkt ber erften 
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Ellipſe, fo hat man, um E, ju finden, / B,A,E, = /B,A,E, 
gu maden. Es ift alfo, ba bann aud Eo “A *E, 2—/C,A,E, 
und ba ferner /“ C,A,B,=/ C,A,B, iit, * Strahlbitfcel Aa 
(A,—B, 2} (ae C,) ( ‘A, —E,)a, gleich A,, (A, —B,)(A,~ C,) 
A,-E a Nun i nach $1 11. —— 65. Slrahlbliſchel B,,b, 
(B,-C,)(B,-E,) (B,-A,) © Ay, (A, By) (Ay C1) (Ay By) 
a, mid Bab, (Ba C,) (B,-E,) (B,—A,) A 


>_ 


y. es ©: anal bP 
(A,— C,) (A,— E,) ) #1 alfo auch Straͤhlbůſchel By b,B, -C;) 
(Ba B,) (BA) XB, b, (By C,) By E,)(B,—A,j. De 
nun ber von a mit (B,—A,) gebildete Wintel gleich dem von 


b, mtt (B,—A,) gebifdeten, Z ©C,B,A,=/7 C,B,A, und alfo 
auch ber voit b, mit (B,- C,) gebildete Wintel gleich bem von b, 
mit (B,—C,) ‘gebilbeten ift, fo mtg aid / E,B,A,=/ E,B A, 
fein. ée ijt alſo E, in ber That der bem Buntt E, homologe 
Punk der zweiten Curve. Es find mum and) die Tangenten an C, 
und C, homologe Gerade, da fie mit den homologen fleinen Aren 
gleiche ‘Wintel bilden, und ferner ift leicht gu feben, daß auch die 
Langeuten e,, e, an H,, EB, homologe Gerade der ähnlichen Sys 
iteme ie Denn, wie man ſogieich bemerkt, ift aud / C, ELA, 
=/C,E,A,. Da mim e a e, Laugenfen find, fo it rach g. 11. 
Lehrſatz 68. Strahbufchel E F e, (E, —~A,) (H,—B,) oe C,) 
A Ay, (A,— E,) a, (A.~ B,) (A,~ C,) und E,,e,(E -A,) 
(E,~ By) (B,C) Ay (A, “E,)a,(A, B,) (A, C J. Da 


nun der Strablbiifdel — gleich dem EShrahlbůſchel A ift ‘ 
By Op(Ea As) (Ba Bs) (8s 04) 6 Biro (i A,) 
a nb ba / AE oi Cy aN E, Cc 


l 

C,= 7B,E a6 t iit, fo mug auch ber ‘pont e, mit (E, —A ) 
er End Wintel gleich bem von e, mit (HE, - A.) eingeſchloffe⸗ 
net fein. Es ijt alſo e, die ber Tangente e, homologe Gerade des 
Gpnliden Syſtems. Cin Gleiches gilt fiir jede anbere Langente. Iſt 
unigefebrt zu einem eine Ellipſe enthaltenden Syſtem ein ähnliches 
zu conſtruiren, ſo könnte nach Lehrſatz 18. die der Ellipſe homologe 
Curve im Allgemeinen nur ein Kreis oder eine Ellipſe ſein. Erſteres 
iſt nicht möglich, ſie muß alſo eine Ellipſe ſein, und ane mug 
L\A,O,M,~ AA, C,M,, alfo A,M,:C,M,= AM: C,M, fein. 
Ift bie einer gleichfeitigen Hyderbel homologe ahnliche Curve qu 
fuchen, fo farm dieß " eine Hyperbel fein, und gwar, weil, aie on 

fi unter A,B,, A,B,, gig. 152., die grogen, unter B, C 
alfo die fleinen Uren flir ben Wugenblid vorſtellt, MLE B, win 
~ AM,B,C, fein muß (aus denfelben Grinden, wie oft ber EUlipfe), 
in eiuer gleidhfeitigen Hyperbel aber B,C, — B,M, ift, eine gleich— 
feitige Hyperbel. Stellt man fid alfo uniter ben Hyperbein, Fig. 152., 
ein Paar verzeichnet vorliegende gleichſeitige vor, ſo laſſen ſich biefe 
ähnlich auf einander beziehen. Man braucht nämlich, wie ſchon oben 
erwähnt wurde, nur zwei ſolche Durchmeſſer A,B,, A.B, als ho— 
molog gu ſetzen (indent man ſich alſo unter A,B,, "A, B, nicht mebr die 
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Aren vorftellt), die mit ben Afymptoten c,,c, gleidhe Winkel bifden; 
dieß ift immer möglich, da nad § 11. Lehrſatz 57. in jeder gleichfei- 
gen Hyperbel die Afymptoten denſelben Winkel, nämlich einen Rechten, 
biloen. Ferner hat man C, homolog C, gu nehmen. Dann fine 
aud) a,,a,; b,, b, homolog, ta fie mit (A,— B,), (A,—B,) gleiche 
Winkel machen. Da num die der Axe (A,—B,) conjugirte +, mit c, 
einen Winkel bildet, der gleih “B, M,C, ift, nach § 11. Lehrſatz 58., 
fo ift A c,c,=/7 c,c,, alfo, da a, || o,, a, |] o, tft, nad § 11. 
Rehrfah 50.6), fo ft /\B,M,C, ~/AB,M,C,. Sit mm E, ite 
gend ein Punkt der erften Hyperbel, fo findet fich ver homologe EB, va: 
burch, bag man / BLA, E, = /7 B,A,E, macht. Dann ift aber 
jugleid) nad § 11. ebrfag 56. aud) der von b, und (A,— E,) eine 
gefdloffene Winkel — /B,A,E,, und ber von b, und (A,— E,} 
gebiloete = / B,A,E,. Es ift alfo ber von b, und (A,— E,) 
gebilbete Winkel gleich dem von b, und (A,—E,) gebilveten. Es tit 
bennad EB, homolog E,. Davon, dak aud e, homolog e, tit, iber- 
zeugt man fich wie in Fig. 155. Conftruirt man gu einem, etne gleicd- 
feitige Hyperbel enthaltenden Syſtem ein ähnliches, fo mug man ald 
homologe Curve, nach Lehrfag 18. y), ba eine gemeine Hyperbel einer 
gleichfeitigen nidjt ähnlich fein kann, wieder eine gleichfeitige erhalten. 

Dap zwei gemeine Hyperbelu nur dann ähnlich anf einanter be- 
zogen werden können, wenn fic) thre gropen (Halb-) Axen verbalten 
wie bie kleinen, ergiebt fich wie bet ber Ellipſe; vepgleichen, daß man, 
falls biefe Bedingung erfiillt ijt, bie Endpunkte der großen, unb einen 
Endpunkt der Heinen Axe homolog fegen muß. Stellen wir uns Fig. 
152. unter A,, B,, A,, B, erjtere, unter C,, C, legteren vor, fe 
find aud) bie Gcheiteltangenten a,, b,; a,, b,, die Miittelpunfte AM, 
M,, und bie Ufymptoten c,, c, homolog. Macht man nun “B,A,E, 
= / B,A,E,, fo ift nach § 11. Lehrſatz 65., wenn wir die von A,, B,; 
A,, B, nad dem unendlich entfernten Berührungspunkt der Afpmpto- 
ten c,, c, geridteten Strablen, m,, n,; m,, n, nennen, Strabl- 
biifdjel A,,a,(A,—E,)m,(A,~B,) © B,,(B, ~ A,) (B,~ Ey) 


m, mit (A,—B,,) gebildete Winkel ift gleid) dem von c, mit (A,—B,,) 
gebilbeten, alfo = / C,M,B,, und ebenfo der von m, mit (A,—B,) 
gebilbete —= / C,M,B,, alfo find beide gleich), fo ift Strahlbüſchel 
B, conform Strahlbüſchel B,; utd ba ny und n, und alle übrigen 
Strahlen an B,, B, gleide Winkel biloen, aud / ABLE, 
=/ A,B,E,. Es ift alfo E, homolog E,. Ziehen wir von E,, 
E, nad ben unendlic) entfernten Beriibrungspunften von c,, c, die 
Strahlen q,,q,, alfo parallel c,,c,, fo ift ber bon gq, mit (BL,—E,) 
gebildete Winkel gleich bem von gq, mit (B,—E,) eingeſchloſſenen. 
Nun ift Strahlbüſchel K,,e,(E,— A,) (E,—B,)q, A A,, (A, E,) 
a,(A,~ B,)m,; E,,e,(E,~A,) (H,~ B,)q, A Ay, (A,— E, 

(A,—B,)m,. G6 ijt aber Strahlbüſchel A, gleich A,, alfo Strabl- 
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büſchel E, A E,, und da alle itbrigen Winkel gleich find, anc der 
von e, u und (K,— A.) gebildete gleich dem von e, und (E,—A,) 
gebifoeten. Es ift alfo auc) e, homolog e, Daß man enblich 
wenn man ein Syſtem conſtruirt, “welches einem andern, eine gemeine 
Hvperbel enthaltenden ähnlich iſt, eine gemeine Hyperbel wieder erhält, 
deren (Halb-) Axen gu denen ver gegebenen daſſelbe Verhäaͤltniß haben. 
folgt aus Lehrſatz 18.6) und daraus, daß eine gemeine nicht einer 
gleichſeitigen ähnlich ſein kann. 


Eine Curve, die einer Parabel ähnlich iſt, kann nur wieder eine 
Parabel ſein, da ſie nur einen unendlich entfernten Punkt haben kann. 
Ge müſſen nun ſchon in affinen Parabeln fede zwei ber Are paralle— 
[en Geraden, welche homologe Sehnen A,B,, A,B, halbiren, bo- 
molog fein. In ähnlichen Syſtemen miiffen fie “aber aud) gleiche 
Winkel machen. Es miiffen alfo auc die Aren felbjt und die von ibr 
halbirten, auf ihr fenfrecht ftehenten Cehnen ber einen homolog dene 
felben Stücken ver anberen Parabel fein. Es miiffen demnach and 
tie Scheitel ver beiden Parabeln homolog fein. Um alfo ein Baar 
gegebener Parabetn ähnlich auf einander zu beziehen, fege matt oT 
man fic) in Fig. 153. a — C, die Scheitel, — —B,), (A 
fenfrecht auf (C,- N,) N,), unter (C N,), (,- —N Re a 
Axen vorſtellt) die Hee O. C., Fig. ifs, homolog, nehme in 
der erſten eine beliebige ſenkrecht zur Are ftehende Sehne A,B, an, 
und auf ber Axe der zweiten Parabel ein folches Stück C N,, bag 
fi, wenn der Parameter der erfien burd p,, ber ber zweiten durch 
P2 bezeichnet wird, verhält: C,N,:p, = &'n ,- Durch ben fo 
beftimmten Punkt N, fege man eine Gebne ‘A 'B ſenkrecht zur Ure, 


fo ift A A,C.B, ay ee C,B,. Denn 6 ift N. A 1= Ver C,N,; 


NLA, =Vp,C,N,;_alfo alfo N,A, >N,A, = Vp,°C WN, :Vp,:C,N, 








ober: * = —** da nun ox =o ijt, fo ijt alfo 
N,A,: N\A,=p Po: Py) In ven rechtwintligen Dreieden C, N,A 
C.N,A, ift alffo /N,=/N,=1R; C,N,:C ALN. 


1 
io (= pe >P,), alfo find die Dreiede ähnlich, alfo A, 8 N, 
7 
—— wD A, C,B,; alfo aud */ BA A,C — 
CAB O A ‘B,C, , Unb, wenn man die bon ‘A, A,} BiB! 
nach bem unendlicd entfernten Butt ber Parabel gerichteten Geraven, 
mi, mai n,, 0, nennt, der von m, und (A,—B,); von n, und 
(B,—A,) eingeſchloffene Winkel gleich dem von m, und (A,~ B,), 
von n, und — — A,) gebildeten. Ferner ijt die Tangente a, in A, 
homolog a in A,, denn nad § 11. Lehrſatz 61. ift > C,=N,C,, 
2,0, NC, aifo 240, 2,6, and 22 WA C,= Z 2 ,AsC;! 
aljo a, homolog 15 ebenfo ift 7 >,B,C,=/ 2,B,C,, alfo b 
homolog b,. Biebt man nun von A,, 9 nach cinem ae 
Puntt E, ber erfter Barabel, und macht / B, AK, =/ B,A,E 
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und ift E, ber anf (A,—E,) fiegende zweite Punkt ber anderen 
Parabel, fo ijt a * 11, Lehrſatz 65. reer ie B,, (B,~ C,) 
‘Bt 2 A,) (B, E,) 0, AN A, (A,— Cy) 82(As ~E,) m,; B,, 
B -c,\(B ~A,)(B, —E,)n, K Ay (Ay ae (A,—E,)m,. 
Nun ift ber —— A, aleich bem Biifchel A ; ‘alfo ber Strabl: 
büſchel B, conform B,, und ba bie bret übrigen Winkel an B,, B, 
gleich find, aud) / A,B, E,=—/7A,B,E,. Es ijt alfo EB, homeleg 
E,. egen wir ferner an i, E, bie Tangent G1, Gy, und ziehen 
von E,, E, die halben Sebnen “E peas ahs fenfrecht zur Are, 
fo it £ LBB, =/ B,ByAy, ZL ka 
ba / EAB, A, =/E BA. war, ik R,, fers 
ner /L,R,E,— ZL L,R,E,—1R, sifo “Abb, WL ER 
ae L RIL L, Le (Ea! :L,E,. Nun ift and, ween man C,E,, 

B, jleht, A C,L,E, AGL, B,,atfe LAE, LE, =GL, 
Ot , ober LB,:L, ON, + NLS 
ben aͤhulichen Sreieden! No B. ca N, B. * ift aber N al :N — 
— 2N,: B N,, d. h. wie wir oben fahen — = Po! pi; atfo fft N, L, 


2. N, L,, folglich iſt L,E,:L,E,—C, N.433. .N, Li:C N, 
L,. Es iſt aber and) C,N,:C,N,=pa:p, alſo C. N, 


LN, folglich ift LB: L,B, =! (C,N,+N,L,):C,5, _ 


=p,:p,; folglich Nts: L Ba: L iR,=pa:p, Es a 
atfo C NG N i= Pa! Bin :N,L, = Pa’ Pjj Light, :L 
— a, folgtid) aus R,=p.:p,, alſo 76, B rs 
iy f R,, es ift alfo R, —— R,. Nun ſchneiden die Fane 
ot * * nach 8 11. Rehrfak 61. bie Are in folden Punkten 
Q., Q,, dag Q,C, = R,C,, Q,C, =R Cur alfo Q.C,:9,C, 
= pip, ift. 8 ift alfo AR,E,Q,~/AR,E,Q,, aljo / B,E,Q, 


| 











= RB,E,Q,, folglid find Q, “um Q, pointe: Punkie der Azer, 


und baber ©, homolog e,. Ebenfo ijt bie Tangente an jedem an- 
deren Punkt ber arveiten Barabel homolog ber Langente am homele: 
gen Punkt der erften. Daß man umgelehrt, wenn man yu einem eine 
Parabel enthaltenden Syſtem ein ähnliches conftruirt, als per Parabel 
— Curve wieder eine Parabel erhaͤlt, folgt ſogleich aus Lehr— 
ag 18.¢ 

Fafjen wir bas Bisherige zuſammen, fo haben wir alfo tie 
Gefege: 

19. Lehrſatz. Sollen zwei ebene Syſteme, deren jedeé 
einen Kegelſchnitt enthält, ähnlich auf einander bezogen 
werben, fo daß bie beiden Kegelſchnitte Homologe Curven 
ſind, fo ift bieB nur bann möglich, wenn beide Kegelſchnitte 
zugleich Kreiſe oder zugleich Ellipfen, oper zugleich gleid- 


feitige Hoperbeln, oder gugleih gemeine Hyperbelu, over | 


zugleth Barabeln find, und and dann nist immer; 
namlid: 
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20. Lehrfag. Fede gwet gegebenen Kreife laffen fis 
ähnlich auf einanber begteben, und gwar auf beliebig viele 
Weifen, nämlich indem man einem eingefdmriebenen Oreted 
ves einen ein ähnliches eingefdriebenes Dreied des ans 
beren Homolog fest. 

21. Lehrſatz. Midst jede zwei gegebenen Ellipfen laf: 
fen ſich ähnlich auf einander begieben, foudern nur folde, 
in benen die grogen (Halb-) Aren daffelbe Verhältniß 
baben, wie bie Eleinen, und aud folde nur auf die eine 
Weife, bag man je die Endpunfte ber großen und einen 
Endpunkt ver Eleinen Axe, ober je bie Endpunkte der 
Efeinen und einen Endpunft ber grogen homolog fest. 

22. Lehrfag. Bede zwei gegebenen gleidfeitigen Hy— 
perbeln laſſen fidh ähnlich auf einander beziehen, und gwar 
auf beliebig viele Weifen, indem man nimlid bie Ends 
punfte je eines folden Durdhmeffers, ber in beiden mit 
ben Aſymptoten gleihe Winkel bildet, und den Punft, in 
bem die Zangenten in zwei homologen Endpuntten von 
ber Aſymptote gefdnitten werden, homolog fest. 

23. Lehrſatz. Midt jede zwei gegebenen gemeinen Hy— 
perbeln finnen ähnlich auf einanber begogen werden, fons 
dern nur folche, in benen bie grofen (Halb-) Axen daffelbe 
Verhältniß, wie die kleinen, haben, und aud folde nur 
auf die eine Weife, bag man je bie Endpunkte ber grogen 
und ben einen Endpunft ber Eleinen Are Homolog fest 

24. Lehrſatz. Jede zwei gegebenen Parabeln laffen 
fih ähnlich anf einanbder bezieben, aber nur auf bie eine 
Weife, bag man ihre Sdheitel und die Endpuntte je einer 
folden, auf bent Uren fenfredhten Sehne homolog fegt, 
beren Abſtände vom Scheitel ſich verhalten wie die Paras 
meter ber Parabeln. 

25, ehrfak. Wird zu einem gegebenen ebenen Shfteme, 
weldes einen Kegelſchnitt enthalt, cin beliebiges ähnli— 
mes, und in dieſem die bem Kegelſchnitt des erften homo- 
loge Curve gefudt, fo erhält man allemal wieder einen 
Kegelfdnitt; in beiden Kegelfdnitten ift jedem Ourd mef- 
fer in bem einen ein Ourdmeffer in bem anderen, bem 
Mittelpuntte des einen der Mittelpuntt bes anderen, find 
ben Aren bes einen die Aren des andereu homolog; ndmlid: 

a) Iſt ber Kegelſchnitt des erften Shftems etn Kreis, fo 
ift ber bes gweiten auch ein Kreis. 

B) Iſt der Kegelſchnitt des erften Syſtems eine Ellipfe, 
fo tft ber des zweiten auc cine Ellipfe, deren grofe 
Are fic gur Eleinen verhdlt, wie bie große Are der 
gegebenen Ellipfe zur kleinen. 
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y) Iſt der Kegelſchnitt des erſten Syſtems eine gleich— 
ſeitige Hyperbel, ſo iſt der des zweiten auch eine gleich— 
ſeitige Hyperbel. 

6) Iſt ber Kegelſchnitt des erſten Syſtems eine gemeine 
Hyperbel, ſo iſt der des zweiten auch eine gemeine 
Hyperbel, deren große Axe ſich zur kleinen verhält, 
wie die große Axe der gegebenen gemeinen Hyperbel 
zur kleinen. 


e) Iſt ber Kegelſchnitt des erſten Syſtems eine Parabel, 
ſo iſt der des zweiten auch eine Parabel. 

Bevor wir zur perſpectiviſchen Collineation übergehen, mag erjt 
noch Folgendes erwähnt werden. Es ſeien zwei gegebene Kegelſchnitte 
nach Lehrſatz 1. collinear anf einander bezogen, und P,, P, ſeien ein 
Paar homologe Punkte, und zwar außerhalb der beiden Kegelſchnitte 
gelegen, fo find nad) Lehrſatz 1. auch die von P,, P, an dieſelben 
gelegten Tangenten, fowie deren Beriihrungepunfte homolog. Es iit 
alfo ber BDerithrungsfebne p, des einen die Berührungsſehne p, des 
anberen, b. h. ber Bolaren p, von P, bie Polare p, von P, be: 
molog; unb umgefehrt ift, wenn p, eine Secante bes erften, p. die 
homologe Gecante bes zweiten Regelfchnittes ift, nach Lehrſatz 1. die 
Tangente an je einem Durchſchnittspunkt von p, mit der Curve he: 
molog ber Tangente an je einem Durchſchnittspunkt von p, mit tem 
erften Kegelſchnitt. Es ift alfo aud P, homolog P,, d. h. ber Bol 
ver Polaren p, homolog dem Pol der homologen Polaren p,. Sint 
ferner P,, P, ein Paar homologe innere Punkte ber Kegelſchnitte, 
und gieht man zwei Baar homologer Gerabder durch P,, P,, namlid 
Pz homolog p,, p, bomelog p,, fo ift, wie wir eben faben, der Bol 
@, von p, homolog dem Pol &, — ver Pol &, von p, ho: 
molog dem Pol &, von py, alfo (¥,—%,) homolog (F,— #,), d. h. 
bie Polare p, von P, homolog der Polaren p, von P,. Sind ume 
gekehrt &,, b ; £,, &, homologe Punkte homologer, die collinearen 
Kegelſchnitte nicht ſchneidenden Geraden, fo ift, wie wir eben faben, tic 
Polare p, von F, homolog ver Polaren Bs bon &,, die Polare p, 
von &, homolog ber Bolaren p, von &,, alfo (p,°p,) homolog 
( 1B) oder P, homolog P, bd. §. nah § 11. Lehrſatz 39. ver 
hol g von pz homolog bem Pol P, von p,. Man fieht alfo m 
allen Fallen: 

26. Lebrfak. Sind zwei ebene, je einen gegebenen 
Kegelſchnitt enthaltende Shfteme collinear fo auf einan- 
der bezogen, dag die beiden Kegelſchnitte homologe Curven 
find, fo find bie Bolaren je zweier hHomologen Punkte ho— 
mologe Gerabe, bie Pole je zweier homologen Geraden 
homologe Punfte beider Syſteme. 

Gebhen wir nun liber zur perſpectiviſchen Collineation, fo folgt fo: 
fort aus ebrfag 3. und 9. und aus § 7. Rebrfay 4.: 
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27. Lehrfak. Jede beliebigen zwei verzeichnet vores 
liegenden Kegelſchnitte K,, K, fdunen auf unendlidh viele 
Weifen collinear auf einander bezogen (jedod mit Rid. 
ſicht auf Lehrſatz 9.) und in perfpectivifde Lage gebradt 
werden. 


Und in ber That, ſtellt man fic) die: 


28. Aufgabe. Gegeben zwei verzetduet vorltegende, 
belicbige Kegelſchnitte K,, K,; diefelbe in perfpectivifde 
Lage zu bringen, 
fo bat man fofort die 

Aufldfung. Man beziehe wegen Lehrfag 9. K, une Ky auf 
pie in Lebrfag 1. — Weiſe collinear auf ee ſetze alfo, 
Gig. 148., a,, ba, cy, Ay, B, homolog bezüglich a,, b ry Ai, B,, 
und bringe bie homologen pollftinbdigen Bierede A,B, (b,* cy) (a," Ca), 
A,B, (b,°¢,) (a,°¢,) nad § 8. Aufgabe 16. in perfpectivifde 
Lage, ober man febe A,, B,, C,, a,b, homolog bezüglich A,, B, 
C,, ay b,, und bringe vie homelogen vollftandigen Cierfeite a sb, 
(B, - C,) (A, ~C,), a,b, (By —~C,)(A,— ©), (ober wenn —* 
will, die homologen polltandigen Bievedte (a,°b,) B,C, A,, (a,°b,) 
B,C,A,) nach § 8. Aufgabe 16. in perfpectivifche Lage. Gs Lift 
fic alfo nad § 8. ebrjag 17., wenn der eine Kegelſchnitt K, als 
feftlicgend gedacht wird, der anbere K, auf vier verſchiedene Weifen 
fo legen, daß K, und K, ſich in Perfpective befinden. 

Da aber in jedem Kegelſchnitt alle Strahlbüſchel, vie an belies 
bigen gwei Punkten entſtehen, wenn man fie immer mit denfelber 
anderen Gurbenpunften durch Strahlen verbindet, conform find, und 
pda jebe beliebigen gwet Cangenten von denfelben anderen conform 
gefcnitten werden, fo ijt gu erwarten, daß bei der perfpectivijden Lage 
ver Kegelſchnitte nod) befondere Verhältniſſe eintreten werden. 

Dieß ift auc in ber That fo. Denn hat man die Kegelfchnitte 
K,. K, auf eine der nah § 8. Lehrſatz 17. für daſſelbe Vierecks⸗ 
over Bierfeits-Paar möglichen vier Arten in Perfpective gebracht, fo 
find zunächſt nach Lebrfag 26. die Bole P, P’, der fich felbft homologen 
Gollineationgare in beiden Kegelſchnitten Homologe Puntte, fie liegen 
daher nad) § 8. Lehrfag 4. anf demfelben Collineationsſtrahl. Ebenſo 
find nach Lebrfag 26. die Bolaren p, p’, des fich felbft homologen Gollt- 
neationscentrums homologe Gerade in beiden Kegelſchnitten unb ſchneiden 
ſich alfo nad) § 8. Lehrſatz 4. auf der Collineationsare. 

A) Es feien nun Gig. 156. zwei Kegelfdnitte, K, K’, in pers 
ſpectiviſche Lage gebracht, p die Polare vom Gollineationécentrum z= in 
K, p’ die Polare von Din K’, Man giehe nun an K vier Lane 
genten a, b, c, d, fo, bag (a c) —(b°d)] mit ber Polaren zuſam⸗ 
menfallt, dann miiffen bie Verithrungspunfte , © von a, c; vb, O, 
von b, d je auf einent durch 2 gehenden Strahl Tiegen, weil nach § 11. 
Lehrſatz 44. der Kegelfdnitt K fiir ben Pol L als Involutionscen⸗ 
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— “ate heiße fi. Go iſt alfo, ba (a’-y) mit (af) 
a)(c*b) (0° d)(c*e) A a, (a: Cc) (a’° d’) (a: b’) 
when tun die ihr homologe Langente f am Kegelſchnitt 
 thren Durchſchnittspunkt mit a und c, alfo die Puntte 
y ju beftimmen fuchen. Es mug nad § 11. Lehrſatz 65. nun 
aftreihe a, (a* b) (a d) (a°e)(a°f) Fe, (e b) (c'd) (c' 6) 
» Es muß alfo, wenn ber von 2 nach (a*e) und der bon & nad 
-f) gehende Collineationsftrabl bezüglich u, x heißt, ba (a-f) auf 
vemfelben Gollineationsftrahl y fliegen mug, mie (a’*f’) und (c*e), 
fein: Strahlbüſchel Znmuy A Z,mnyx. Mun ift aber ftets Strahl. 
: — sinmMn sin wux sin mn sin ny 
büſchel Z,mnyx A Znmxy, denn es iſt inci Wave Awan ay 
(vgl. § 1. VI. 1)), es ift alfo Strahlbüſchel Znmuy A Zamxy. Es 
mug alfo x mit u 3ufammenfallen, bd. h. die Tangente f mug die c 
auf demfelben Collineationsftrahl ſchneiden, der von 2 nach (a°e) 
geht. Es geht alfo in bem, der Gurve K umgefdriebenen vollftandi- 
gen Bierfeit afce die Diagonale (a“ f) — (c o)] oder y, und [(a-e) 
—(c°f)] ober u durch 2 Es mug alfo nad § 11. Lehrſatz 38. a) 
bie dritte Diagonale [(a-c)—(e-f)| mit der Polaren von L, bv. h. 
mit p gufammenfalleu. Es müſſen fid) demnach e und f auf p ſchnei⸗ 
tren. Wegen der perfpectivifden Collineation ſchneiden fich alfo aud) 
e’ und f’ auf p’. Da ferner (ave) und (c:f) auf dem Strahl u 
ober x fliegen, fo liegen die homologen Punkte (a’*e’) und (c’: f’) 
ebenfalls auf u. Es fliegen bemnad bie Punttreihen c, (c* a) (c: f) 
(c*b) (c°d) (ce) und a’, (a’* c’) (a’* e’) (a’* d’) (a’" b’) (a’ f) pers 
jpectivijd) im Strahlbüſchel 2, humny. Alſo ift 
Punktreihe c,(c*a) (cf) (c*b) (cd) (c*e) A 
Punktreihe a’, (a’* c’) (a’ > e’) (a: d’) (a: b’) (a’° f) 
und wegen der Gollineation alfo and in demfelben Strahlbüſchel: 
Punktreihe ec’, (c’: a’) (cf) (c’* b’) (cd) (ce) A 
Punktreibe a, (a °c) (a* e) (a*d) (a b) (a° f). 
Es find alfo aud) bie Geraden a und c’, c und a, © und f’, f und of 
d und b’, b und d’, bomologe Gerabde ber bie Kegelſchnitte K, K’ 
enthaltenden Syſteme, ober dieſelben können auch fo auf etuander bes 
zogen werben, daß a ber c’, c ber a’ u. f. w. homolog ijt, und beibe She 
fteme liegen aud) dann fiir daffelbe Collineationscentrum ~ perfpecti« 
viſch. Es ift jedoch vie Collineationsaxe jetzt nicht mehr die frühere o, 
anf ber (a a’), (b’b’), (c-c’) u. ſ. w. liegen, fonder die neue Gols 
lineationsaxe o” enthalt bie Punkte (a°c’), (c’a’), (e'f'), (f° ©), 
(d-b’), (b:d’), die nah § 7. Lehrſatz 2. anf etner und derjelben Gee 
rabden liegen. Nun fahen wir oben, dak, wenn zwei Kegelſchnitte pere 
fpectivifd collinear find fiir ein Gollineationécentrum >, die Polaren 
p, p’ von = ſich auf der Collineationsaze ſchneiden mitffen. Es miiffer 
ſich alfo p, p’ auch auf der nenen Ure ſchneiden, ober o’ mug bird 


(p> p’) geben. 


— 
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beiden Hoperbeln mit ben Afymptoten gleihe Winkel 
maden barf, und ben Durchſchnittspunkt je einer Afymp - 
tote mit je einer Gangente an einem Enbdpunfte diefer 
Durchmeſſer homolog fegt. 

15. Lehrſatz. Jede gegebene gleidfeitige Hyperbel 
und jede gegebene gemeine Hhperbel laſſen fic affin auf 
einanbder begteben, indem man bie Endpunkte eines Durch— 
meffers bem Durchſchnittspunkt einer Aſymptote mit je 
einer Zangente an einem Endpunkte dieſer Ourchmeffer 
homolog fest. 

16. Lehrſatz. Jede zwei gegebenen gemeinen Hyper— 
beln laſſen fich affin auf einander begieben, tndeim man 
bie Endpunfte eines Ourdhmeffers und den Durchſchnitts— 
puntt einer Aſymptote mit je einer Tangente an einem 
Endpunfte diefer Ourdhmeffer homolog fest. 

17. Lehrſatz. Bede gwei gegebenen Parabeln laſſen 
fic affin auf einanbder beziehen, indem man in jeder einen 
beliebigen Curvenpunkt und je die Endpunkte ciner Cebhne, 
welche von einer durch den erjten Bunkt zur Ave paral: 
{elfen Geraden halbirt wird, homolog fegt. 


Wir ſahen ferner obeu, bap jede einem Regelfdnitt Homeloge 
Curve eines affinen Syſtems wieder ein Megelfcbnitt fein mug. La 
nun jedem Gurvenpunft bes einen ein Curvenpunkt des anteren, jeder 
Tangente bes einen eine Langente bes anderen homolog ijt, und je 
zwei parallelen Tangenten des einen zwei parallele Gangenten ree 
anderen homolog fein müſſen, folce aber unr an Endpunkten der 
Durdhmeffer fic befinden (nach § 11. Lehrjag 48.), fo ijt jeder Durch— 
meffer bes einen Regelfcnittes Homolog einem im anderen, und alfe 
ber Durchſchnittspunkt gweier Durchmeſſer, d. 6. der Mittelpunkt des 
einen Kegelſchnittes homolog dem Dtittelpuntte des anderen. Man 
fiebt alfo nach bem Borigen and: 


18. Lehrſatz. Wird gu einem gegebenen ebenen Sy— 
ftem, weldes einen Kegelſchnitt enthalt, ein beliebiges 
affines und tn dieſem bie vem Kegelſchnitt des erften 
SGyftems homologe Curve gefudt, fo erhdlt man als 
folde allemal wieder einen Kegelſchnitt; in beiden Regel- 
ſchnitten iſt jdem Ourdmeffer in dem einen ein Durch— 
meffer tm anberen, dem Mittelpunkt des einen der Mittel- 
puntt des anberen homolog; namlid: 

u) Yft ber Kegelſchnitt des erften Syſtems ein Kreis, fo 
ift ber bes zweiten eine Ellipfe. 

6) Jit ber Kegelfdnitt bes erften Syſtems eine Ellipfe, 
fo ift ber bes gweiten ein Rreis oder cine Ellipfe. 

y) Sit bev Kegelſchnitt des evften Gyftems cine gleicd- 
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feitige Hhperbel, fo tft der des gweiten eine gleid- 
feittge ober eine gemeine Hyperbel. 

é) Iſt ber Kegelfdnitt bes erften Syſtems eine gemeine 
Hyperbel, fo ift rer bes gwetten eine gleidfeitige 
ober eine gemeine Hyperbel. 


c) Hit ber Kegelſchnitt des erften Shftems cine Parabel, 
jo ift ber bes zweiten aud eine Parabel. 


Stellen wir uns bie Wufgabe, zwei gegebene Kegelſchnitte ähnlich 
auf einanber zu begieher, fo folgt, ba nad § 8. Lehrſatz 39. in ähnlichen 
Chftemen ebenſo, wie in affinen jede zwei homologe Punktrethen pro- 
fortional find, bag auch nur folde Curven ähnlich auf einander bes 
gogen werden können, die in Bezug auf Anzahl ihrer unendlich ent: 
fernten Punkte ibereinftimmen. Wllein e6 müſſen nad § 8. Lebr- 
jag 36. aud jede zwei bomologen Geraden gleicye Winkel bilden. 
Wir fahen nun ſchon bet ben affinen Shftemen, pak vie Mittelpuntte 
homologe Punkte fein mußten; vdaffelbe muß auch bei abnliden Sy- 
ftemen, wegen ber proportionalen Theilung homologer Punktreihen der 
Gall fein; es miiffen daber auc) jede zwei Ourdymeffer E, K,, EK, 
(val. ig. 151., 152.) homolog fein. Zugleich miiffen auch jede zwei 
conjugirte Durdmeffer beider, affiner fowohl als ähnlicher Curven 
homolog fein. Denn gieht man (Fig. 151. 152.) eine Sehne in der Curve 
bes erſten Syſtems, die von bem DOurdmeffer E,K, halbirt wird, 
und fucht die homologe Sehne im Kegelſchnitt des zweiten Syſtems, 
jo muß dieſe vom Durchmeſſer EK, halbirt werden, da die Mittel- 
punkte jeder giwet homologen Streden homolog, und E,K, und ELK, 
homologe Gerade find. Es miiffen aber aud jede gwet homologe 
Durchmeſſer gleiche Winkel bilden. 

Nun bilden im reife jede zwei conjugirte Ourdmeffer rechte 
Winkel; paffelbe muß alfo auch in dem ähnlichen Kegelſchnitt ber Fall 
fein. Derfelbe fann demnach nur,"ba dieß eine Eigenſchaft andfcblieg- 
lich des Kreifes ift, ein Kreis fein. Es können alfo nur zwei gegebene 
Kreiſe ähnlich auf einanber bezogen werben, Ddiefe aber ftets. Denn 
find zwei Rreife vergeichnet vorgelegt, fo nehme man auf der Peripherie 
bes einen drei beliebige Punfte A,, B,, C, an, und conftruirve bas 
Dreied A,B,C,. Sodann fuce man im anderen Kreife ein abu. 
liches Dreieck. Bu bem Bwede conftruire man einen Centriwinfel 
B,M.C, Gig. 154. doppelt fo grog als 4 B,A,C,, und an dem⸗ 
felben einen Winkel, A.M,C, doppelt fo grog als / A,B,C,, und 
conftruire das Dreieck A,BC., fo ift dieß ähnlich bem Dreieck 
A,B,C,, weil “ B,A,C,=4-B,M,C,=4-2-B,A,C, =B, 
A,C, wu. f. w. ijt; und fege A, homolog A,, B, homolog B,, C, 
homolog C,. Dann find M,, M, auch homologe Punkte, wenn die 
Syſteme ähnlich auf einanbder bezogen werden, denn es ift / C,A,M, 
=/C,A,M,, u. f. w. Ferner ift die Tangente a, an A, Homo 
{og ber Zangente a, an A,, dent a, bilbet mit (A,— B,) einen 
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Winkel, der gleich bem Peripheriewinfel A,C,B, aber der Gehne 
A,B, ijt, und a, bilbet mit (A,—B,) einen Wintel, gleid A,C, By. 
G8 ift alfo ber von a, und (A,—B,) eingefdloffene Winkel gleid 
bem von a, und (A,—B,) gebildeten, alfo find a, und a,, ebenſo 
by und b,, cg und c, bomolog. Um den einent ferneren Suntt D, 
bomologen gu finden, mache ntan einen Winkel A,M,D,— / A, M,D,. 
Dann ift aud / A,C,D, = 7 A,C,D,, und 7 C,4,D, 
=/C,A,D,, alfo D, und D, ein Paar homologer Punfte, und fo 
ift jedem Punkt beds erjten ein Puntt des zweiten Kreiſes homolog; 
deßgleichen muß, wie ſogleich zu ſehen iſt, bie Tangente an D, 
homolog ter Tangente an D, ſein. Goll umgekehrt auf ein einen 
Kreis enthaltendes Soften ein anderes ähnlich begogen und dte dem 
Kreife homologe Curve gefucht werden, fo mug daffelbe gelten, rie 
von affinen Syſtemen; biefe Curve muß namlid) ein Kreis over 
eine Ellipſe fein, nach Lehrfag 18.a). Da aber bas zweite Syſtem 
nist nur affin, fondern fpeciell abulich auf bas erfte bezogen ift, fo 
faun die homologe Curve feine Cllipfe fein, denn es müßten fonft em 
Kreis und eine Ellipſe ähnlich anf einander bezogen werden fdnnen, 
was nicht möglich ift, wie wir oben fabhen; fie mug demnach em 
Kreis fein. 

Gollen zwei gegebene Ellipfen ähnlich auf etnander bezogen werden, 
fo miiffen, wie oben gejeigt ward, jede zwei conjugirten Durchmeſſer 
in ber zweiten Ellipfe venfelben Winkel bilben, wie die der erjten. 
Es müſſen alfo ben auf etnanbder ſenkrecht ftehenden Durchmeſſern ber 
erften, b. §. ben Axen (nah § 11. Erklärung 52.a)) derſelben die 
Aren ber zweiten Ellipfe homolog fein. Man hat alfo, Fig. 155. die 
Enbdpuntte A,, B, ber großen Axe der gweiten, den Endpunften A,, 
B, bev grogen Are ber erſten Cllipfe, und den einen Endpunkt C, 
ber Fleinen Ure der gweiten dem einen Endpunft C, der Heinen Axe 
ber erften Ellipſe homolog gu fegen. (Man fann natürlich ebenfo gut 
aud A,, B,, A,, B, alé Endpunfte der kleinen, C,, C, als Ends 
puntt ber großen Axe nehmen.) Indeſſen kann man aud dann nod 
im Allgemeinen die Ellipſen nicht ähnlich auf einander beziehen. Denn 
ba bie Mtittelpunfte M,, M, homolog find, und in ähnlichen Softe- 
men nad § 8. Lehrſatz 37. jede zwei homologen Dreiede ähnlich fein 
müſſen, mug, wenn fic die Ellipfen ähnlich anf einander beziehen 
faffen follen, /A\ A,.M.B, ~ ,M,B, fein, ober e8 miiffen fid 
bie Halbaxen verhalten: A,M,:B,M,— A,M,:B,M,. Sit dieß 
nicht ber Fall, fo Ednnen die Cllipfen gar nicht ähnlich, fondern nur 
affin auf einanbder begogen werden; ift aber dieſe Bedingung erfiillt, fo 
find, wenn man A,, Ba, C, bezüglich homolog A,, B,, C, ſetzt, 
bie Ellipfen ähnlich auf einander bejgogen. Denn die Tangente a, in 
A, ift nach § 11. Lehrſatz 51.4) fenfrecht auf (A,—B,), ebenſo 
a, ſenkrecht auf (A,—B,), alfo ift ber Winkel, den a,, a, mit ho- 
mologen Geraden einſchließen, gleich, folglich ſind a,, a, homologe 
Gerade; ebenfo b,, bz. Iſt nun E, ein fernerer Puntt ber erften 


. 
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Gilipfe, fo hat man, um EB, gu finden, “ BLA, EK, =/B,A,E, 
und ba ferner — C,A,B,=/7 C,A,B, iit, Strahlbifcel A 
(A, ~ B,) (Aa— G,) (A, E,) a» gleich Ay, (A,~ B,)(A,~ C;) 
, EH,)a,- Mun ijt nad § 11. Lehrfag 65. Strahlbiijdel B,,b, 
(B,-C,)(B,-B,) (B,~A,) © Ay, (A,B, (Ay~ Cy) (A,-E,) 
ay unt 'B., ba (Ba C,) (B,-E,) (B,-A,) © A, (A,~B,). 
(A, ~ C,) (A.— E,) — fe auch Strahlbiifchel B,, b, (Be —C,) 
(B,~E,) (B,~A,) A B,,b,(B,—C,) (B,~B,) (B,~A,). Da 
nun ber von mit BAS gebilbete Wintel gleich dem von 
b, mit (B,—A,) gebilveten , / C,B,A,=/7 C,B,A, und alfo 
auc) der vor b, mit (B,-C,) gebildete Wintel gleich bem bon b, 
mit (B,—C,) ‘gebilbeten ift, fo mug aud /“ E,B,A,=/E,B, A. 
fein. Es ift alfo E, in ber Bhat der bem Puntt E, homologe 
Runkt dev gweiten Curve. Es find nun aud) die Tangenten ant C, 
und O, bhomologe Gerade, ba fie mit ren homologen fleinen ren 
gleiche ‘Winkel bilden, und ferner ift leicht gu feben, bag aud) die 
Langenten e,, e, at H,, BE, homologe Gerabe der abnliden Sys 
iteme ca Denn, wie man ſogleich bemerkt, iſt auch / C,E,A, 
=/C,E,A,. Da nm e 34 e, Langenfen find, fo iſt nach § 11. 
Rebriag 6D. Strahlbuſchel hö F (E,—A,) Bæ- B,) aT O23) 
A Ag, (A,~ E,) a, (A.~ B,) (A,~ C,) und E,,e;(E,~ A,) 
(E,~ B,) (E,—€,) nA, (A, —B,) a, (A, ~B,) (A, 104 “ga 
— der Strahlbüſchel A, gleich bett 1 Strahlbiifchel A, ift, ate ift 
E,, —*8 -A,) — B,) (,~C,) A Ey, e, (E,~A,) (E,— B,) 
Veg E,B,= /A,E,B,, 7A,E b, =/A\E 
YB BOC = / BE B,C, ift, fo muß and) der ‘von e, mit (E, —A 9 
eingeſchloſſene Winkel gleich bem bon e, mit (HK, - A.) eingeſchloffe⸗ 
nen fet. Es ijt alſo e, bie der Tangente e, bomologe Gerade des 
aäͤhnlichen Shftems. Cin Gleiches gilt für jede andere Tangente. Iſt 
umgekehrt zu einem eine Ellipſe enthaltenden Syſtem ein ähnliches 
zu conſtruiren, ſo könnte nach Lehrſatz 18. die der Ellipſe homologe 
Curve im Allgemeinen nur ein Kreis oder eine Ellipſe ſein. Erſteres 
iſt nicht möglich, ſie muß alſo eine Ellipſe ſein, und zwar muß 
AA,C,M,~/AA,C0,M,, alſo A,M,:C,M,=A,M,:C,M, fein. 
‘Sit bie einer gteicyfeitigen Hyperbel homologe ahnliche Curve ju 
juchen, fo kann dieß ne eine Hyperbel fein, und gwar, weil, ae on 
fi) unter A,B,, A,B, Gig. 152., die gropen, unter B, C 
alfo die Heinen Uren für den VUugenblic vorſtellt, — BC 
~AM, B,C, fein mug (aus denfelben Griinden, wie oe ber Etlipfe), 
in einer gleichfeiligen Hyperbel aber B,C, = B,M, ijt, eine gleich— 
ſeitige Hyperbel. Stellt man ſich alſo unter den Hyperbein, Fig. 152., 
ein Paar verzeichnet vorliegende gleichſeitige vor, ſo laſſen ſich biefe 
aͤhnlich auf einanber beziehen. Man braucht nämlich, wie ſchon oben 
erwähnt wurde, nur zwei ſolche Durchmeſſer A,B,, A.B, als ho- 
molog gu ſetzen (indem man ſich alſo unter A,B,, "A, B, nit mehr die 
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Axen vorftellt), die mit ben Afymptoten c,, c, gleidhe Winkel bilden; 
dieß ift immer möglich, ba nach § 11. Lehrſatz 57. in jeder gleichfei- 
gen Hyperbel die Aſymptoten denjelben Winkel, nämlich einen Rechten, 
biloen. Ferner hat man C, homolog C, gu nehmen. Dann find 
aud a,,a,; by, b, homolog, ba fie mit (A,— B,), (A,—B,) gleiche 
Winkel madden. Da mum die der Ave (A,—B,) conjugirte o, mit c, 
einen Winkel bilbet, der gleich “B,M,C, ift, nach § 11. Lebrfag 58, 
fo ift #7 o,c,=7 7,¢,, alfo, da a, |] 7,1, a, |] v2 ift, nad § 11. 
Lehrſat 50.8), fo it /\B,M,C, ~/\B,M,C,. Sit mun E, ix- 
gend ein Punkt der erften Hyperbel, fo findet fich ev homologe E, ta: 
burd, dag man / BLA, E, = /7 B,A,E, madt. Dann ijt aber 
zugleich nad § 11. Lehrſatz 56. aud) der von b, und (A,—E,) eins 
gefcbloffene Winkel — /B,A,E,, und der von b, und (A,— E,) 
gebiloete = / B,A,E,. G8 ift alfo ber von b, und (A,— E, 
gebilbete Winkel gleich bem von b, und (A,—E,) gebildeten. Es tit 
demnach HE, homolog E,. Davon, dak auc e, homolog e, tft, tiber- 
zeugt man fic) wie in ig. 155. Conftruirt man gu einem, etne gleic- 
feitige Hyperbel enthaltenden Syſtem ein ähnliches, fo mug man ald 
homologe Curve, nach Lehrfag 18. 7), da eine gemeine Hyperbel einer 
gleichfeitigen nicht ähnlich fein fann, wieder eine gleichfeitige erhalten. 
Dap zwei gemeine Hyperbelu nur dann ähnlich auf einander be- 
zogen werden können, wenn fic) thre grogen (Halb-) Axen verhalten 
wie bie Fleinen, ergiebt fich wie bet der Ellipſe; deßgleichen, daß man, 
falls biefe Bebdingung erfiillt ift, die Endpunkte der grofen, und einen 
Endpunkt der Heinen Axe homolog fegen mug. Stellen wir uns Sig. 
152. unter A,, B,, A,, B, erjtere, unter C,, C, legteren vor, fe 
find aud) die Scheiteltangenten a,, b,; a,, b,, die Mittelpuntte M,, 
M,, und bie Aſymptoten c,, c, homolog. Macht man nun /B,A,E, 
= / B,A,E,, fo ift nach § 11. Lehrfag 65., wenn wir die von A,, B,; 
A,, B, nach dem unendlich entfernten Beriibrungspunft der Aſympto— 
ten c,, c, geridteten Strablen, m,, n,; m,, n, nennen, Strabl- 
biifijel A,,a,(A,—E,)m,(A,~B,) A B,,(B,— A,) (By ~ By) 
n,b,; A,,a,(A,— E,)m,(A,~B,) A B,, (Ba ~ Ay) (B,— E,) 
n,b,. Da nun Strablbifcel A, und A, gleid) find (benn der von 
m, mit (A,—B,) gebildete Winkel ift gleid) bem von c, mit (A,—B.,) 
gebilbdeten, alfo = / C,M,B,, und ebenfo der von m, mit (A,— B, ) 
gebilbete —= / C,M,B,, alfo find beide gleich), fo ijt Strahlibüſchel 
B, conform Strahlbüſchel Bi; und dba n, und n, und alle übrigen 
Straten an B,, B, gleihe Winkel bilden, aud / ABLE, 
= /7A,B,E,. 8 ijt alfo E, homolog E,. Biehen wir von E,, 
E, nach den unendlich entfernten Beriigrungspuntten von c,, c, die 
Strablen q,,q,, alfo parallel c,,c,, fo ift der von q, mit (B,—E,) 
gebildete Winkel gleidh dem von gq, mit (B,—E,) ſeingeſchloſſenen. 
Nun ift Strahlbüſchel E,,e,(E,— A,) (E,—B,)q, A A,,(A,—E,) 
a,(A,~ B,)m.; E,,e,(E,—A,) (E,~ B,)q, “1 A,,(A,—E,) 
(A,~ B,)m,. G8 ift aber Strahlbüſchel A, gleich A,, alfo Strabl 
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bifdel EK, A Ey, und da alle übrigen Winkel gleich find, auch der 
von e, unt (E,— A.) gebilbete gleich bem von e, und (E,—A,) 
gebilbeten. Es ift alfo auch e, homolog e,. Dak man endlich, 
wenn man ein Syſtem conftruirt, “wweldhes einem anbern, eine gemeine 
Hyperbel enthaltenden ähnlich ift, eine genteine Hyperbel wieder erhalt, 
beren (Halb-) Aren gu benen der gegebenen daffelbe Verhältniß haben. 
jolgt aus Lehrfag 18.6) und daraus, daß eine gemetne nicht einer 
gleichſeitigen ähnlich fein kann. 


Eine Curve, die einer Parabel ähnlich iſt, kann nur wieder eine 
Parabel ſein, da ſie nur einen unendlich entfernten Punkt haben kann. 
Es müſſen nun ſchon in affinen Parabeln jede zwei der Are paralle⸗ 
len Geraden, welche homologe Sehnen A,B,, A,B, halbiren, ho⸗ 
nielog ſein. In ähnlichen Syſtemen miiffen fie “aber aud) gleiche 
Winkel machen. Es müſſen alfo auch die Uren felbft und die von thr 
halbirten, auf ihr fenfrecht ftehenden Sehnen ber etnen homolog dens 
felben Stücken ber anderen Parabel fein. Es miiffen demnad and 
tie Scheitel ver beiden Parabeln homolog fein. Um alfo ein Paar 
gegebener Parabeln ähnlich auf einander gu begiehen, fege man (indem 
man fic) in Fig. 153. unter Cy, O, bie Scheitel, — B,), (A. B,) 
ſenkrecht auf (C,- N,), (O.- N,), unter (C Ni), (G, -N,) bie 
Uren vorftellt) vie Scheitel C,, O,, Fig 123, homolog, nehme it 
rer erften eine beliebige fentrecht gur Are ſiehende Sehne A,B, an, 
und auf ber Wye der zweiten Parabel ein ſolches Stiid C N., bag 
fih, wenn ber Parameter ber erften durch p,, der der zweiten durch 
p, bezeichnet wird, verhält: OCON,: p— &'k p,- urd ben fo 
beſtimmten Puntt N, lege man eine Sehne ‘A, 'B, fenfrecht zur Axe, 
fo ift A A,C,B, A O Bi . Denn 8 ift Ny. A 1=Vp,C,N,; 
NEA 2 =VP2" C,N,; v5 alfo N, A, : N, A — :Vp,-C,N, 
: — da nun —22 iſt, fo iſt alſo 
N,A,:N,A,=p, ‘Di. In ben rechtwintligen Dreieden C.N.A,, 
oc A, ift alſo JN =/{N, = 1R; Cc 2N,: CN, —AN, 








= YON, 3 und ebenfo / B,C,N, = 7 B,C,N,; folate 
£.6'B: ~/f\A,0,B,; alfo aud */B,A A,C,= 7 B,A,C;,; 
⸗ —— A,B,C,, und, wenn man die pon ‘A,, A,; BB 


nad) bem unendlich entfernten Butt der PBarabel gerichteten Geraren 
m,, Mg} nj, BD, nennt, der von m, und (A,—B,); von n, und 
(B, —A,) eingeſchloſſene Winkel gleich bem von m, und (A,— B,), 
von n, witb San —A,) gebilbeten. Ferner ijt die Tangente a, in A, 
homolog a it A,, denn nad § 11. Lehrſatz 61. ift > ,C,=N,C, 
PONG, affo 2,0, = 2,0, und £2 2A.C, = /%,A,C;! 
aljo a, homolog a,; ebenfo ift / >,B,.C,=/7 2,B,C,, alfo b, 
homolog b,. Biebt man nun bon A,, B, nad cine ines 
Punkt E, ber erfter Barabel, und madt / B, AK, =/ B,A,E 
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) (B, —* ee an 
uh iſt ber VB Aj A, — — Vuſchet alſo der Strabl- 
büſchel B, conform B,, und da vie bret übrigen Winkel an B,, B, 
gleid) find, aud) J Bs B, E,=—/7A,B,E,. €8 ijt alfo BE, bomeleg 
E,. egen wir ferner an i, E, bie Tangenter C1, ©, und ziehen 
von E,, E, die halben Sehnen * — ſenkrecht zur Axe, 
fo it ZL,E,B, = / EBA, pk? =ZEB Ay alfe, 
ba / E, Bek 2 EBA, war, hk fer. 
ner 4h R,E LB E,: =1R, aljo AL, — fA, E,R,, 
alfo L, iB, he! L,E,. Nun ift aud, wenn mar C, E,, 
CE, sieht, — L,E ——— 6&c1. 

, over LE: L,BE,=C WN -t 20'N, NLL, s 
4 add Dreieden N, B JL, N = + ift aber N Ly ‘K,L 
= BLN,:B,N,, d. h. wie wir oben fahen — = Po: Pi} atfo i ijt N 


=, NiL,, folglid ift L,E,:L,E,=C aN, +o: -N es 
+N, L,. G8 ift aber aud C,N,:C,N,—=p.:p,, alfo CN, 
=o 0 N, folglich ift L,E,:L,E = SC, N — L,):C,N, 


= *u folglich Nt: L LR: iv R,=p.:P Es 
— te N,=p,: Bin N,L, = py: * LR, :L 
= Pyr folgticy auch Ri = Po: Py alfo 76, E re 
CLE ,R,, es ift alfo * — R,. Nun ſchneiden die Fane 

— ea) e,, nad § 11. — 61. bie Axe in folden Punkten 
Q,, Q,, daß Q,C, = R,C AR EO aed Q,C, 
= Pp it Gé ift aljo AR, E —*8 E,Q,, alfo / R,E,Q, 
=/ R,E,Q,, folglicd find Q, “nd — rte Punkte ber Axen, 
und baber e, homolog e,. Ebenſo ift ‘bie Zangente an jebem an- 
deren Punkt der zweiten Parabel homolog der Tangente am homolo⸗ 
gen Punkt der erſten. Daß man umgekehrt, wenn man zu einem eine 
Parabel enthaltenden Syſtem ein ähnliches conſtruirt, als der Parabel 
nT ail wieder eine Parabel erhaͤlt, folgt fogleid aus Lehre 
ag 18. 

; Faſſen wir bas Bisherige gufammen, fo haben wir alfe die 

Gefege: 

19. Lehrſatz. Sollen zwei ebene Syfteme, deren jedes 
einen Kegelfdnitt enthalt, Gbnlich auf einanber bezogen 
werben, fo bag die betden Kegelſchnitte homologe Curven 
find, fo ift dieß nur dann möglich, wenn beide Regelfdnitte 
zugleich Kreiſe oder gugleich Ellipfen, ober zugleich gleich— 
jeitige Hyperbeln, ober zugleich gemeine Hyperbeln, ober 
gugleth Barabeln find, und and bann nist immer; 
nämlich: 
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20. Lehrſatz. Fede zwei gegebenen Kreife laffen fid 
ibnulid anf etnanbder beziehen, und gwar anf beliebig viele 
Weifen, nämlich indem man einem eingefdriebenen Oreied 
des einen ein ähnliches eingefdriebenes Dreieck bes ans 
beren Homolog fest. 

21. Lehrfag. Nicht jede zwei gegebenen Ellipfen laſ— 
jen fic ähnlich auf einanbder bezgieben, fondern nur folde, 
in benen die grogen (Halb-) Aven daffelbe Verhaltnif 
baben, wie die Eleinen, und aud folde nur auf bie eine 
Weife, bag man je die Endpunfte ber grofwen und einen 
Endpunkt ver kleinen Axe, ober je bie Enbdpunkte ber 
kleinen und einen Endpunkt der großen homolog fest. 

22. Lehrſatz. Jede zwei gegebenen gleidfeitigen Hy— 
perbeln laſſen ſich ähnlich auf einander beziehen, und gwar 
auf beliebig viele Weiſen, indem man nämlich die End— 
punkte je eines ſolchen Durchmeſſers, der in beiden mit 
den Aſymptoten gleiche Winkel bildet, und den Punkt, in 
dem die Tangenten in zwei homologen Endpunkten von 
ber Wfomptote geſchnitten werden, homolog ſetzt. 

23. Lehrſatz. Nicht jede zwei gegebenen gemeinen Hy— 
perbeln können ähnlich auf einander bezogen werden, ſon— 
bern nur ſolche, in denen die großen (Halb-) Axen daſſelbe 
Verhältniß, wie die kleinen, haben, und auch ſolche nur 
auf die eine Weiſe, daß man je die Endpunkte der großen 
und den einen Endpunkt der kleinen Axe homolog ſetzt. 

24. Lehrſatz. Jede zwei gegebenen Parabeln laſſen 
fich ähnlich anf einander beziehen, aber nur auf bie eine 
Weife, dag man ihre Gdettel und die Endpuntte je einer 
foldhen, auf dent Wren fenfredhten Sehne homolog fest, 
beren Abſtände vom Scheitel fic verhalten wie bie Paras 
meter ber Barabeln. 

25. Lehrſatz. Wird zu einem gegebenen ebenen Sbfteme, 
welches einen Kegelſchnitt enthalt, ein beliebiges ähnli— 
des, und in dieſem die bem RKegelfdnitt des erften homo- 
loge Gurve gefudt, fo erhalt man allemal wieder einen 
Kegelfdnitt; in beiden Kegelfanitten ift jedem Ourdh mef- 
fer tn bem einen ein ODurdmeffer in dem anderen, bem 
Mittelpuntte des einen ber Mittelpunkt bes anderen, find 
ben Aren bes einen bie Axen des anderen homolog; namlid: 

a) Iſt ber Kegelfdnitt des erften Syſtems etn Krets, fo 
tft ber bes gweiten auc ein Kreis. 

B) Iſt ber Kegelfdnitt des erften Syſtems eine Ellipfe, 
fo tft ber bes zweiten auch eine Ellipfe, beren grofe 
Ure fitch zur Eleinen verhält, wie bie große Are der 
gegebenen Ellipſe zur Eletnen. 
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vy) Sit ber Kegelſchnitt des erſten Syſtems eine gleich— 
ſeitige Hyperbel, ſo iſt der des zweiten auch eine gleich— 
ſeitige Hyperbel. 

6) Iſt der Kegelſchnitt des erſten Syſtems eine gemeine 
Hyperbel, ſo iſt der des zweiten auch eine gemeine 
Hyperbel, deren große Are fic zur kleinen verhält, 
wie bie große Ure der gegebenen gemeinen Hyperbel 
zur kleinen. 

e) Iſt ber Kegelſchnitt des erſten Syſtems eine Parabel, 
ſo iſt der des zweiten auch eine Parabel. 


Bevor wir zur perſpectiviſchen Collineation übergehen, mag erſt 
noch Folgendes erwähnt werden. Es ſeien zwei gegebene Kegelſchnitte 
nach Lehrſatz 1. collinear anf einander bezogen, und P,, P, ſeien ein 
Paar homologe Punkte, und zwar außerhalb der beiden Kegelſchnitte 
gelegen, fo find mad) Lehrſatz 1. auch die von P,, P, an dieſelben 
gelegten Tangenten, fowie deren Berührungspunkte homolog. Es iſt 
alfo ber Berührungsſehne p, des einen die Berithrungsfebne p, res 
anderen, b. h. ber Polaren p, von P, die Rolare p, von P, bo: 
molog; und umgekehrt ift, wenn p, eine Secante bes erften, p., die 
homologe Gecante bes zweiten Regelfdunittes ijt, nach Lehrſatz 1. die 
Tangente an je einem’ Durchſchnittspunkt von p, mit der Curve ho- 
molog ber Tangente an je einem Durchſchnittspunkt von p, mit rem 
erſten Regelfdnitt. Es ift alfo aud P, homolog P,, d. h. ber Pol 
ber Polaren p, homolog dem Pol der homologen Polaren p,. Ginr 
ferner P,, P, ein Paar homologe innere Punkte der SKegelfchnitte, 
und gieht man gwei Baar homologer Gerader durch P,, P,, namlid 
Py bomolog p,, p, homolog p,, fo ift, wie wir eben faben, der Bol 

, von py homolog dem Pol F, von p,. der Pol &, von p, bes 
molog dem Bol &, von p,, alfo (¥,—&,) homolog (%,—@,), d. h. 
bie Polare p, von P, homolog der Polaren p, von P,. Gind ume 
gefehrt @,, ® . @,, £, bomologe Punkte homologer, die collinearen 
Kegelſchnitte nicht ſchneidenden Geraden, fo ift, wie wir eben faben, die 
Polare p, von &, homolog der Polaren p, von &,, die Polare p, 
vor ©, homolog ber Polaren p, von ¢.' alfo (p,*p,) homolog 
(p,°p,) ober P, homolog P, b. h. nach § 11. Lebrfag 39. der 
Pol P, von py homolog bem Pol P, von p,. Mean fieht alfo in 
allen Fällen: 

26. Lehrſatz. Sind zwei ebene, je einen gegebenen 
Kegelſchnitt enthaltende Syſteme collinear fo anf einan- 
der begogen, bag bie beiden Kegelfdnitte homologe Curven 
find, fo find bie Polaren je zweier homologen Punkte ho— 
mologe @®erade, die Pole je gweier Homologen Geraden 
homologe Punfte beider Syfteme. 


Gehen wir nun liber zur perfpectivifcen Collineation, fo folgt fo: 
fort aus Lehrjag 3. und 9. unb aus § 7. Lehrſatz 4.: 
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27. Lehrſatz. Bede beliebigen zwei verzeidnet vore 
liegenben Kegelfanitte K,, K, Fdnnen auf unendlidh viele 
Weifen collinear auf einanbder bezogen (jedod mit Rid- 
fidt auf Lebrfag 9.) und in perfpectivifdhe Lage gebracht 
werden. 


Und in der Ghat, ftellt man fich die: 

28. UAnfgabe. Gegeben gwei verzeichnet vorliegende, 
belicbige Kegelſchnitte K,, K,; viefelbe in perſpectiviſche 
age gu bringen, 
fo hat man ſofort bie 

Auflsfung. Man beziehe wegen Lehrjak 9. K, und Ky, auf. 
bie in Lehrſatz 1. angegebene Weife collinear auf einauder, fege alfo, 
dig. 148., a,, b,, c,, Az, B, homolog bezüglich a,, b,,c,, A,, B,, 
und bringe bie homologen vollftindigen Vierede A,B, (b.°c,) (a,° Cn), 
A,B, (b,‘c,) (a,'¢,) nah § 8. Aufgabe 16. in perfpectivifde 
tage, oder man jege A,, B,, C,,a,,b, homolog bezüglich A,, B, 
C,, a,, b,, und bringe vie homelogen vollftindigen Vierſeite a,b, 
(B,— C,)(A,—C,), a,b, (B,-C,)(A,—C,), Corer wenn man 
will, die homologen volljtinvigen Vierede (a,° b,) B,C,A,, (a,°b,) 
B,C,A,) nah § 8. Aufgabe 16. in perfpectivifche Lage. Es ligt 
fid) alfo nah § 8. Lebrfag 17., wenn der eine Kegelſchnitt K, als 
feftlicgend gedacht wird, ber andere K, anf vier verſchiedene Weiſen 
fo legen, dag K, und K, ſich in Perfpective befinden. 

Da aber in jedem Kegelſchnitt alle Strahlbüſchel, die an belies 
bigen zwei Punften entftehen, wenn man fie immer mit denfelben 
anderen Gurbvenpunften durch Strahlen verbindet, conform find, und 
da jede beliebigen zwei Zangenten von denſelben anderen conform 
geſchnitten werden, fo ift gu erwarten, dag bet ber perſpectiviſchen Lage 
ber Kegelſchnitte noch befondere Verhältniſſe eintreten werden. 

Dieß ift aud) in ber That fo. Dein hat man die Kegelfehnitte 
K,, K, auf eine der nad § 8. Lehrſatz 17. fiir daffelbe Vierecks— 
over Vierſeits-⸗Paar möglichen vier Arten in PBerfpective gebracht, fo 
find zunächſt nach Lehrſatz 26. die Pole P, P’, ver fich felbft homologen 
Collineationgaze in beiden Kegelſchnitten homologe Puntte, fie Liege 
vaber nad § 8. Lehrſatz 4. auf demfelben Collineationsftrabl. Ebenſo 
find nad) Lehrſatz 26. die Bolaren p, p’, des fich felbft homologen Colli⸗ 
neationécentrums homologe Gerade in beiden Regelfdnitten und ſchneiden 
fic alfo nad § 8. Lehrfak 4. auf der Collineationsaye. 

A) Es feien nun Gig. 156. gwet Kegelſchnitte, K, K’, in pere 
fpectivifche Lage gebradt, p die Polare vom Gollineationscentrum Z in 
K, p’ bie Polare von Y in K’. Man jiehe nun an K vier Tans 
genten a, b, c, d, fo, dag [(a°c)—(b°d)} mit der Polaren zuſam⸗ 
menfallt, dann miiffen die Berithrungspunfte %, © von a, c; W, O, 
von b, d je auf cinem durch 2 gehenden Strahl fliegen, weil nad § 11. 
Lehrſatz 44. der Kegelſchnitt Kk für den Pol TF als Guvolutionseens 
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trum, und feine Bolare p als Ynvolutionsare involutorifc collinear 
ft. Zieht man alfo von nad ®, fo geht diefer Strahl durch einen 
zweiten Punkt des Kegelſchnittes, deffen Tangente mit der Tangente d 
von ® fid) auf p ſchneidet. Dieß tft aber der Conftruction zufolge 
Vw, und einen zweiten folchen Punkt vd’ fann es nicht geben, weil fonft 
von (b:d) ober (p'd) aus drei Tangenten an K gelegt werden 
fonnten, was gegen § 11. ehrfag 25. ware. Ferner ijt nad § 11. 
Lehrſatz 38.) bie Diagonale ((a b) — (e dy] die Polare bes Durch— 
ſchnittspunktes der Diagonalen ((a d) — (b c)] und (ac) — (b-d)] 
oder p. Da aber dieſer Durchſchnittspunkt der Diagonalen auf p 
liegt, und p bie Polare von = ift, fo mug, wenn man von J nad 
bem Durchſchnittspunkt der Diagenalen des umegefchriebenen Bierjeits 
gieht, Z der bem Durchſchnittspunkt gugeordnete harmoniſche Bunt 
fein; es mug alfo die Polare [(a- b) ~ (c- d)] bes Durchſchnittspunktes 
durch = gehen. Da ferner p die Diagonale [(a°c)—(b°d)] des 
umgeſchriebenen Vierfeits ift, fo mug mad) § 11. Lebrfag 38. 8) ihr Pol 
z ver Durchſchnittspunkt der anderen beiden Diagonalen fein; es mug 
alfo aud) [(a-d)—(b*c)] burch 2 gehen. Conſtruirt man nun am 
Kegelfdnitt K’ das homologe umgeſchriebene Vierſeit a’b’c’d’, fo muß, 
da die Polaren p, p homologe Gerade der beiden Syſteme find, [(a’-c’) 
— ( d9y] mit p’ zuſammenfallen und (a“ b’)—(c':d)] und deß⸗ 
gleichen ((a d) — (b' c)] durch & gehen, und zwar liegen (a:b), 
c-d), (a’*b), ‘Ye (er d’); und (ad), (b*c), (a’-d’), (b’-e); imd 
te ‘e), (a° oh a d’), (b:d) je auf demfelben Collineationsftrable 
Zußlei müſſen aud ©’, ©’; W, © je auf 

bemfelben Fela legen, wie &, ©; Sb, ®, weil die eget 
fcbnitte fir bas Gollineationscentrum 2 perſpectiviſch liegen, und die 
Berihrungspuntte von a’ und a, von b’ und b, von c’ und c’ von d’ 
unb d find. Iſt ferner e, e’, je bie Tangente am Durchſchnitts⸗ 
punfte von (P—P’) mit K, K’ in ben bomologen Punkten ver Col— 
lineation E, E’; fo ift vermige der Collineation: 

Punktreihe a, (a+b) (avd) (ac) (ave) A 

Punttreihe a’, (a’* b’) (a“ d’) (a’* c) (a e’). 

Punktreihe c,(c* a) (c*b) (c*d)(c:e) A 

Punktreihe c!, (c’ + a’) (c'* b’) (cd) (c+ e’), 
Da mun (c*a) und (c’*a’), (c*b) und (a a’), (cd) und (a’° bꝰ), 
je auf bemfelben Collineationsftrabl liegen, fo ift, wenn wir ben von = 
durch (c*e) gehenden Collineationsftrabl durch y bezeichnen: Punkt⸗ 
rethe c,(c*a) (c’ b) (c°d)(c*e) perſpectiviſch alſo auch conform 
ber Punktreihe a’, (a’*c’) (a’: d’) (a b’) (ay). Da num (a’* y) nicht 
ber Beriihrungspunft von a’ ift, fo geht durch) ibn jedenfalls noc eine 
Laugente bes Segelfdnittes K’ (nach § 11. Lehrſatz 25.); diefe nod 





*) Man wird biefe und mebrere tin Folgenden vorkommende Linien, die in ber 
Figur nicht verzeichnet find, leicht felbft conftruiren (vgl. unten B)). 
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unbelannte Dangente heiße f’. Go ift alfo, ba (a’-y) mit (af) 
identiſch ift, c,(c°a)(c*b) (o d)(c’e) A a, (a’* Cc) (a’° d’) (a’* b’) 
(af). Wir ſuchen nun vie ihr homologe Tangente f am Regelfdnitt 
K, indem wir ihren Durchidnittspunft mit a und c, alfo die Punfte 
(af), (c'f) gu beftimmen fudjen. Es mug nad § 11. Lehrſatz 65. mun 
fein Bunftrethe a, (a° b) (a d) (ae) (a°f) A c,(c° b) (c' d) (c‘e) 
(c'f). Es muß alfo, wenn der von X nach (a+ e) und der von & nad 
(c°f) gebende Collineationsftrabl begiiglid) u, x heißt, ba (a°f) auf 
remfelben Collineations{trahl y fliegen mug, wie (a’-f’) und (c*e), 
fein: Strahlbüſchel Znmuy A Y,mnyx. Mun ift aber ftets Strabl- 
büſchel Z,mnyx A Znmxy, denn es if —— pee oe eee 
sin yn 81D yx sn xm sin xy 

(ogl. § 1. VI. 1)), es ift alfo Strahlbüſchel Lnmuy A Zaomxy. Es 
mug aljo x mit u jujammenfallen, d. 6. bie Tangente f mug bie c 
auf demfelben Gollineationsftrabl fdueidben, ber vow 2 nad (a-e) 
geht. G8 gebt alfo in dem, der Curve K umgefchriebenen vollftindi- 
gen Bierfeit afce die Dingonale ((a f) — (o e)] ober y, und [(a-e) 
—(e'f)] oder u burd 2. Es mug alfo nach § 11. Lehrjag 38. a) 
bie dritte Diagonale ((a c) — (e f)] mit der Polaren von L, d. h. 
mit p zuſammenfalleu. Es müſſen fic) demnach eo und f auf p ſchnei⸗ 
den. Wegen der perſpectiviſchen Collineation ſchneiden ſich alſo auch 
e’ und f’ auf p'. Da ferner (a-e) und (c-f) auf dem Strahl u 
oder x fliegen, fo liegen bie homologen Punkte (a’*e’) und (c': f’) 
ebenfall8 auf u. Es liegen demnach die Punktreihen c,(c°a) (c° f) 
(c*b) (c*d) (ce) und a’, (a’*c’) (a’* &’) (a: d’) (a’: b’) (a f’) per⸗ 
fpectivijdh im Strahlbüſchel 2, humny. Alſo ijt 

Punttreibe c,(c*a) (c'f)(c*b)(c'd)(c*e) A 

Punftreihe a’, (a’: c’) (a’- e’) (a’: d’) (a’: b’) (a’: f) 
und wegen der Collineation alfo aud) in demfelben Strahlbüſchel: 

Punttreihe c’, (c’: a’) (c f) (ce b’) (c’* d’) (c's e’) A 

Punltreibe a, (a +c) (ae) (a: d) (a‘ b) (a: f). 
Es find alfo aud) bie Geraben a und c’, c und a, e und f’, f und o’ 
d uud b’, b und d’, bomologe Gerabe der bie Kegelſchnitte K, K’ 
enthaltenden Syſteme, oder diefelben können auch fo auf einander bes 
gogen werden, bag a der c’, c der a’ us. f. w. homolog ift, unb beide Sy⸗ 
fteme (tegen auch dann fiir daffelbe Gollineationscentrum 2 perfpectis 
viſch. Es ift jedoch die Collineationsaze jest nicht mebr bie frühere o, 
anf ber (a°a’), (bb), (c°c’) u. ſ. w. Liege, fondern bie neue Cols 
lineationsaxe o” enthalt bie Punkte (acc’), (c’a), (e°f'), (f*e), 
(d-b’), (b-d’), bie nach § 7, Lebrfag 2. auf etner und derſelben Gee 
raben fliegen. Yun ſahen wir oben, dak, menn zwei Kegelfdnitte pere 
fpectivifd collinear find für ein Gollineationscentrum 2, die Bolaren 
p, p’ von = fic) auf der Collineationsaze ſchneiden müſſen. Es müſſen 
fid alfo p, p’ auch auf ber neuen Axe o” ſchueiden, ober o’ muß durch 
(p* p’) gegen. 
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Es müſſen mun, wie fiir bie Are d und das Gentrum = vie Be- 
riifrungepuntte der Langenten e, e’, ft, f’, alfo E, BE’, F, F homolog 
waren, fo fiir bie Axe o’ und bas Centrum > die Berührungspunkte von 
e und f’, f unde’, alfo E, FY; F, E’ homolog jciu. Es müſſen alfo, 
va ſich K, K’ fiir 2 und c perfpectivifch collinear beziehen laffen, rie 
Geraden (E—E’), (F— EF’) durch J gehen; und ba fie fich fitr und c’ 
perfpectivifd collinear begtehen faffen, miiffen aud (E— FE’), (F — EB) 
durch D gehen. Dieß ift aber nur möglich, wenn BE, HK’, F, F’ anj 
einer und derfelben Geraden fliegen. Da mm EH, E’ auf bem Collis 
neationsjtrahl liegen, ber die Pole P, P’ von o enthalt, fo müſſen aud 
F, EF’ auf demfelben legen, alfo f, f’, die Tangenten je an den zwei— 
ten Durchſchnittspunkt von (P— P’) mit K, K’ fein. 

B) Nehmen wir ferner auf der Peripherie von K_ vier folche 
Punfte A, B, C, D an, vag (A- C):(B—D)] den Pol P der Are = 
bilbet, fo liegen nach § 11. Wehrfag 38.8) dte anderen beiden Durch— 
fcbnittepuntte ber Gegenfeiter ((A-B):(C— D)j, ((A- D)-(B- C)] 
anf ber Polaren von P, d. h. alfo auf ber Collineationgaze co. Sind 
nun A’, B’, C’, D’ bie pen Bunften A, B, C, D homologen ves Kegel: 
fcbnittes K’, liegen alfo A, A’; B, B’; C, C’; D, D’ je anf dem: 
felben Golltneationsftrabl, fo liegt wegen per Collineation, ba bem Bol P 
ber Pol P’ homolog ijt, ver Punft ((A’—C’)° (B’-D)] in P'; 
[(A’ — BY): (C’— D’) fallt mit (A-B) (O- D) auf - zuſammen, 
und [(A’— D’) (B- C’)] mit ((A- D):(B-C)] ebenfalle auf c. 
Ferner ſchneiden ſih (D- B) und (D’~ B’) in L; (A—C) unr 
(A’-C’) in H. Es feien ferner F, E’ die Durchſchnittspunkte vou 
(P— P’) mit K, K’, und gwar die homologen der Coflineation. Run 
ift vermöge derfelben 

Strablbitfdhel A, (A — B) (A- D) (A—E) (A-C)*® 
Strahlbüſchel A’, (A’ — B’ (A’— D’) (A’— BE) A- C); 
Strahlbüſchel C,(C -A)(C— E) (C-—D)(C- B) A 
Strahlbüſchel C’,(C’—- A’) (C'— FE) (C’ - D’) (C’ - B+). 
Da nun (O- A) und (C’— A’), (OC- B) und (A’'- D), (O- D) umd 
(A’ — B’) je durch denfelben Colltneationspuntt geben, fo ift, wenn wir 
ben Durchſchnittspunkt von (C— E) mit c durch Y bezeichnen, Strabl- 
büſchel C,(C— A) (C—- E)(C— D)(C—B) perſpectiviſch, alfo auch 
conform Strahlbüſchel A’, (A’— C’) (A’— Y) (A’— B’) (A’—D’). Da 
nun (A’— Y) nicht bie Tangente in A’ ift, fo liegt auf iby jerenfalls 
nod ein Gurvenpunft FY. Wir können alfo fagen, es ift Strahlbüſchel 
C,(C — A) (C—E) (C—D) (C—B) F A’, (A’-C) (A’- PF) (A BY 
(A’—D’). Suchen wir mm den dem Punkt F’ homologen an K, in- 
dem wir bie Strablen (A — EF), (C— F) beftimmen, wodurch F felbit 
gefunden ift. Der Durchſchnittspunkt von (A— E) mit o heiße U, 
ber unbefannte Durdfdnittspunft von (C -F) mit co beige NX, ver 
Durchſchnittspunkt von (A — TF) mit o ift natürlich verfelbe, wie der 
von (A’— F) over (C— E), nämlich Y. Es ijt mm naw § 11. 
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Lehrſatz 65. Strablbiifdel A, (A— B) (A-D) (A-E) (A-F) 
C. (0- B) (C— D) (C— E) (C— FB), folglich Punktreihe o NMUY 
Ko MNYX. Nun ijt immer (f. § 1. VI.1)) co MNYX A s,NMXY. 
Es ift alfo Punktreihe co NMUY A oNMXY. Alſo fallt X nad U. 
Gs geht alfo die Verbindungsgerade von C mit F durch denfelben 
Gollineationspuntt, wie die (A — E). Jn dem der Curve K einge- 
fdriebenen vollftindigen Viereck AFCE fliegen alfo die Durchſchnitts⸗ 
punfte ber Gegenfetten ((A—F) - (C— E)] ober Y und [((A—E) - (C— F)] 
oer U auf cw. Es mug alfo nah § 11. Lehrſatz 38.0) ber dritte 
Durchſchnittspunkt ber Gegenfeiten Hae C):(E-F)] mit bem Pol 
bon o 3ufammenfallen. Es geht alſo (E—F) durch P, alfo (H’-F) 
burd) PY. Da fic ferner (A- E) und (C— F) in U ſchneiden, fo 
gehen auch (A’— BY, (C’— FY) burd U. Es liegen alfo die Strabl- 
bif@el C, (C-— A) (C -E) (CKC-D) (C-F)(C—B) und A’, (A’- C+) 
(A’~ BE”) (A’— B’) (A’— E+) (A'— D’) perfpectivifeh fiir die Punkt⸗ 
reibe co HYNUM. Alſo ift 
Strahlbüſchel C,(C -A) (C—-E)(C-D)(C—F) (C-B) X 
Strahlbüſchel A’, (A’— C’) (A’— F’) (A’— BY (A’— E+) (A’— D4, 
und wegen ber Gollineation auc) aber verfelben Punktreihe: 
Strahlbüſchel C’, (C’— A’) (C’— EY) (C’—-D’) (C’—-F*) (C’-B) F 
Strahlbüſchel A, (A-C) (A-F) (A-B) (A-E) (AD). 
Es find alfo A und C’, C und A’, E und F’, F und E’, D und BY, 
B und D’ homologe Punfte ber die Regelfdnitte K, K’ enthaltenden 
Syſteme, ober biefelben fdnnen fiir diefelbe Are d auch fo auf eins 
ander bezogen werden, bag A und C, C und A’ u. f. w. homolog 
find. Das Gollineattonscentrum fann aber nicht mebr das frithere & 
fein, ben ba (A — A’), (C— C+) u. f. w. burch J gehen, fo fannen nicht 
aud (A —C’), (C’—A) uw f. w. durch J geben; es müſſen fide alfo 
(A-C’), (C-A, (B-D’), (D- B), (B-F), (F- EY) in einem 
anderen Gollineationscentrum 2’ fdneiden, nad § 7. Lehrfak 2. Mun 
ſahen wir oben, dag, wenn zwei Regelfdnitte fiir eine Collineations⸗ 
axe o perfpectivifd collinear fliegen, bie Bole P, PY, von d auf einem 
Collineationsftrabl legen milffen. Es miffen alfo auch P, PY, ba die 
Are d unverdndert bleibt, auf einem durch 2’ gehenden Collineationé- 
ftrable legen, oder 2’ mug auf (P — P’) fich befinden; es müſſen alfo 
>, P, P X, auf einer und berfelben Geraden tegen. 

a) Wir fehen alfo: Liegen zwei Kegelſchnitte K, K’ fiir ein Cen- 
trum © und eine Axe o perfpectivifd, fo liegen fie anc fiir daffelbe 
Centrum = und eine andere Axe o’ perfpectivifcd. Nämlich, wenn fid 
bie homologen Tangenten a, a’; b, b’; c, 3 d, d’ je auf o, und 
a,c; b, d; a’, c’; b’, d’ je auf ber Bolaren p, p’ von 2 ſchneiden, 
fo ſchneiden fid) a, c’; c, a’; b, d'; d, b’ anf ber anbdern Axe o’. 

B) Liegen zwei Kegelſchnitte K, K’ fiir eine Are o und ein 
Centrum © perfpectivifd), fo (tegen fle auch fiir diefelbe Axe o uud 

Beifenborn, Projection. 27 
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ein anderes Centrum B perfpectivifeh. Timlich, wenn dle Verbindungs⸗ 
geraben ber homologen Punfte A, A’; B, B’; C,C; D, D’; burd 2 
und bie von A, C; B, D; A’, C’; B’, D’ je durch die Bole P, P 
von o gehen, fo geben dte Verbindungsgeraden oon A, C’; C, A’; 
B, D’; D, B’ durch das andere Centrum 2’. 

Es müſſen alſo die Kegelſchnitte, ba fie fiir 2 und co’ perfpecti- 
vif) find, nach 6) auch fiir o”’ tunb ein gweites Centrum ©” per. 
ſpectiviſch ſein. Und, ba fie fir o und 2’ perfpectivifd) find, fo müſſen 
fie nach) a) auch für 2’ und eine gweite Are o” perfpectivifd fein. 

C) Da nun, wie wir in ber Unterſuchung B) faben, E, FE’; F, E’ 
homologe Punkte ber Kegelſchnitte für bas Gentrum 2’ unb die Are c 
find, fo miiffen fic) bie Tangenten e in E und f’ in Ys f in F um 
e’ in E’, je auf o ſchneiden. Gn der Unterfudung A) aber ſahen 
rir, bag auch e unb f'; f und e’ fich auf der Ure o’ fehneiben mußten, 
eS müſſen fic) alſo e und f’; f und e’ im Durdifchnittspunft von o’ 
mit o, alfo im Punkt (p-*p’) ſchneiden. Es ift alfo TE —F) ober 
(2-2) die Polare von (p*p’). Es mug demnach der noch unbe- 
fannte Bol & der Axe co’ auf (2 — 2) liegen. Denn es muß jede 
durch & gezogene Secante in den Durchſchnittspunkten mit K, in @ 
und bem Durchſchnittspunkt mit o’ harmoniſch getheilt werden. Run 
ift (p* p’) ein Punkt der o”, es mug alfo auch die von F nach (p° p) 
gezogene Gecante fo getheilt werden, dak (p' p) und & zugeordnete 
harmoniſche Punkte find. Es mug aber ber dem (p°p’) zugeordnete 
harmoniſche Buntt aud) auf der Polaren (2 — =z’) von (p*p’) fich bee 
finden; folglich liegt & anf (2— 2’). Ferner mug bie noc unbefannte 
Polare p von L’ burch (p* p’) oder ay -o") geben. Denn geht man 
bon 2’ irgend eine Gecante burd K, fo miiffen die an die Durch— 
fcpnittspuntte gelegten Langenten ſich auf der Bolaren von ſchneiden. 
nad § 11. Lehrſatz 34.0. ober § 11. Lehrſatz 28. (indem man fid 
von 2 erft an K bie Langenten t, p’ gelegt denfen fam; benn >’ 
mug außerhalb ber K fliegen, da fir >’ bie Punkte HE, FS EB’, F bo- 
molog find, und, wenn man den Durchſchnittspunkt von (L— 2D’) und co 
mit Z begetchnet, die Nufetnanderfolge der homologen Punfte auf bem 
Gollineationsftrabl (2 LD) diefelbe fein mmf, indem (2'— Z), VP FEZ 
A (2-2), VHEFZ iſt; was nist möglich ift, wenn 2’ in bem einen 
der beiben Kegelſchnitte liegt). Es ijt aber eine ſolche burd =f’ ge- 
hende Secante (F—E). Da ſich mun die Tangenten e, f in E, F 
in (o°o') ſchneiden, fo mug alfo die Bolare p bon 2 durd (c-o’) 
gehen. Ebenſo liegt der Pol L’ von o’ fiir ben Regelfdnitt K’ aud) 
auf (2-2), und die Polare p’ von =’ fair den Kegelſchnitt K’ gebt 
aud) durch ben Bunft (¢° 0’). 

‘Man ſieht mum ans dem Borigen, dah, wenn man zwei Kegel. 
ſchnitte K, K’ fir ein Centrum © und eine Axe o in perfpectivifde 
Lage gebradt Hat, man fofort eine zweite Axe o” und ein zweites 
‘Centrum + von ber Befdaffenhett finden fan, daß K, K’ fiir = 
und o, fir o und B’ ebenfalls perſpectiviſch Utegen. Man braucht 
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namlich, unt o” git finden, nur iy K Taugenten a, b, ¢, d fo au zie⸗ 
hea, bag fie fic) gu gweien a und c, -b und d guf dex Polaven p des 
urfpriinglichen Centrums 2 fauelden, ind die bomologen Langenten 
an K’ zu fuchen, fo beftimuten die Durchſchnittspunkte (a-c’), (0° a) 
(b:d’), (d°b’) nach A) ober a) die gweite Are of Um 2 gu 
finden, braucht man nur in K vier ſolſche PBunfte A, B, C, D gu 
wählen, daß die Verbindungsgeraden voy swe} Paaren, bow A und C, 
B unb D durch den Pol P der urfpriingliden Axe d gehen, und die 
homologen Punkte anf K’ gu fuchen, fo beftimmen die Verbindungs- 
geraden (A— CO’), (C- A’), (B-D'), (D~— B) aad B) over 6) 
bas zweite Gentrum 2. 

Es ſcheint alfo auf den erſten Unblid, als könnte man gwei Kegel- 
ſchnitte anf unzählig viele Urten perfpectivifd auf einander begiehen, indew 
man gu ber neu gefundenen Axe o’ nad) ber Methode B) ein neues Cen- 
trum >”, fiir das neue Centrum 2’ nad A) eine neue Axe o”, fiiy 
bad Centrum 2” unc A) wieder eine nene Axe o””, fiir bie Uxe o” 
nad B) ein neues Centrum 2” finden, und auf dieſe Weiſe beliebig 
fortfabren ftdnnte. Es läßt fich jedoch zeigen, dag, wenn man zur 
Are o” ein neues Centrum fucht, diefes mit Z’ gufammenfallen muß, 
und daß, wenn man gum Centrym %’ eine mene Axe fucht, diefe mit o’ 
zufammenfallen mug. Dieß ergiebt fic) fo: 

Wir faben oben aus der Unterfuchyng A), daß, wenn wir, vom 
Centrum 2 und ber Are o ausgehend, eine mene Are o” fudhten, 
biefe durch den Durchſchnittspunkt von (p-p’) gehen mußte. Ebenſo 
mug nua auch, wenn wir, vom Centrum 2’ und der Axe o ausgebend, 
eine neue Axe o” fuchen, diefe burch) den Durchſchnittspunlt (p ° p’) 
ber Polaren des Centrums 2 gehen, Mad) C) aber fallt (p-p’) mit 
(p'p’), und (o°o’) jufammen; e8 mug alfo aud o” durch den 
Durchſchnittspunkt won p, p’, p, po, o gehen. Ferner faben wir 
oben, aus der Unterfudung B), bag, wenn wir vom Centrum D und 
det Axe o ausgebhend, ein neues Centrum x’ fuchten, diefes auf der⸗ 
felben Geraden fliegen mug, auf der und die Pole P, P’ der UAxe o 
fic befinden. Ebenſo mug nun auc, wenn wir, vom Centrum F und 
ber Are o” ausgehend, ein neues Centrum 2” fudjen, diefes auf dexe 
felben Geraben fliegen, wie & und die Pole %, P ver Axe o’, Letztere 
aber liegen nach der Unterfudung C) auch auf (2—- zB’) ober (2 —P 
— P). G8 mug demnad aud &” anf ber durd 2, P, P’, 2, &, & 
gehenden Geraden fich befinden. Es feien nun, Fig. 157., vgl. Fig. 156. 
d und d’, ein Paar fiir bas Centrum 2 und bie Axe o homologe 
angenten, d und d’, ein Paar fiir das Centrum =F und die Axe o, 
d und d’, ein Baar für bas Gentrum 2X und die Are o homologe 
Rangenten. Bon dem Punlte (o':d’,) oder (d°d’,) fei die nad 
§ 11. Lehrſatz 25. migliche gweite Tangente d’, an K’ gelegt. Da 
nn im Syſtem Z, d (wenn man die collinearen Syſteme, die fiir das 
GSollineationscentrum & und die Collineationsare o perfpectivijd liegen, 
fury unter dem Namen: „Syſtem 2, o” gufammenfaft) e und e’ 
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homologe Tangenten find, fo find \ -e) und (d’,‘e’) in demfelbern 
Syſtem homologe Punkte und [(d-e)—(d’,-e")] gebt durch 2; da im 
Syſtem 2, o’ e und f’ Homologe Langenten find, fo find in ibm 
(d-e) und (d’,°f’) bomologe Punkte und [(d-e)—(d’,-f)] gebt 
burd Z, und gwar fallt diefe Gerabe gufammen mit ((d-e)—(d’,-e’)], 
vent fie baben beide bie Punkte £ und (d-e) gemein; da ferner 
e und f’? aud im Shſtem L, o Homologe Tangenten find, fo fine 
(d:e) und (d’,'f’) bomologe Punkte in bemfelben und ((d-e)— (d’, -£)] 
geht durch 2’. Zugleich fdneiben fic) d und d’, auf co, da fie homo: 
foge Tangenten im Syftem L, o find; es ſchneiden fic ferner aber 
aud) d und d’, auf co, da fie homologe Tangenten im Syſtem 2’, c 
find; e8 liegt alfo ber Durchſchnittspunkt (d-d’,-d’,) ber drei Tans 
genten d, d’,, d’, auf oc. Nun ift ein dem Regelfchnitt K’ umge- 
fdriebenes Gechsfeit entftanden d’,d’,e’d’,d’,f’, in welchem ſich die 
Verbindungsgeraden der erſten und vierten, zweiten und finften, dritten 
unb fedften Gde*), alfo ((d’,-d’,) — (d’,*d’,)}; [(@", -e') — (d’a" f)}; 
CG Oe) nad § 12. Lebrfag 4. in einem und demfelben 
untte ſchneiden. Erſtere beide nun fchneiden fich in (d°e), alfo muß 
aud aoe —(d’,°f)] durch (de) geben. Dieſe bat alfo mit 
ber Geraden (de) — (d’,°£)] die beiben Punfte (d-e), (d’,°f’) 
gemein, und fallt daher ganz mit ifr gufammen. Da nun, wie wir 
foeben faben, [(d* e) — (d’,°f’)] durch 2’ geht, fo mug auch [(d’, - e+) 
—(d’,°f’)] durch 2’ gehen. Bezeichnen wir nun die Berührungspunkte 
von e, f’ bezüglich mit KH’, F, fo gebt alfo (H’— EY) durch 2% Bus 
gleich geht auc) die Verbindungsgerade [(d’, : f’) — (d’,- e’)] durch >’. 
Bezeichnen wir die Berithrungspunfte von d’,, d’, begiiglih mit ©’,, 
®’,, fo mug nad § Ll. Lehrſatz 31. rechts der Durchſchnittspunkt 
ber Gegenfeiten (E’— F’), (®’,- ®’,) im eingefcriebenen Biered 
EEO’ O“, 3ufammenfallen mit bem Ourchfdnittépuntt ber Diage- 
nalen [(d’,° £’) — (d’,: e)], [((d’,° e) — (d’, * £9], oder es miiffen durch 
ben Durchſchnittspunkt von (E’- FY) und [(d’, -f’) —(d’,°e)] aud 
gehen die Seite (O', — @’,) des eingefchriebenen Viereds und bie Dia- 
gonale [(d’,°e’) — (d’, f)] des umgefdriebenen Vierfeits. Der Durch⸗ 
ſchnittspunkt von (E’—- F’) und [(d’,°f)— (d’," e’)] ift aber 2’; es 
geht alfo auch) die Diagonale ((d’,° ©’) — (d’,° f)] burch 2; und folgs 
lic) fallt bie dritte Diagonale [(e’° f) — (d’,:d’,)] nach § 11. Lehr⸗ 
fag 38. a) linfs mit ber Polaren p’ bon L’ gufammen, oder d’, umd 
d’, ſchneiden fich auf der Polaven p’ von =F. Ferner ift, wenn wir 
ben Berührungspunkt von d’, mit ©’, bezeichnen, ber Durchſchnitts⸗ 
puntt von (E’— F), (©’,— ®’,) nach § 11. Lehrſatz 31. recht iden: 
tif mit bem Durchſchnittspunkte der Diagonalen [(d’, -e’) — (d’, - f)], 
((d’,°f)—(d’,'e)]. Letzterer aber ift nad § 11. Lebrfag 38. 8) 
lints ber Pol von [(e’:f")— (d’,:d’,)] ober von co’, Es geht alfo 
*) Jn ber Figur fallt ble dritte und fechfte Ede ſehr nabe an bie Peripherie 

ber Curve, und (D— F’) muß durch diefe Eden 6. und 3. gehen. : 
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(®',— ®',) durch den Pol & von o’, Um nun, vom Shftem z, o° 
ausgebend, ein gweites Centrum ©” zu finden, haben wir nad B), wenn 
®, ©, homologe Punkte des Syſtems 2, o’ find, von ©’, durch den 
Pol £’ von o’ eine Gerade gu ziehen, fo erhalt man einen Punkt ',, 
veffen Verbindungsgerade (O—@’,) mit © durch bas neue Centrum 2” 
geht. Zugleich liegt bieB, wie wir oben fahen, auf der Geraden (2-P 
~P). Mun geht aber, wie wir eben zeigten, (O', — ®’,) durch 2’; 
umd ba @’, ber bem © Homologe Punk im SHftem x’, o ijt, fo geht 
aud (O',- O) durch 2’; alfo geht aud, ba legtere mit (®’, — ’,) 
wei Punkte, O',, 2’ gemein Hat, und alfo mit ihr gufammenfillt, 
(®’,- @®) vurd 2’, und ſchneidet alfo bie (2—-P—P’) in 2. Ge 
fällt demnach bas geſuchte Centrum ©” nad 2. Dian erhalt bemnad, 
wen man, vom Ehftem ZT, o’ ausgehend, das zweite Centrum ſucht, 
baffelbe Gentrum 2’ wieder, welded fic) ergab, al8 man, vom Syhy— 
ftem 2, d ausgebend, bas gweite Centrum ſuchte. Sucht man umge- 
kehrt, vom Syſtem 2’, o auggehend, bie zweite Uxe o”, fo Hat man 
nach A), wenn d, d’, ein Paar Homologer angenten in 2’, o find, 
eine ſolche Zangente d’, zu fuchen, bie mit d’, auf der PBolaren p’ 
von 2’ convergirtt; thr Ourchfehnittspuntt mit d liegt bann auf der 
gefuchten Ure o”. Nun ſchneidet aber d’, die d auf o’, wie wir faben; 
ba mun o” aud) durch (p*p’) geben mug, und and) o’ burd dieſen 
Punkt gebt, fo fallt demnach o” mit o’ gufammen. Man erhält alfo, 
wen man, vom Syſtem 2’, ¢ ausgehend, die gweite Axe fucht, dies 
felbe Axe o’ wieder, welche fic) ergab, al man, vom Syſtem 2, o 
ausgehend, bie gweite Axe fudhte. 

Gin Gleiches ergiebt fidh, wenn wir, vom Shftem 2’, o ausgebend, 
eine neue Ure o” fuchen. Es feien, Fig. 158., vgl. Fig. 156., © und 
©’, ein Paar fiir bie Axe d und bas Centrum =, O und O’, ein 
Paar fiir vie Axe o und das Centrum 2’, © und ®', ein Paar fiir 
bie Ure o”’ und bas Centrum LY homologer Curvenpuntte. Auf der 
Geraden (© —®’,) oder (2’— W’,) werde ber nach § 11. Lehrſatz 25. 
nothwendig liegende gweite Curvenpunkt ©’, im Kegelſchnitt K’ bee 
ftimmt. Mun find E und E’ im Spftem 2, o homologe Punfte, alfo 
(O-E), (®’,— EB’) homologe Gerade in diefem Syſtem; es ſchneiden 
fic) biefelben alfo auf der Axe o; im Syſtem 2, o find E und P 
homologe Puukte, alfo (© - E), (®’,— F’) homologe Gerade, und ibr 
Durchſchnittspunkt liegt ebenfalls auf c, es ſchneiden fic) aljo (O — EB), 
(’,— EB’), (®’,— F’) in demſelben Punkte der Axe o; endlich find P 
und EY aud im Shſtem =F, o’ homologe Puntte, alfo ſchneiden fic 
bie Homologen Geraden (O — EB), (O - F) auf co’. Bugleich geht 
(O- @’,) durch Y, deßgleichen aud) (O— ®’,) burch X, es ltegen alfo 
©, ®',, ®', auf einer und derfelben durch S gehenden Geraden (O 
— @', —W’,). Nun ift ein dem Kegelfchnitt K’ eingefcdhriebenes Sechseck 
entftanden ©’ 0’, HO’ ,@’ FY, in weldem die Ourdhfdnittepuntte der 
erften und vierten, aweiten und fiinften, dritten und ſechſten Ceite, alfo 
((%%,.- @,) * (@',-@")]; (@1- EF) @,- FY; (@.- E) 
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-(0’,~ F)} nad § 12. Lehrſatz 4. anf derſelben Geraden Liegen. 

Erftere zwei fliegen mm anf (@—E), alfo mug and [(®’,— E) 
-(0',-F)] anf (©—E) liegen. egtgenannter Punkt liegt nun fe- 
wohl auf (®',- E), als auf (O', — P), als auf (© — E) und mug 
alſo mit (O EB) +> (@’,—F*)] gufammenfallen. Diefer Punkt aber fiegt 
auf co’; alfo mug and [(@’,— EH’): (@’,— Fy] anf o’ Tlegen. Be 
zeichnen wir nun bie Tangenten an EH’, EY mit e’, f’, bie Tangenten 
an ®’,, ®',, B’,, B’, bezůglich mit d’,, d’,, d’,, d’, (fie find im 
ner Figur nicht verzeichnet, man vergleiche aber die analogen Berhalt- 
niffe an Fig. 157.), fo liegt alfo (e’: f) auf o’, und ebenfo ber Durch⸗ 
fcnittspuntt [(@’;— F) (@’,- E’)|. Ferner mug nad § 11. Lebr- 
fay 31. links die Diagonale [(e’: f’) — (d’,°d’,)] im umgefchriebenen 
~Bierfett e’f’d’,d’, gufammenfallen mit der Verbindungégeraden der 
Durchſchnittspunkte der Gegenfeiten [((®’,— EB’): (@’,-E)], ((®’,— EF’ 
-(®', —F)], ober auf dev Verbindungsgeraben von (e’- f’) und [(@’, 
— F*) + (@’, — E)] liegen aud bie Ede (d’,°d’,) des ningefchriebenen 
Vierfeits un’ ber Durchſchnittspunkt [((@’, — E’)-(@’, — F*)] pes ein: 
geſchriebenen Biereds. Die Verbindungsgerade von (e’-f’) und [(@’, 
— )-(®’, — H’)] tft aber o’; es liegt alfo anch ber Durchſchnitts— 
puntt [(®’, — E’) -(@’, — PV ber Gegenfeiten auf o’ und folglich falls 
ber dritte Durchfebnittspuntt ((H’ — FY) - (@’, — ®’,)]| ber Gegenfeiten 
nad § 11. Lehrſatz 38.0) rechts mit dem Bol 4 von co’ gufammen. 
Gerner tft bie Verbindungsgerade von (e”* f’) mit (d’,-d’,), wenn d’, 
vie Tangente im Punkte ©’, tft, nach § 11. Lehrſatz 31. links iden⸗ 
tijd mit ber Verbindungégeraden ber Ourchfdnittspuntte ((@’, — EY 
-(0',—- F)), — + (@', —E/)] der Gegenſeiten. Nach 8 11. 
Rehrfat 38.6) rechts ift aber lestere bie Polare von [(K’— F) 
-(®’,— ©',)] oder vow 2’. Es liegt alfo (d’,:d’,) auf der Polaren 
p von 2. Um mm, vom Sbhftem 2’, o ausgehend, etne gweite Axe 
o” au finden, haben wir nach A), wenn d, d’,, homologe Langenten 
im Gyftem y’, o find, vom Durchſchnittspunkt von d’, mit der Polaren 
p’ von 2’ eine Tangente d’, an K’ gu legen, fo liegt der Durchſchnitts⸗ 
punkt (d-d’,) auf ber geſuchten Axe o7; zugleich geht diefelbe, wie 
oben gezeigt wurde, durch ben Durchſchnittspunkt (c- p-p’). Run liegt 
aber, wie wir foeben zeigten, (d’,°d’,) auf o’ und, ba d’, die ber d 
homologe Langente itn Shftem =, o’ ift, fo liegt auch (d’,°d) anf o’; 
alfo liegt auch (d’,°d) auf o”; unb ba o” aud durch (6 pp’) gebt, 
fo muß fie ibentifo& fein mit o”, ober o” mug mit o’ zuſammenfallen. 
Man erhält alfo, wenn man, vom Shftem ~’, o ausgebend, bie grweite 
Axe fucht, diefelbe Axe o’ wieder, die fic ergab, als man, vem 
Syſtem F, ¢ ausgehend, bie zweite Axe fuchte. Sucht man umge— 
febrt, vom Syſtem FZ, o’ ansgehend, das gweite Centrum £”, fo bat 
nan nad B), wenn ©, ©’, ein Paar Homologer Curvenpunfte in =, 
a” finb, einen folchen Curvenpunft ©’, gu fudjen, bag bie Verbindunge 
gerade (0’,— @’,) durch den Pol & von o” geht. Die VBerbindunge- 
getabe dieſes fo gefundenen Curvenpunktes O’, mit © geht bann burd 
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bas gefuchte Centrum ©”. Zugleich muß dieſes auf (P ~ P’). tegen. 
Jum geht aber (O—®’,), wie wir oben ſahen, durch 2’, und y’ liegt 
aud) auf (P- P’); es fallt alfo =” mit 2’ gufammen. Wan erbalt 
bemnad, wenn man, vom Syſtem 2, o” ausgehenb, das gweite Gens 
trum fucht, baffelbe Centrum 2’ wieder, welches fich ergab, als man, 
vom Shftem 2, o ausgehend, das zweite Centrum fuchte *). 

Endlich bemerft man ſogleich, daß, wenn man nad A), ‘vom 
Shftem =X, oc ausgehend, bie gweite Are o’ fucht, ein vollſtändiges 
Biere (°c) (c°o’) (o’*a) (a'c), Fig. 156., entfteht, in welchem 
c, o; c, a; c, a je ein Paar Gegenfeiten find, und ia welchem p, p’ 
ein Paar Verbindungsgerade der Durchſchnittspunkte ber Gegenfeiten 
find. Es ift alfo nad § 3. Lehrſatz 17. Strahlbüſchel (¢ - o”), opo'p’ 
barmonifd. Hatte man, vom Sytem LX’, c ausgehend, die gweite Axe 
o’ gefucht nad A), fo bitte fich ebenfo gefunden, daß aud Strable 
buͤſchel (0. 0”), cpo’p’ harmoniſch ift. Ferner bémerft man, daß, wenn 
man, bom Spftem 2, o ausgehend, nach B) ein gweites Centrum 2’ 
fudt, ein vollftinviges Bierfeit (2— C) (0- 2’) (2’- A) (A- 2X) 
entfteht, in welchem 2, 2’; C, A; C’, A’ Big. 156. ein Paar Ecken 
und P, PY ein Paar Durchſchnittspunkte per Diagonalen find; es ift 
alfo nach § 3. Lehrſatz 17. Punktreihe (2 — 2’), PP harmonifed. 
Hitte man, vom Syſtem 2, o” ausgehend, vas gweite Centrum > 
gefudt nach B), fo hätte fic) ebenfo gefunden, daß and Punktreihe 
(Z—- 2’), TEU’ harmonifd iſt. 

Faſſen wir bas Bisherige gufammen, fo erhalten wir alfo ntit 
Berückſichtigung von § 8. ehrfak 12. folgende Gefege: 

29. Lehrſatz. Befinden fic gwei collinear auf ein- 
ander bezogene Kegelſchnitte K, K’ fir ein Collineations- 
centrum 2 und eine Collineationgaze o in perfpecttotf der 
Lage, fo befinden fie fih and allemal zugleich fair baffelbe 


— — 


*) In bem Falle, daß, wie in ber is ur angenommen iff, K unb K’ ganj 
außerhalb einanber liegen, tft es leicht einzu — daß es außer Snur nod ein eine 
ziges Centrum LD’ geben farm. Denn ba das Collineationscentrum ein ſich ſelbſt 
homologer Puntt beider Syfteme iſt, fo muß 8 bann anferhalb Seider liegen. Denn 
lige e8 nur außerhalb K, und innerhalb K’, fo könnten von ibm ans an K Tan 
genten gezogen werden, an K’ aber nicht, es müßte alfo jeber biefer beiden Tangen⸗ 
ten an K ete Gerabe im zweiten Spyftem homolog fein, bie K’ nicht berithrte, gegen 
§ 10. Lehrſatz 3. iegen alfo K, K’ gang außer einanber, fo miiffen alle Collinea⸗ 
tionscentra ©, 2’, DS” u.f. w. außerhalb K und K’ fliegen. Biebt man alfo von 
zwei Tangenter an K, fo find fle aud Tangenten an K’, ebenfo bie von > an K 
gelegten Tangenten. Die Kegelfdnitte haben dann alfo vier Tangenten (gwet von Z, 
zwei von S’ ausgebende) gemein. Mehr aber finnen fle nicht gemein haber, weil 
fie fonft gang gnfammenfallen muften, nach § 12. Lehrſatz 12. A. 1); alſo fann es 
auger S und \’ fein Collineationscentrum mehr geben. iegen aber K und K’ gang 
ober gum Theil in eiuanber (ber Anfinger wird wohl thun, biefe Faille aud) gu vere 
jeichnen und fic) fiber bie dann eintretenbe Lage ber betreffenden Buntte und Linien 
ju orientiven, vgl. Fig. 160.), fo laſſen fich dieſe Schlüſſe nicht ziehen. Es ift Saber 
im Obigen ein auch daun geltender Beweis gegeben worden. 
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Centrum © und eine zweite Are o’, fiir biefelbe Axe o und 
ein gweites Centrum 2’, und fir bas gweite Centrum » 
und bie gweite Are o’ tn perfpectivifdher Lage, und zwar 
nur für diefe, fo Tange ibre gegenfeitige Lage nicht ver- 
Gnbert wird. Ferner ift in gwelen diefer vier Syſteme, 
im Syſtem ZT, co, und im Shftem 2’, o’ vie perfpectivifde 
Collineation entgegengefegt, in ben beiden ibrigen Sy— 
ftemen >, o’, un’ 2 o einftimmig. Fig. 159. 


30. Lehrſatz. Liegen zwei 80. Lehrſatz. Liegen zwei 
-Regel{dnitte K, K’ perfpece Kegelſchnitte K, K, perfpec- 
tiviſch, fo erhält man, von tivifd, fo erhält man, von 
einem Ghftem, 3.B. 2, c,auss' einem Syfteme, 3. B. Z, a, 
gehenbd, bie gweite Are o’, ausgehend, bas zweite Cen- 
indem man, wenn d, d’ ein. trum 2, indem man, wenn 
Baar homologe Tangenten | ®, O” ein Baar homologer 
im Syſtem 2, oc find, vom, Curvenpuntte im SH ftem 
Durdhfdhnittspunkt (dp) ber | 2, « find, auf ber Verbin— 
einen Dangente mit ber Poe i bungsgeraden (O—P) bes 
faren p des Gentrums 2 im, einen Punftes mit dem Fol 
KRegelfdnitt K, an benfel-| P der Are o im Kegelfanitt 
ben eine zweite Tangente b | Kanfdemfelben ben gweiten 
fegt, oder, was daffelbe ift, | Gurvenpunft B beftimmt, 
indDem man an ben zweiten | ober, was baffelbe ift, ins 
DOurdhf[Honittspunft vw desl dem man auf der vom Col: 
C ollineationsftrahls (2—@®) | lineationspunft (o-d) an K 
mit K an biefen eine gweite . gegogenen zweiten Zangente 
Tangente b legt; bann liegt ben Beriibrungspuntt B be: 
ber Durchſchnittspunkt (bid') ftimmt; dann geht vie Ver— 
auf ber jweiten Are o. Fig. jbindungégerade (B — ®”) 
159. ‘purd das zweite Centrum LD’ 
| Fig. 159. 


31. Lehrſatz. Die Bola» 31. Lehrſatz. Die Pole 
ren p, p; p,p’ ber Collineas| P, P’; &, & ber Collinea: 
tiongcentra Z, X’ in den | ttonéazen oc, oc’ in beiden Ke— 
Kegelfdnitten K, K’ ſchnei- gelfdnttten K, K’ liegen 
den fid alleim Durchſchnitts- alle auf ber Verbindunge- 
punfte (c°c’) ber beiden geraden (S—2’) ber beiben 
Uren co, o und es ift fowohl | entra =F, LV; und es ift 
Strahlbüſchel (c-o’), opo’p’, | fowohl Punftreihe (2— =X), 
als (c°o’), cpo’p’ harmoniſch. ZPZP’, als (2-2), SPX 
wig. 156. barmonifd. Fig. 156. 

32. Lebrfag. 32. Lehrſatz. Gehen an 








Liegen an 


zwei perfpectivifd® liegenden 
Kegelſchnitten K, K’, die 
Durchſchnittspunkte (d-d’), 


zwei perfpectivifd liegen— 
pen Kegelſchnitten K, K’ die 


BVerbindungsgeraden (O-W”), 
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(b'b’) ber im Syſtem zy co 
bomologen Sangenten d, d; 
b, b’, von denen (d°b) auf 
ber Polaren p von 2, (d’*b’) 
auf ber Polaren p’ von 2 
liegt, auf ber erften Wyre o; 
foliegen die inverfen Durch— 
ſchnitts punkte (d°b’), (b°d’) 
ber Tangenten d, b’; b, d’ 
auf ber zweiten Uze o’; lies 
gen die Durchſchnittspunkte 
(d-d’,), (d,°d’,) ber tm Sy— 
ftem 2’, ¢ bomologen Tans 
genten d, d’,;-d,, d’,, don 
benen (d°d,) auf ber Bolas 
tren p bon 2, (d’,°d’,) auf 
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(B— BY) ber im Syſtem Z, o 
homologen Gurvenpunfte O, 
®"; B, Bi, von benen (® — B) 
burd ben Pol P von c, (O”—B’) 
burd ben Bol P’ von c gebt, 
burd bas erfte Centrum z, 
fo geben bie inberfen Gers 
bindungsgeraden (O—B), 

—®") der Curvenpunkte ©, B’; 
B, ®” burd das zweite Cen- 
trum 2’; gehen die Verbin— 
bungsgeraden (OB) @, 
—@’,) ber im Syſten =F a’ 
bomologen Curvenpuntte, 
von denen (O — O,) dure ben 
Pol @ yon o’, (va'— W',) durd 


ver Polaren p’ von liegt, | ben Pol & von o& geht, durch 
auf ber erften Ure oc, fo lies | bas erſte Centrum xz, fo ge- 
gen die inverfen Durch- hen die inverfen BVerbine 
j@uittspuntte (d-d’,),(d,‘d’,) | bungsgeraben (O—O’,), (O, 
ber Pangenten d, ds dy, d’, | ~’), ber Curvenbuntte @, 
auf ber gweiten Are o”. Fig. | O',;O,, WwW’ burdh das zweite 
159. Centrum 2. Fig. 159. 


Gs ift in manchen Fallen leicht gu erfennen, daß zwei Kegel⸗ 
ſchnitte perfpectivifch liegen, befonders bani, wenn die von einem Punfte 
Y Fig. 159. in ihrer Ebene an K, K’ gelegten Tangenten m, n; m’, n’ 
renfelbeu Winkel, “ mn = / mn’ bilden, und m’ mit m, n’ mit n 
jufammenfallt. Oenn man fann dann, wenn man die Veriihrungspuntte 
bon m, n; m,n’ an K, K’ begiglid mit M, N; M’ N’ bejeichnet, 
nad Lehrſatz 3. m’ homolog m, n’ homelog n, M’ homolog M, N’ 
homolog N fegen, Fann von Z aus eine beliebige Gerade 6 giehen, 
und die Tangenten d, d’ in ihren Durchſchnittspunkten ©, ©” homo—⸗ 
log fegen. Dann find K, K’ collinear auf einander begogen; es ift 
(m’-n’) homolog (m°n), alfo Z fic felbjt homolog, alfo (2 — ®) 
homolog (2—®”); alfo haben beide Shjteme einen Strabhlbiifdel 
Ymén, Z,m'sn’ gemein, und Liegen alfo nad § 7. Lehrfag 26. links 
perfpectivifd fir den Bunkt 2 als Coflineationscentrum. Schneiden 
ferner K, K’ auf einer in ihrer Ebene fiegenden Geraden o Fig. 160. 
taffelbe Stück UN = MN ab, fo fann man M’ homelog M, N’ bo- 
molog N, Langente m’ homolog m, n’ homolog n fegen, fan von 
einem beliebigen Punkte A ber o Tangenten d, d’ an K, K’ legen 
und ibre Beriihrungspuntte ©, ©’ Homolog fegen. Dann find nad 
Lehrſatz 3. bie Kigelſchnitte K, K’ collinear auf einander bezogen, es 
ift ferner o eine fic) ſelbſt homologe Gerade, und M oder M’, N ober 
N’, A ober (co d) oder (0: d’) ein fich felbft homologer Punft. Beide 
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Shfteme haben alfo eine Punttreihe oMNA, oc, MNA gentein, und 
liegen alfo nach § 7. Lehrfag 26. rechts perfpectivifd fir bie Gerare o 


als Collineattonéare. 


33. Lehrfak Zwei in 
perfelben Ebene Liegende, 
bemfelben Winfel m’n’ — mn 
eingefdriebene Kegelſchnitte 
K, K’ fliegen allemal per- 
fpectivifh fir ben Punt 
(m*n) ober (m’-n’) alé Colli— 


Man fieht alfo: 


33. Lehrſatz. Bwetin 
berfelben Ebene Lliegende, 
biefelbe Strecke MN’ —= MN 
abfdneibende Kegelſchnitte 
K, K’ fliegen allemal per: 
fpectivifd fiir bie Gerate 





ay ober (M’—-N’) als 
ollineationsaxe. Fig. 


neationscentrum. fig. 159.*). 
160. *) 


§ 14. 
Polaritdt und Reeiprocität ber Kegelſchnitte. 


1. Erklärung. Die in § 11. Lehrſatz 32., 33., 34., 35., 
36., 38., 39. aufgeftel(ten Cigenfmaften ber Kegelſchnitte 
werden ber in § 11. Erklärung 37. aufgeftellten Definition 
wegen gufammengefagt unter bem gemeinfamen Namen: 
„Polarität der Kegelſchnitte“. 

Mit Hülfe der genannten Lehrſätze laſſen ſich mehrere Aufgaben 
{djen, z. B. 

2. Aufgabe. Gegeben ein verzeichnet vorliegender Ke— 
gelſchnitt K, und ein Punkt P außerhalb deffelben; ge- 
fucbt bie Langenten von P an K. 


Wuflsfung **), Man ziebe von P ans zwei Gerabe, beren jede K 
in gwet Punkten fchneidet, die eine in A und B, die anbere in C and D, 
fuche ben Durchſchnittspunkt (M —D)-(B-C)] ober E umd (A- 0) 
‘(B—-D)] oder F und ziehe (F-—E), fo fcbnetdet diefe den Regel- 
ſchnitt K in ben Punften Q, BR, in denen die von P an K gelegten 
Tangenten denfelben berithren; e8 find alfo (P—Q), (P—R) bie ge- 
fuchten Tangenten q, x felbft. Denn nach § 11. Lehrſatz 38. a) rechts iſt 
(F—P) wegen des volljtindigen Biereds ABCD bie Polare von E 
und nad § 11. Lehrſatz 31. gehen bie Langenten von P an K bdurd 
Q und R. Diefe Methode ift ftets anmendbar, mag K ein res, 


*) Es wire nun die Theorie ber Osculationen zu entwickeln. Wir verweifen 
jedech hierüber auf Paulus: ,, Grunblinien ber neueren Geometrie“. Reuntes 
Bud D inch, bis H incl, wo man dieje Lehre ansfithrlid abgebanbelt finbet. 

**) Mo feine Figur angegeben ift, wird man fic diefelbe nad ben Angaben im 
Werte leicht confiruiren fInnen. — Cine andere Auflöſung, als bie oben angegebene 
theilt Steczkowski in Grunert's Archiv der Mathematik und Phyſik, Theil 34. 
Heft 3., Sette 302. mit. Dieſelbe gründet ſich, wie man ſich ſogleich überzeugt, 
auf § 11, Lehrſatz 44. 
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tine Elltpfe, eine Hyperbel oder Parabel fein. Ja, man braucht gar 
nicht zu wiffer, welcher dtefer vier Arten eine verzeichnete Curve angehoͤrt, 
wem man nur überhaupt weiß, daß ſie ein Kegelſchnitt iſt. Auch 
braucht nicht die ganze Curve verzeichnet vorzuliegen, ſondern nur ein 
ſolches Stück von ihr, daß auf ihm noch die Berührungspunkte der 
von P an K au legenden Tangenten fich befinden. — Eine andere 
Aufgabe ijt die 


3. Aufgabe. Gegebenein| 3. Aufgabe, Gegeben ein 
verzeichnet vorliegender Res | vergeidnet vorliegender Kes 
gelſchnitt K und ein Punkt gelſchnitt Kund eine Gerade 
P in ſeiner Ebene; geſucht pin fetner Ebene; geſucht der 
bie Polare p diefes Punk- Bol P piefer Gerabden. 
tes. 


UWuflBfung ver Aufgabe links. Man ziehe, P mag inner⸗ ober 
außerhalb K fliegen, durch ibm zwei Secanten, bie K begiiglid) in A 
und B; C und D ſchneiden, fuche ben Buntt [(A — D): (BC) ober 
E und ((A -~C)-(B-D)] ober F, und ziehe (E—F), fo ijt dieß 
bie verlangte Polare p naw §.11. Rebrfab 38. 6) rechts. Liegt ins. 
beſondere P auf der —* des Kegelſchnittes, z. B. Fig. 161. a. 
in S, fo iſt leicht gu ſehen, daß die Tangente s in demſelben Punkt 
ſeine Polare ſein muß. Dem läßt man einen innern Pol A immer 
näher nach der Peripherie rücken, fo nähert ſich auch ſeine Polare a 
a liao immer mebr. Oder auch, wenn a die Polare vow A ijt, 

__ 8a’ 


fo tft or “ = oy allt nun A mit 8 gufammen, fo mug and 
SA’ = 0 fein, alfo A’ nad S fallen. Zugleich fann die Polare von 
S feinen zweiten Bunt mit K gemein haben, oder K fdhneiden, denn 
fonft miigte thr Bol anger K liegen; auch fann fle nicht ganz anfer- 
halb K fich befinden, denn fonft [age ihr Pol innerhalb. Sie mug 
alſo K beriibren. 


Wufldfung ber Aufgabe rechts. Mag p ben Kegelſchnitt K 
ſchneiden oder nicht, in beiden Fallen fann man auf p (wenn fie ee 
Kegelſchnitt ſchneidet, auf der außerhalb von K liegenden Strecke von K 
zwei Puntte P,, P, annehmen, von denen man nad Unfgabe 2. an 
je zwei Tangenten dy Ts} Go Tq legen tann, die bezüglich in Q,, R 

, R, bevithren. gu — man (Q,—R,), (Q.—R8,); ife 
Durehfdnittspunte [(Q Q.—RB.,)] ift der geſuchte Pol P 
bon p. Denn nach § in. ‘Secice 31, rechts fallt im IGA bin 
Biereck Q,R,Q.R, der Puntt ((Q,—-R,)°(Q,—R,)] gufammen 
mit bem Hurchfchnittspunkt der Diagonalen [(ay°01) ~ Ga" r,)] unb 
((41,. q.) (1 des umgeſchriebenen Vierfelts qriquez; ev liegt 
alfo auf (ChE —(qa°rq)] ober auf p; der Durchſchnittspunkt 

—-Q,)° he R,)] et —— mit dem saa dle al ta 
der "Diagonalen a, ‘r,)] und [(q,°r.)7 Su ‘q,)), ¢ 
gt atfo (@, — G.)" GER] poenfale nef [(Ger#) Ghee 
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b. h. auf p, der Punft ((Q,— B,)-(Q,— R,) endlich faͤllt zuſam⸗ 
men mit dem Durchſchnittapuitte ber Diagonalen [(q,°q,)—~ (r,°r2)] 
und [(q,‘r,)—~(@ wh ei ijt nad § 11. Rebrfag 38. a) rechts 
ver Punkt ((Q, ~'R,) R,)] ver Pol von p. Im Falle p 
eine ben — 5 K — Gerade und es aus — einem 
Grunde unzuläſſig ware, fie Aber ihre Durchſchnittspunkte V, W mit 
ver Peripherie von K zu verlangern, fann man auc fo verfahren 
Man verbinde V und W mit bret beliebigen Curvenpunkten X, Y, Z 
vou K, fo daß die Strablbiifdel entftehen V,(V— W) (V—X) (V— Y) 
(VV- Z) und W,(W-V) (W-X) (W-Y) (W-Z). Mun beftimme 
man im Büſchel V einen Strahl v fo, dag er bem Strahl (WV) 
entfpridt, bag alfo V,(V—X) (V-Y) (V—-Z)v A W,(W-X) 
— Y) (W-Z) Ww-V) ift, und in einen Strahl w fo, bag 

W, (W-X) (W-Y) (W=Z) w 7% V, (V-X) (V-¥) (V-Z) (V-W) 
ift; dann find:v und w Zangenten an V und W nad § 11. Lehr: 
fag 65. und (vw) ift bet gefudte Pol von (V-—W) ober p nad 
8 11. Lehrſatz 34. a. rechts. — Ferner ergeben ſich aus dem Bisherigen 
ein Paar allgemeinere Ldfungen von Aufgaben, die bereits friiher ge- 
(oft find, 3. B. von den Aufgaben 31. und 82. in § 1., alfo: 


4. Aufgabe. Gegeben drei 4. Wufgabe. Gegeben prei 
Puntte A, C, B einer Punkt- | Strahlena,c, beines Strahl. 
reibe s; e Liege entwebder auf | büſchels 8; e liege entwe— 
der Strede AB ober anf: ber in ber Slide pes Wins 
AooB; gefucdt ber ihm zuge- Fels ab oder in 180°— ab; ges 
orbnete harmoniſche Punkt fudt ber thm gugeordnete 
D. harmoniſche Strahl d. 


Auflsfung der Aufgabe links. Man conftruire einen beliebigen, 
burd A und B gehenden Kegelſchnitt K (am einfacdften natürlich 
einen Kreis, doch fann jeder andere benugt werden ) und ſuche die 
Polare c bes Punktes C, fo ſchneidet dieſe bie Gerabde s im geſuchten 
Punfte (sc) over D. — Um die Aufgabe rechts gu löſen, conftruire 
man einen beliebigen Kegelſchnitt K, ber bie Strahlen a, b, berithrt 
(am einfachften einen Kreis), fudje den Pol C ver Geraden c, und 
ziehe dann (S— C), fo ift dtefe ber verlangte Strahl D. 

Ferner ergiebt fid) mit Hiilfe ber aus den Polaritätsgeſetzen ab- 
geleiteten involutorifden Eigenſchaft ber Kegelſchnitte eine allgemeine 
Löſung ber ſchon in § 4. Aufgabe 23. abgehandelten: 

5. Aufgabe. Gegeben 5. Aufgabe. Gegeben 
zwei Paar entſprechender zwei Baar entſprechender 
Punkte &, wh’; ©, & einer Strahlen a, a’; c, c einer Gne 
Yuvolution, gefudt bie] volution; geſucht bie Haupt- 
Hauptpuntte derfelben, wenn | ftrablen berfelben, wenn 
ſolche vorhanden find. ſolche vorhanden find. 

Auflifung ber Wufgabe links. Man conftruire einen beliebigen 
Kegelfchnitt K (am einfacdften einen Kreis), der bie Ricdtung s der 
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Punttreihe s,ACe/A’ heriihrt, und giehe von &, ©, ©’, we’ ans an 
denfelben die Tangenten, bezüglich a, c, c’, a’, die den Kegelſchnitt in 
den Punkten bezüglich A, C, C’, A’ berühren. In dem umgeſchrie— 
benen Bierfeit aca’c’ bejtimme man den Durchſchnittspunkt © der 
Diagonalen [(a-c)—(a’- c)} und [(a-c’) — (c-a’)], und ziehe von = 
aus bie Tangenten t, t an K, fo ſchneiden diefelben die s in den 
Hauptpuntten G, 6’. Denn nad § 11. Lehrſatz 31. liegt auc) [A~ A” 
"°(C—C)] in 2, und [((A- C)-(C-A’)] fallt gufammen mit dem 
Durchſchnittspunkt ber Diagonalen [(a-a’) — (c:c’)] und [(a:c) 
—(a’-c)], und (ia-0) (A- C)] mit dem Durdfanittspuntt von 
( a’) — (c- c’)} und [((a ) - (a’*c)]. Es ift alfo [(a- a’) — (c-c’)] 
oder o die Polare von F. Es geben alfo die Tangenten t, t’ durd) die 
Durchſchnittspunkte T, T’ von d mit K. Nach § 11. Lehrſatz 44. iſt 
nm K fiir 2 als Gentrum und c als Axe fich felbft involutorifd 
collinear. G8 tit alſo Punktreihe a, (ac) A (a‘ t) (a a’) (a c) (a°t) 
A a, (a’*c’) A’ (a’:t) (a’* a) (a’* cc) (a’ tt’); aber nach § 11. Rebrs 
fag 65. ift auch a’, (a“ cc’) A’ (a’* t) (a a) (a’*c) (a t) A a, (ace 
(a°a)(a*t)A(a‘c)(a't), alfo ift a,(a°c) A (a°t) Aah hy 
(a t) A a,(a‘c’) (a a) (a t) A(a 0) (at). Es entfteht dems 
nach auf a eine involutoriſche Punktreihe. Nun iſt nach § 11. Lehr⸗ 
ſatz 66. Punktreihe s, (S a) (3 )CS(GGC)(GSA)GS t) A aA 
(a ) GCaſt) (ac) (aſaſ) (aſt). Da mm a, A(a c) (a t) (asc) 
(a‘a’) (4 t) A a,(a‘a) (a ) (4 ) (acc) A(a t) iſt, fo muß 
aud), (8*a) (8*c) (8°t) (8c) (8-8) (8't) A 8, (8- a") (8°c% 
(8 ) (8° c)(s°a) (8* t) ober ACC O'RE A ah/CCECAG, alfo ine 
bolutorifd) mit den Hauptpunften 6, 6’ fein (vgl. § 11. Lehrſatz 45.). 
— Um die Aufgabe rechts gu löſen, conftruive man einen beliebigen 
Kegelſchnitt K (am einfachften einen Kreis), der durch den Scheitel 8 
bes Strahlbüſchels S,ace’a’ geht, und von a, c, c, a! bezüglich in A, 
C, C, A’ gefdnitten wird. Die Tangenten an diefen Punkten heigen 
a,c, C, a. Ym eingefdriebenen Viereck ACC’A’ beftimme man die 
Verbindungsgerade o ber Durchſchnittspunkte der Gegenfeiten ((A- C) 
— und (al 0C) (O-AM und ihre Durchſchnittspunkte T, 
TY mit K, und ziehe dann (S—T), (S- T’, fo find dieß bie Haupt⸗ 
ftrablen t,t’. Denn nad § 11. Lehrfag 31. fallt auch (a a’) — (ec: c’)] 
ino unb [(a-c)—(c*a’)] fallt gufammen mit der BVerbindungsge- 
raden der Durchſchnittspunkte ber Gegenfeiten ((A—A’) + (C— C)] 
und (A-O) (A- C4], und [(a°c) - (a’* c’)] mit der Verbindungs⸗ 
geraden von [(A—A’)*(C—C’)] und [(A—C’)-(A’—-C)]. Es ift 
alfo ((A— A’) (C — 0 ober & ber Pol von o. Es liegen alfo die 
Gurvenpunfte T, T’ auf ben von S an K_ gelegten Gangenten t, t’. 
Nah § 11. Lehrſatz 44. ift nun K für o als Axe und J als Cen 
trum ſich felbft involutorifd collinear, alfo Strablbifdel A, (A— C) 
a(A~— T’) (A—-A’) (A-C’) (A~T) % A’, (A’-C’) a! (A'— T’) 
(A’— A) (A’ ~C)(A’—T), aber nach § 11. Lehrſatz 65. ift aud) 
A’, (A’ — C’) a’ (A’— T’) (A’— A) (AC) (A’-T) ZH A, (A- C+) 
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' (A~ A) (A- T/) a (A-C)(A-T). Es ift alſo A, (A- C) a (A- T) 

A- A’) (A- C) (A- T) WA, A- C) (A- A’ (A- T) a (A- C) 
(A-T). Es entjteht demnach an A ein involutorijdher Strablbiijdel 
mit ben Hauptftrabler (A— T), (A—T’). Nach § 11. Lehrſatz 65. 
ift nun aud) Strablbiifdel S, (S —A) S&—-C)8—-T)(S-C)G—A) 
(S-—T) A A,a(A- C) (A- T’/ (A- C’) (A—A) (A- T), und da 
A,a(A~ C) (A- T’*) (A- C) (A-A) (A~ T) © A, (A-A’) (A- 0) 
(A- T’) (A- C) a (A- T) ift, fo mug aud 8, (S—A)(S-C)(S—-T) 
S-C) (S-A) ®-T) aA 8, 8-A) &- C’) (8—T’) ®—C) 
S-A) (S—T) oder S,act/la't A Sa'ctcat fein (vogl § 11. Lehr. 
fag 45.). Es find alfo t, * die Hauptſtrahlen des involutorifden 
Strahlbajdhels S. Mian wird bemerfen, dak die gu § 4. Aufgabe 23. 
rechts gegebene Ldfung nur ein particuldrer Fall diefer allgemseinen 
Löſung ift, indem dort fiir ben Kegelſchnitt K ein fpecieller, nämlich 
ber Kreis, als einfachfter, benugt worden war, fiir den fich die Richtig— 
feit ber Auflöſung ſchon mit pen aus ver Slementar-Geometrie be- 
faunten Mitteln beweifen läßt. 

Mus bem Gefeke § 11. Lehrſatz 44. ergiebt fic) fofort nod ein 
anberes. Es fet nämlich, Sig. 161. a. 161.b. K ein Regelfchuitt, p 
eine Gerade in feiner Ebene, und anf derfelben die Punfte A, B, C, D 
gegeben. Suchen wir die Polaren a, b, c, d derfelben, fo miiffen 
biefelben offenbar alle burch ben Bol P vou p geben. Denn nad 
8 11. Lehrſatz 44. ift der Megelfduitt K fiir P als Ynvolutionscen- 
trum und p als Suvolutionsaze fid felbft tuvolutovifd collinear, d. h. 
er ijt in zwei involutoriſch liegenden ebenen Syſtemen eine fich felbjt 
homologe Curve. Oa nun A, B, C, D, .... auf der Axe p Liegen, 
fo ift 3. B. A ein fich felbft homologer Punkt beider tnvolutorifd 
llegender Softeme, alfo mug, da ein Pol nur eine eingige Polare haben 
fann, die Polare a von A eine fich felbft Homologe Gerade beiver 
Shjteme fein, nach § 13. Lehrſatz 26. Nah § 9. Lehrfag 16. Liegen 
aber gwei involutorifdhe Shfteme allemal perfpectivifd, und nach § 8. 
Lehrjag 3. giebt es in zwei perfpectivifch liegenden ebenen Syſtemen 
auger der Collineationsaxe und ben Gollineationsftrablen feine fich felbft 
bomologe Gerade. Da nun die Polare von A nicht die Collineations- 
axe, ober bier die Involutionsaxe fein fann, weil A nicht mit P gue 
fammenfallt, fo muß die Polare a von A cin Gnvolutionsftrabl fein, 
d. h. durd das Snvolutionscentrum P gehen. Deßßgleichen müſſen 
bie Polaren b, c, d.... von B, C, D.... und ebenfo die Bolaren 
a, b,c’, d’.... von A’, BY, C, D’.... dur P geben. Sit um 
gefebrt K ein Kegelſchnitt, P ein Bunft, und find a, b, c, d .... 
durch P gehende Gerabde, fo miiffen ihre Bole A, B,C, D.... fammt- 
lich anf ber Polaren — P liegen. Denn nad § 11. Lehrſatz 44. 
ift K für p alé Axe, P als Centrum fic) felbft involutorifd collinear, 
alfo find a, b,c, d .... Gollineationsftrahlen, alfo ift jeber von 
ibnen, 3. B. a fich felbft Homolog. Folglich muß aud) fein Pol A 
ſich felbft homolog fein, nad § 13. Lehrfak 26. Nach § 9. Lehr 
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fay 16. liegen aber zwei involuterifhe Syfteme nud allemal perfpecti- 
vif), und nad § 8. Lebrfag 3. giebt eS in perſpectiviſch liegenden 
Syſtemen auger dem Gollineationscentrum und ben Punkten der Colfie 
neationsaxe feinen fich ſelbſt homologen. Da nun a nidt mit p au. 
fammenfallt, fo fann A nicht bas Snvolutionscentrum fein, es mug dem⸗ 
nah A ein Punt ber Involutiousaxe p fein, alfo auf p fliegen. Ebenſo 
müſſen bie Pole B, C, D,.... von b, 6, d, ...., und die Bole 
A’, B’, O, D’, ...5 von a’, b, ce’, d’, . auf p fic befinden. Es 
laffen fich dieſe Besiehungen Abrigens auch leicht, went aud) umſtänd⸗ 
lider, mit Hilfe der in Erfldrung 1. dieſes Paragraphen angesoges 


nen Gabe beweiſen. 

6. Lehrſatz. Ltegen mee | 
rere Punkte A, B, C, D, A’, 

„G, Ds in ber Ebene 
eines Regelfdnittes K auf 
einer und derfelben Geraden 
p, fo gehen ibre Polaren 
a, b, c, d, a, b’, C, J——— 
ſämmtlich bird einen und 
benfelben Punkt P derfels 
ben Ebene, nämlich durch den 


Man erhalt —— den 


6. Lehrſatz. Gehen meh— 
rere Gerade a, b, c, d, a’, b, 
c,d’, .... in ber Ehene etnes 
Kegelfdnittes K durdh einen 
unb benfelben Bunft P, fo 
fiegen ihre Bole A, B, C, D, 
A’, B,, CO, D, .... ſaͤmmtlich 
auf einer und derfelben Ge- 
taben p derſelben Ebene, 
nämlich auf ber Polaren des 


Bol der Geraden p. Fig. 
161. a, 161. b. 


7. Erklärung. Dieſe Cigenfdaft der Kegelſchnitte 
wird mit bem Namen: „Reciprocität der Kegelſchnitte“ be⸗ 
zeichnet. 


Es ſeien nun, Fig. 161. a, Fig. 161. b., a, b, c, d ue — 
bon ben auf derſelben Geraden p liegenden Pintten A, B, C, D; fie 
ſchneiden biefelbe in A’, BY, C, Rach § 11. Rehr fag 44, ye ‘un 
A und A’; B und B’; ö und Cc; D und D’ entfprecende Punfte 
der anf ber Involutienbare p erzeugten Involution. Es iſt alfo 
Punktrethe pABODDOBA ober pABCDABOD involutoriſch, 
alſo Punktreihe pABCD “A” p,A'BCD’; alſo ift auch Punktreihe 

pABCD A Strablbiifdel Pabcd, und Punttreihe p,A’B'C'D’ A Strabl- 
5— P,a'b’c'd’ und ebenſo ijt Punktreihe p ABCDA'BCD’ A Strahle 
büſchel Prabeda’b’c d'. Umgekehrt, find A, B, C, D die Bole der durch 
P gehenden @eraden a, b, c, d, fo find nad § 11. Lehrfatz 44. a, a’; 
b, b’; c, ce’; d, d’ entfprechende Strahlen der am Involutionscen⸗ 
trum P entftebenden Snvolution. Es ift alfo Strahlbüſchel P,abcdd’c’b’a’ 
oder P,abeda’b’c’d’ involutoriſch; alfo Strahlbũſchel Pabed A P,a’b’e'd’; 
alfo aud Strahlbüſchel P,abed A Punttreihe p ABCD und Strabl- 
bũſchel P,a’b’c’d’ A Punttreihe p,A’B’C’D’ und ebenfo ijt Strahlbüſchel 
P,abeda’b’o’d’ ‘A PBunktreige p,ABCDA'B/CD’. Man bat alfo den 
8. Lehrſatz. Liegen index | 8. Lehrfagy. Gehen in der 
Ehene eines Kegelfdnittes | Ebene eines Kegelſchnittes 


Punktes P. Fig. 161. a, 161. b. 
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K bie Punkte A, B,C,D....| K dte Geraden a,b, c, d,.... 
oder A’, B, C’, D’ .... oder ober a’, b, c, di, .... ober 
A, B, C, D, A’, B, C’, D’..... a, b, e, d, a, bY, c, d’, «ue. 
auf einer und derfelben Ge- | burd einen umd denfelben 
raben p, und find bezüglich Punkt P, und find begigliad 
a, b,c, d,.... ober a, b’, ce, d’, A, B, C, D,.... oder A’, B, 

ober a,b,c, da, b,c, a, | C, D,. ... oder A, B, C, D, 
.... thre burd einen und dens | A’, B, C;, D,, .... ihre auf 
felben Punft P gehenden Po- ! einer und berfelben Gerabden 
(aren, fo ift allemal Punkt- p liegenden Pole, fo ift al- 
reihe pABCD A Strahlbü- | lemal Strahlbüſchel Pabed A 
ſchel Pabed; Punktreihe p, Punktreihe pABCD; Strahl. 
ABOCDF Strahlbifchel J büſchel P,aſb'cd'F Punktrei— 
aſb'e'd'; Punktreihe p,ABCD | be p,A'B'C'D’; Strablbatdel 
A'B'CD' K Strablbiifdel P, P,abeda’b’c’d’ A Bunltreibe 
abcda’b’c'd’. Fig 161.4; 161. b. > ABCDA'BCT. Wig. 161. a; 

| 161L.b. 


Diefes BVerhalten fihrt, verglichen mit dem in § 7. Lehrſatz 9. 
pon collinearen Syſtemen ausgefprodenen, auf den Gedanfen, zwei 
ebene Syſteme zu conſtruiren, in denen nicht, wie bei collinearen, jedem 
Punkt des einen ein Punkt des anderen, jeder Geraden des einen eine 
Gerade des anderen homolog iſt, ſondern in denen jedem Punkt A, 
B,.... A’, BY, .... des einen eine Gerade a, b, — 
des anveren, und “jeder Geraden a,b,...., a, b’,.... bed einen 
ein Punkt A, B,.... A’ BY .... des anberen entſpricht, nämlich 
jedem Pol in dem einen ſeine Polare in dem anderen Syſtem und 
jeder Polaren in dem einen ihr Pol in dem anderen Syſtem. Man 
kann dann eine ähnliche Reihe von Sätzen, wie in § 7. Lehrſatz 1. 
bis 15. entwidelt worden ift, aufjtellen. Der dortige Lehrfag 13. ift 
fofort auch bier giiltig, ber oben anfgeftellte Lehrſatz 8. entſpricht bem 
Lehrſatz 14. in § 7. u. ſ. w. Da alfo jedem Bol in dem einen feine 
Polare im anderen Syſtem, und umgefehrt, entfpricdt, fo definirt man 
im Hinblid auf Erklärung 7.: 


9. Erklärung. Bwet ebene Shfteme, in benen jedem 
Punkt des einen eine Gerade im anderen, und jeder Gera- 
ben in dem einen ein Punkt in dem anderen entfpridt, 
heißen: ,ebene Polar: Syfteme”, ober aud wobl: ,ebene rez 
ciprofe Syſteme“. Bon zwei ebenen Syſtemen feftfegen, daf 
jebem Bunt bes einen eine Gerabe im anberen, und um- 
gefehrt, entſprechen foll, heift, dte ebenen Sh fteme reciprof 
auf einanber begieben. 

Wud wendet man Hier nicht mehr den bet collinearen Syſtemen 
üblichen Ausdruck „jomolog“ (f. § 7. Erfldrung 8.) an, fondern man 
fagt, mit Rückſicht auf § 11. Lehrſatz 49., Mnaloges mit gleichen Nas 
men bezeichnend: 
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10. Erflirung. Yu zwei Polar- ober reciprofen Sy— 
ftemen heifen jeder Punkt des einen und bie ibm entfpre- 
denbde Gerade im anderen Syſtem: conjugirvte Elemente der 
Ghfteme; ber Punkt heift , oder Geraden”, die Gerabe „dem 
Punkte“ conjugirt. 


Man wird ibrigens leicht überſehen, daß die Polaritits- und 
Reciprocitdts- Gefege nur eine nothwendige Folge aus dem Oualismus 
find, der fic) vom Anfang an zwiſchen „Punkt“ und „Gerade“, „Punkt⸗ 
reihe” und „Strahlbüſchel“, ,Berbindungsgerade” und „Durchſchnitts⸗ 
punkt”, ,,Gurvenpuntt” und ,,Beriibrungsgerabe” ober Tangente, 
„Verbindungsgerade der Gegeneden” over Diagonale und ,,Durde 
ſchnitts punkt der Gegenfeiten” geltend gemacht bat. Es fprict das 
Geſetz der Polaritdt und Reciprocitat dieſe Verhialtniffe uur kurz aus, 
und weift ihren Urfprung nad. Wir find alfo fomit gewiffermafen 
wieder auf den Unfang unferer Unterfuchung zurückgekommen. 

Gs ware hiermit gwar bdtefelbe eigentlich abgeſchloſſen; pod follen 
im Folgenden noch einige der mit Hiilfe ber in ben vorigen dret Kas 
piteln entwidelten Begriffe und Gefege fic) ergebenden Cigenfdaften 
rer eingelnen Kegelſchnitte abgeleitet werden, theils wegen ber grogen 
Wichtigkeit dieſer Gurven, theils, weil manche Sage, die fonft nur 
ſchwierig gu beweifen fein biirften, fich aus dem Bisherigen mit fiber. 
raſchender Leichtigheit ergeber. 


Rap. IV. 
Cigen|daften der Kegelſchnitte im Einzelnen. 


§ 15. 
Der Kret és. 


Mad § 13. Lehrfak 20. laſſen fich fede zwei beliebigen reife 
ähnlich anf einander beziehen. Aehnliche Syſteme aber laſſen fid 
nid § 8. Lehrſatz 49. allemal in perſpectiviſche Lage bringen nach 
§ 8. Aufgabe 50. Es laſſen fic) alfo zwei beliebige Kreiſe ftets in 
perſpectiviſche Lage bringen, ja fie können ſtets, fobald fie nur in bers 
felben Ebene liegen, als homologe Curven ähnlicher perfpectivifd lie⸗ 
gender Syſteme angefehen werden. Stellt man nämlich die 

1. Aufgabe. Zwei in derfelben Ehene gelegene Kreife, 
K, K’ ähnlich auf einander gu beziehen, fo ba betbde fid 
zugleich in perfpectivifher lage befinden, 
fo hat man fofort bie 

Weißenborn, Projection. 28 
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Auflifung. Man ziehe in bem einen reife Fig. 162., 3. B. 
in K bret beliebige Halbmeffer MA, MB, MC, und in K’ drei pa- 
rallele Halbmeffer M’A’ || MA, M’B’ || MB, M’C’ || MC, und verbinde 
ihre Endpuntte durch bie Geraden AB, AC, BC; A’B’, A'C’, BC; fo 
ift 7 BM’C’= / BMC, / AMC = / AMC, / A'M'B’= / AMB, 
alfo aud die drei Peripheriewinkel / A’ = / A, / B=—/B, SC 
=/C. Alſo ijt AABOC OA ABC. Alſo find nah § 13. Lehre 
fag 20. die betden Sreife ähnlich auf einander begogen. Da zugleich 
A™’ || AM, BW’ || BM war, fo ift aud A’B’ || AB, ebenfo ift A’C 
|| AC, BC’ || BC. Es fiegen alfo nad § 8. Lehrſatz 48. beive Sy: 
fteme zugleich perfpectivifd. Es ſchneiden fic) alfo (A’—A), (B’—B) 
(C’—C) in einem und demfelben PBuntte, naͤmlich im Aehnlichkeits- 
centrum 2. Mad § 13. Lehrſatz 25. find nun auc die Mittelpuntte 
M, M’ bomologe Puntte ber ähnlichen Syſteme, es geht alfo auch (M 
—M) durch das Aehnlichkeitscentrum 2, ober: liegt auf ber Gen- 
tralen (M’-M). Zugleich bemerft man, bag man zwei verzeichnet vorlie- 
gende Sretfe ſtets auf zweifache Weife ähnlich auf einander beziehen fann. 
Man fann namlich die Radien M’A’, M’B’, M’C’ entweder je auf derfelber 
Geite ber Centrallinte (M’ — M) gieben, in welchem Falle man das Aehn⸗ 
lichfeitécentrum 2 erhalt, man fann aber auch M’A’, M’B’, M’C’ je anf 
ber entgegengefebten Seite der Gentrallinie (M’— M) verzeichnen, ale 
auf welder die ihnen paralfelen Halbmeffer MA, MB, MC, bes Krei⸗ 
ſes K fic) befinden. Dann erhalt man das Aehnlichfeitscentrum >’. 
Da nah § 8. Lehrfag 38. in ähnlichen Shftemen jede gwei von ho— 
mologen Buntten begrengte Streden ein und daffelbe Verhiltnig haben, 
fo erhält man zwei homologe Punfte Q, Q’ der ähnlichen Syſteme, 
indem man auf einent Paare Homologer Geraden, 3. B. auf (M—A), 
(M—A’) zwei ſolche Punkte Q, Q’ annimmt, daß fic) verbalt M’Q’ 
:>MQ = MA’: MA. Dann alfo find Q, Q’ bomologe Bunkte, und 
alfo geht nach § 8. ebrjag 4. (Q— Q’) burch das Achnlichfeitscen: 
trum & ober 2’. Offenbar gilt diefe, eben angegebene Dtethode, ein 
Paar Kreife perfpectivifd ähnlich auf einander gu begiehen, in allen 
allen, wie diefelben auch liegen mögen. Es können nämlich fiinf ver- 
{chiedene Lagen ftatt haben, denn e8 können K und K’ I. einer gan; 
auperbalb bes anderen (Gig. 162.), IL. einer ben anderen von auger 
berithrend, IIL. einer theilweife innerhalb bes anberen, fo daß fie eine 
Sehne gemein haben, TV. einer ben anderen von innen berithrend, V. 
einer gang innerhalb bed anberen liegen. Die fpeciellen Falle I. und 
IV. follen im Folgenden nicht weiter beritdficdtigt werden *). 

Wir hatten nun in § 8. den Fall der Affinitat aus dem der 








_ _*) Man fibergengt fic dann leicht, daß ber Berührungspunkt der beiden reife 

im Fall Il, bas innere, im Fall 1V. bas äußere Aehnlichteitscentrum if Uebri⸗ 

gens witb es aud bier gut fein, die Falle III. und V. gu conftruiren, und fid gu 

—— daß bas im Text im Falle I. Bewieſene auch bet ihnen genau daffeibe 
ibt. 
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verfpectivifden Gollineation abgeleitet, indem wir baé Gollineations- 
centrum, den fall ber Aehnlichfeit, indem wir bie Collineationsare in 
bad Unenbdliche rücken ließen, und batten nachgewiefen, bag zwei ähn⸗ 
lide Syſteme fic) ſtets in perfpectivifde Lage bringen laffen, indem 
man ein Paar homologer Dreiede fo legt, dag ihre homologen Sei- 
ten parallel find. In perfpectivifd collinearen Syſtemen aber ſchnei⸗ 
ben fic) jede zwei homologen Geraden auf ber Gollineationsare; liegen 
alſo gwet Paar Homologer Gerader, 3. B. (M’— A’) und (M— A), 
(M’— B’) und (M—B) parallel, ihre Durchſchnittspunkte alfo auf 
einer unendlich entfernten Geraden, fo mug ber Durchſchnittspunkt — 
jedes anderen Paares homologer Gerader im Unendlichen liegen, d. h. 
fie müſſen parallel fein (vgl. § 8. Erklärung 44.). Man erhält alſo 
aus dem Bisherigen den: 


2. Lehrſatz. Werden in zwei, in derſelben Ebene lie— 
genden, Kreiſen K, K’ parallele Radien gezogen und ihre 
Endpunkte A, A’; B, B’; u. f. w. oder ſolche Punkte Q, Q,, 
9,2’ auf ibuen, beren Entfernungen vom Mittelpuntte 
MQ’, MQ, ſich verbalten wie bie Radien der Kreife, durd 
Gerabe mit etnanber verbunden; fo fdneiden fic dieſe Ge- 
raden alle in bemfelben Punkte. Golder Punkte giebt es 
zwei, Z, 2, je nachdem bie Radien auf berfelben ober auf 
entgegengefegten Geiten ber Centrallinie gezogen werden. 
Unb umgefebrt: 


Werden von einem der beiden Punkte 2, 2 beliebige 
Gerade gezogen durch bie beiden Mreife, und diejenigen 
Durchſchnittspunkte A, A’, die ben Punkten +, 2B zugleich 
bie ndberen, oder sugleid bie entfernteren finb, burch Gee 
tabe mit ben Mittelpunkten M, M’ verbunden, fo find diefe 
Radten MA, M’A’ parallel. 


Es gelten diefe Sage natiirlich aud, wenn man Q, Q’ nicht ges 
rabe auf zwei Halbmeffern, fondern auch auf einem anberen Baar bos 
mologer Gerader in den ähnlichen Syſtemen wählt, und bie Umkeh⸗ 
rung auch, wenn man in den ähnlichen Syſtemen den Durchſchnitts⸗ 
punkt eines Aehnlichkeitsſtrahles mit einem Paar homologer Gerader 
ſucht, und dieſen Durchſchnittspunkt mit einem anderen Paar homolo⸗ 
ger Punkte verbindet; es ſind z. B. auch — ~ B) und (Q — B), (Q’ 
-0) md (Q- C), ferner (Q’- 27) und (Q—-Q) u. f. w. parallel; 
e8 follen jebod, ba uns bier bas Sbhftem als folches nur Mittel, 
bie Betracdhtung der Curve Hauptſache unt Zweck ift, nur dte ſich 
unmittelbar auf letztere beziehenden Geſetze aufgeſtellt werden, welche 
über ihre Natur Aufſchlüſſe herbeiführen. Die übrigen Beziehungen 
find bereits im gweiten Rapitel bebandelt, und follen daher als befannt 
borausgefegt werden. 

Dak es fiir jede zwei Kreife zwei Aehnlichleitscentra geben mug, 
md daß es beren nicht mebr geben fann, erbellt fofort aus § 13. Lehr⸗ 

28% 
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fag 29., denn die perſpectiviſche Achulichfett tft nur ein fpecteller Fall 
ber perſpeetiviſchen Collineation. Wir ſehen alfo aus § 13. Lehrſatz 29., 
daß, wenn gwei Rreife fiir ein Collineationscentrum Z und eine unent- 
lich entfernte Axe o perfpectivifd, alfo in perfpectivifd) ähnlicher Lage 
fiir das Aehnlichfeitécentrum =X liegen, fie fic) auch allemal noch fiir 
ein zweites Centrum 2’ und diefelbe Axe o in perfpectivifder Lage 
befinden, bag es alfo dann noch ein zweites Achnlichfeitscentrum L’ geben 
mug, aber auch fonft feines. Ferner wiffen wir aus § 13. Lehrſatz 29., 
daß die Rreife auch nod) fiir eine andere Are o’ und ſowohl F als L’ 
als Coflineationscentrum in perfpectivifder Lage fic) befinden müſſen. 

Wir unterfuchen zunächſt die beiden Webnlichfeitscentra Z, L’, in 
Bezug auf ihre Lage. Da beide auf der Centrallinie (M’— M) fid 
befinden miiffen, ijt ſchon erwähnt worden. Yn dem mebr erwähnten 
§ 13. Lebrfag 29. faben wir nun, dag, wenn die perfpectivifde Colli- 
neation fiir ein Syſtem von Centrum und Are, 3. B. fir z, o, ents 
gegengefebt war, bie perfpectivifche Collineation für biefelbe Axe d und 
das gweite Centrum einftimmig war, und umgefehrt. Um unfere jegige 
Gig. 162. mit ber fritheren, Gig. 159. vollftandig in UWebereinftimmung 
zu bringen, wollen wir dte unendlid entfernte Aehnlichkeitsaxe mit c’ 
bezeichnen. Denn offenbar ift dann bier, wie bort die Collineation fiir 
bas Syſtem x, o’ einftiminig, weil die Punftrethen auf dem Aebnlid- 
keitsſtraht (M’—M) ober m, alfo m,2%Moo und m,2A’M’oo eins 
ftimmig, die Punktreihen m,2%bMoo und m,2’b’M’oo entgegengefest 
verlaufen. Da nun nad § 13. Lehrfak 29., wenn die Colfineation 
fir bas eine Centrum einftimmig ift, die fir bas andere nothwendig 
entgegengefebt fein mug, fo folgt, bag das eine Webnlichfeitscentrum, 
bier 2, allemal auf ber Gtrede Moo M’, das andere, 2’, auf der Strede 
MM’ fich befinden mug. Man erhält alfo den 


3. Lehrſatz. Liegen zwei Kreife K, K’ in einer und 
perfelben Ebene, fo haben fie allemal gwet, aber aud nur 
zwei, Aehnlichkeitscentra, x, x. 

Beide Wehnlidfeitscentra liegen auf der Centrallinie 
(M’-M) ober m ber beiden Sreife. 

Das eine Wehnlidfettscentrum liegt allemal auf ber 
Strede MoM’, das andere auf der Strede MM’, wenn M, 
M’ die Mittelpuntte der beiden Kreiſe bezeichnen. Fig. 162. 


Dag, wenn bie beiden reife K, K’ ganz augerhalb etnander 
(tegen, fowobl 2, als 2’ augerfalb K und K’ fich befinden müſſen, ijt 
fchon oben erdrtert worden, ba, wenn einer innerhalb des einen Rreifes 
und außerhalb bes anderen läge, vom Centrum aus an legteren Dans 
genten gelegt werden könnten, und an den erjteren nicht. Ebenſo wenig 
fann, wenn von ben beiden Kreifen der eine ganz innerhalb bes anbde- 
ren liegt, ein Centrum auger beiden fliegen, denn fonft müßten bie von 
ihm an den einen gelegten Tangenten auc) ben anderen beriihren, was 
unmöglich ift, ba der eine innerhalb bes anderen liegt. Defigleiden 
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fann in dieſem Falle fein Gentrum auferhalb des Meineren, und inners 
halb des größeren fich befinden, denn fonft ließen fich an erfteren Tan⸗ 
genten Legen, aw legteren aber nicht. iegen K, K’ gum Theil inner, 
jum Theil augerhalb einander, fo mug > auerhalb beiber, >’ auf der 
Strede MM’ liegen, und gwar kaun letzteres nur auf der Strecke 
ber Gentvallinie fliegen, welche ei Theil bes Halbmeffers ſowohl 
bed einen, ald des anderen Rreifes ift, muß alfo ſowohl innerhalb K, 
alg innerhalb K’ fich befinden. Die legte Abtheilung des Lehrfakes 3. 
bedingt nun die Unterfcheibung ber beiden Centra durch befondere Nag 
men; nämlich: 


4. Erklärung. Dasjenige Aehnlidhleitscentrum =F 
sweier Kreiſe, weldhes auf ber Strede MooM’ liegt, heißt 
ſtets „das äußere“; dasjenige Centrum 2, weldes auf der 
Strede MM’ ſich befindet, heißt „das innere Aehnlichkeits— 
centrum“. 


Stellen wir uns nun die 


5. Aufgabe. Gegeben zwei Kreiſe K und K’ in der— 
ſelben Ebene; geſucht die beiden Aehnlichkeitscentra der— 
ſelben. Fig. 162. 


ſo ergiebt ſich ſofort aus Lehrſatz 2. und 3. die 


Auflöſung. Man ziehe in K und K’ giwet beliebige, parallele 
Radien MA, M’A’ und ziehe bie Gerade (A’— A), welche ihre Ends 
punkte verbindet; fo ſchneidet dieſelbe die Centrallinie (M’- M) im 
Gugeren ober inneren Webhnlichfeitecentrum, je nachdem man MA, M’A’ 
auf denſelben ober auf verfctedenen Seiten ber Centrallinie anges 
nommen bat. 


Rad) § 13. Lehrſatz 31. wird die von den Bolen ber Aehnlich⸗ 
keitsaxe o’ in K und K’ eingefcdloffene Strede von L und >’ barmos 
niſch getheilt. Es liegen ferner nach 8 13. Lehrſatz 31. die Pole von 
oc auf der Geraden (2-2) oder (M’—-M). Da nun o” ſich im 
Unendlichen befindet, fo muß der Pol, bezitglich &, ’, diefer Aehn⸗ 
lidfeitéare in ben Mittelpunkt M des Kreiſes K, und in ben Mittele 
punft M’ res Streifes K’ fallen. Es wird alfo die Strede MM’ von 
Z und LY harmonifd getheilt. Dieß läßt fich auch direkt nachweiſen. 
Denn, wegen der Aehnlichkeit per Oretede TMA, FM’A’ verbhalt fit, 
fig. 162. M’>:M> — M’A’: MA und M’2': Ma’ = M’A’: MA 
Gs verhalt fic) alfo, ba MA’ and MA in beiden Figuren Radien 
vefjelben Kreiſes find, und alfo in beiden Gleichungen M’A’: MA dens 
felben Werth hat, M’>:MS— M2’: Mz’. Man fieht alfo: 


6. Lehrſatz. Die Strecke zwiſchen den Mittelpunkten 
M, M’ zweier in derſelben Ebene liegender Kreiſe K, K’ 
wird von ben beiden Aehnlichkeitscentren 2, Y harmonifd 
getheilt. 
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Um uns ferner Aufſchlüſſe über bie anbere Axe o zu verſchaffen, 
haben wir zunächſt nad § 13. Lehrſatz 31. gu bebdenfen, daß die Pos 
faren, ſowohl von & als von 2’, alfo p, p’; p, p’ fic) tm Durchſchnitts⸗ 
punft ber beiben Aren d und o’ ſchneiden. Da nun o’ im Unendlis 
cen liegt, fo folgt, bag auc ifr Durchſchnittspunkt mit co, und alfo aud, 
bag bie Durchſchnittspunkte (p-:p’) und (p.p’) int Unendlicden Liegen; 
e8 ift alfo p’ || p;p’ || p. Dieß folgt auch ſchon aus § 13. Lehrſatz 26., 
indem p’ und p; p’ umb p homologe Gerade der ahnliden Shfteme, 
und alfo, da fie ſich auf der unendlich entfernten Aehnlichkeitsaxe o 
fdneiden müſſen, parallel find. Da fic) ferner bie Tangenten in F, §, 
am Kreiſe K, fowie die Tangenten FY, F' Fig. 163. an K’ auf der 
Polaren p, p’, des Punktes 2, ſchneiden miiffen, alle Tangenten am 
Rreife aber jenfrecht zum Radius find, fo ift fm, ¢_.m, f’_! m, 
fe’ | om; e8 muß alfo auch, ba fie ſich im Unendlichen ſchneiden, weil fie 
parallel find, und zugleich (f°) auf p, (f’°f) auf p’ fliegen foll, p und 
ptm fein. Ebenſo miiffen fich f und f; f° und ¢’ auf den Polaren 
p, p’ bon 2’ fcbnetden; es müſſen alfo auc) p und p’ fenfrecht auf m 
fteben. Wan erhält alfo den 


7. Lehrfak. Ltegen zwei Kreiſe K, K’ in berfelben 
Ebene, fo find bie Polaren p, p’ des dufferen Aehnlich— 
feitécentrums 2, fowte die Polaren p, p’ des inneren Aehn— 
lidfeitscentrums einanbder parallel, nämlich p || p’ und 
pilp. Zugleich ftehen p, p’, ppp, ſenkrecht auf der Central: 
linte. Gig. 162., Fig. 163. 


Die zweite Axe o mug nun nad § 13, Lehrfag 31. fo beſchaffen 
fein, bab Strablbifdel (¢ «c’), c’pep’ und (c °c’), o’pap’ harmoniſch ift. 
Es miiffen alfo viefe Strahlbüſchel auf ber Centrallinie (2 — =) eine 
harmonifde Punktreihe erzeugen. Da aber o’ im Unendlichen fiegt, 
fo fcbneidet fie bie m im Unendliden; es muß alfo c den von p und p’ 
erzeugten Abſchnitt RR’, fowie den von p und p’ gebildeten UAbfchnitt AR’ 
balbiren, Unb ba ferner o durch den Durchſchnittspunkt (p-p’) und 
(p*p’) gehen mug, und beide im Unenblicen liegen, fo mug o || p [| p’ 
lp Ip’ fein. G8 läßt fic) dieß auch direkt eigen. Denn giehen wir, 
dig. 163. an die fiir bas Syſtem Z, o” homologen Punfte A, A’ ber 
Peripherie der Kreiſe die Langenten a, a’ und an den gweiten Durd- 
ſchnittspunkt ©’ bes Aehnlichkeitsſtrahls (A—A’) mit einem bderfelben, 
3- B. mit K’ bie Langente «’, giehen wir ferner die Geraden (A— F), 
(A- B), (A- £), (A’— F), (A’— B), (A- £1) u. f. w, fo ift wegen 
ber Wehulicfeit ber Oreiede AFL und AFA’, AbF und A’e’F’ u. ſ. w., 
und weil jedes Baar folder PBunkte aus homologen in ähnlichen Sy- 
ftemen beftebt: 


Strahlbüſchel A, a (A—%) (A~ F) (A—%) (A- B) (A- F) = 
Strahlbüſchel A’, a’ (A’—b’) CACS) (A’— wb’) (A'— BY) (A’—-F’). 
Da aber K’ auch fich felbft involutoriſch collinear ift, fo ift anc: 
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Strahlbifdel A’, a’ (A’— 2’) (A’—F) (A’- 8) (A’-B) (A'- PY) 
Strahlbifchel ’, a! (’—A’) (’—F’) (de! - BY) (cb! vb’) (b!— $7), 
G8 ift alfo auc: 

Strahlbüſchel A, a (A—&) (AF) (Aw) (A-B)(A-F) 
Strahlbüſchel oo’, a! (de’—A’) (el —F*) (sb! —BY) (se! wh) (sh 9) 
und gwar Liegen fie, da fie mit einem Paar entfprechender Strablen 
(Aso), (Ae? —A’) gufammenfallen, perfpectivifd, und jedes Paar ents 
jpredender Strablen ſchneidet fich auf ber gweiten Axe o; auf diefer 
liegen aber aud) nach § 13. Lehrſatz 30. die Durchfdnittspuntte (f-F’), 
(f° £) ber fiir biefe Axe homologen Tangenten f, f’; ¢, f’ (in Fig. 156. 
e, f’; f, e). Mun it Eile ilps (UL Up's alſo ba pip’ ift, fo ift 
fll’, fl f €8 mug alfo auch o jp || p’ fein. Es find ferner fiir 
bas Syſtem Z, o die Pangenten a und «’; w und a’ homolog, alfo 
liegt auch (a a“) und (a: a’) anf o (nad § 13. Lehrſatz 30). Da 
aber a und a’, w und a’ homologe Gerade in ven ähnlichen Syſtemen 
mit bem Gentrum 2 find, fo ijt a’ lla, «’ lla. Zugleich find alfo 
(a*w) und (a’*a’) ein Paar homologer Punkte in demfelben Sytem, 
fie liegen alfo auf einem Aehnlichkeitsſtrahl. Es ift alfo bad Viered 
CEDE’ ein Parallelogramm und bie zweite Axe o und ber Aehnliche 
feitéftrahl (KX — E’) feine Diagonalen. In einem Parallelogramm hal- 
biren fich aber die Diagonalen, alſo wird bie Strede EE’ bon o in 
S balbirt. Da nun auc p || p’ |lp || p’ ift, weil fic p und p’, p und p’ 
im unenbdlid) entfernten Durchſchnittspunkt (c °o’) ber o mit oc’ fcbneis 
ben nad § 13. Lehrſatz 31., fo ift aud o || p || p’. Es verhalt fid 
alfo auf irgend einem Webnlichfeitsftrahl, 3. B. auf (2-A-—A’) OQ 
OQ ES: EB. Da nun ES= EPS ift, fo mug and OQ = O'Q 
fen. Es wird alfo anf irgend einem beliebigen Aehnlichkeitsſtrahl die 
von ben Polaren des Aehnlichfeitscentrums X abgefdhnittene Strecle OO’ 
bon der zweiten Wre o in Q halbirt. Ebenſo läßt fic zeigen, daß 
aud) bie bon den Bolaren p, p’ des Gentrums L’ abgefdnittene Strece 
OO’ auf jedem Webhnlichfeitsftrahl halbirt wird. Man erhält alfo, ba 
Tl pil p’ Ip Il p’ und alfo | (M— M’) ift, nach § 13. Lehrſatz 29. den 


8. Lehrſatz. Liegen gwei Kreiſe K, K’ in derfelber 
Ghene, fo befinden fie fic ftets fiir bie beiden Aehnlichkeits— 
centra 2, © als Collineationscentra, unb eine, aber nur 
eine eingige, in endlicher Gutfernung liegende Gerade c 
als Collineationsaxe, in perfpectivifdher Collineation. 
Diefelbe tit entgegengefewt far das äußere Aehnlichkeits— 
centrum Wals GCollineationscentrum, einftimmig fiir das 
innere Achnlidfeitscentrum 2 alé Collineationscentrum. . 
dig. 163. 
und 

9. Lehrſatz. Die in endlider Entfernung Liegende 
Collineattonsare o fteht ftets fentredt auf der Central- 
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linie und halbirt bie bon ben Bolaren p, p’; p,p’ ber beiden 
Aehnlichkeitscentra auf allen Achnlidfeitsftrablen abges 
fnittenen Streden OO’; OO u. f. w., und ift parallel den 
Polaren p, p’,p,p’ ber beiden Aehnlichkeitscentra. Fig. 163. 


Liegen bie Kreife einer gang außerhalb bes anderen, fo fann aud 
bie Collineationsaxe d einen von ihnen ſchneiden, ba auf ihr Lauter 
fic felbft homologe Puntte liegen, und alfo, wenn fie einen Kreis 
ſchnitte, diefer Durchſchnittspunkt zugleich ihr Durchſchnittspunkt mit 
dem anderen ſein müßte, was in dem angenommenen Falle unmöglich 
iſt. Ebenſo wenig fann c, wenn von K, K’ ber eine Kreis ganj 
innerhalb bes anberen [iegt, einen bor thnen ſchneiden, denn e6 ift dann 
unmöglich, bag fie in demſelben Punkte von dem anderen Kreis ge- 
febnitten werde. iegen aber beibe Kreiſe theilwetfe in einanbder, jo 
mug nad § 13. Lehrſatz 33., wenn man ſich in Fig. 160. unter den 
beiden Kegelfchnitten zwei Kreiſe vorftellt, vie gemeinſchaftliche Secante 
— ober (M’—N’) die Collineationsaxe fein*). Was die Auf— 
udung der Axe o nad § 13. Lehrfatz 30. rechts betvifft, fo mag an 
bas ſchon oben bemertte erinnert werden, daß bie Pole &, &’ ver Are o’ 
a ben — M, M’ ber Kreiſe K, zuſammenfallen (vgl. 

ig. 164.). 

Es ſeien nun, Fig. 164., A, &’ ein Paar im Syſtem LF, co ho⸗ 
mologe Punkte der .Peripherien ber Kreiſe, alfo (A — &) oder a ein 
Aehnlichkeitsſtrahl, a bie Cangente an A, <’ bie an Ab’, « die an ob, a 
bie an A’, und vom Durchſchnittspunkt (a-@’) ober T feien nod 
zwei Zangenten, ¢ an K, c’ an K’ gelegt, fo ift a’ || a, a“ f] «, weil 
fie homologe Gerabde in den ähnlichen Syſtemen =, o’ find. Es ift 
alfo faa=/a'a. Da aber a’ und a Langenten von EB’ an ben 
Kreis K’ find, fo ift E’A’ = Hk’, alfo A AH’ gleichſchenklig, alfo 
aud / awa = / aa; folglid ift fae —/ aa, alfo aud A ATH’ 
gleichſchenklig, aſſo TA=— TA’. Nun iff TA— Te als Tangenten 
an K, TC’ = T&’ alé Langenten an K’. Es ift alfo TA = Te 
= TA’ = TC’, Man hat alfo den 


10. Lehrſatz. Die von einem Puntte T der im Endli- 
den liegenden CollinentionSare o gweter Rreife an die- 
felben gelegten vier Tangenten find alle von gleicher 
Lange, TA = Te’ — Tk’ = TC. Fig. 164. 

Es war alfo / aa = / wa; ebenſo läßt ſich nun and zeigen, daß 
aude /cy=/ cy ift. Denn es iftc’ llc, ¢’ Ic, alfo foy = / ey, 
ferner ift Fe’= FC’, alfo ACF’ gleichſchenklig, folglid /o’y = /c’y, 
alfo fcy=/cy. Ferner ift auch wegen ber Wehnlichfett Fig. 163. 
(A’— 1’) || (A—1), und (’— 0’) [| (Ud), alfo / Ev’A! = / EWA, 
oder / Brb’A’ = / TWA. Es ift aber / Bs’A’ = / BAA 


*) Beriihrt ein Kreis ben anbern, fei es vor außen ober von innen, fo ift alle- 
mal bie im Beriihrungspuntt gemeinfdaftlide Tangente bie Collineationsare c. 
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=/BA'S als Peripheriewinkel, alfo ift aud / BA’T=— / DA 
ober / X'B! = / TVA. Da ferner auch (M- vs) || (’— vs") und 
(4’— BY’) || (4% —B) ift, fo ift auch / 2’B’ = / TAB, oder / A’r'B’ 

= / ZB. Nun ift 7 Ae B= / AWB! = / AW'T= / DA’, 
alfo aud) / 2r’A’ = / T&B. Wir haben alfo / ae = / «a; 
/y=/ cy Fig. 164. / Bb’B = / TWA; / Tv’ A’ = / TAB. 
dig. 163., oder den 

11. Lehrſatz. Liegen gwei Kreife K, K’ fiir bas Gens 
trum 2 (ober 2’) und bie Are o perf pectivif d unb find A 
und &, v und B' zwei beliebige Paare in diefem Shfteme 
yo (ober 2’, c) homologer Punkte der Peripherien, & und 
A’, Bund vw’ die anberen auf demfelben Collineationsftrabhl 
a,B liegenden Paare homologer Punkte deſſelben ShHftems 
z,c, fo bilden die homologen Geraden (A— %) und (&’—B); 
(B-) und (vs'-A’) je mit dem Collineationsftrahl a; 8, 
gleihe, aber entgegengefegt Liegende Winkel; / TAB 
=/ EWA’; / WA = / THB’. Sig 163. 

Sind ferner a und «, ound c’ je irgend ein Paar hos» 
mologer Tangenten in bem Syſtem x, o, (ober 2’, c), fo 
bifben aud a und «, cunbde’ je mit bem Collineations« 
ftrabl a, y, der burd thre Berfibrungspuntte geht, gleide, 
aber ee at fiegende Winkel; f/aa=—/aa;, (cy 
=fecy. Fig. 1 

Da fie nun — Wb) und (’—~ BY), Fig. 163., well fie homo— 
loge Gerabe in bem Syſtem x, — find, in einem Buntt P ber Gollis 
neationsaxe o fcbneiden, fo entjteht ein Dreieck BPub. Sn diefem ift 
f PLB’ = / BLA, / PBwW=—/ &BW. Nun ift 7 BBA 
=/ BelA = / ALB, alfo / PusB’ = / A&B; / ABW’ ift 
gleich / WANS, alfo / PB = / MAW Da nun (ab — 7 

| (&! — BY) ift, fo ift “ A& B= / AX’B’, und ba (A—4%) || — 
it fo ift A d/Ard’= /A/Avd. Es iſt folglid / AB ZL Ak'B’, 
LPB = / d'AD, oder /PrB’= / AL’P; / PB = = NAP’ 
Alſo ift A APw’~ ABP. Daher verhalt fic): 
PA : Pb’ = PB’: Pw 
ober, eS ift - PA.Pi = Pw’. PB. 


Ym Falle K und K’ gang augers ober gang innerhalb einander 
liegen, ergiebt ſich dieß auch aus Lehrſatz 10. Denn das Produkt 
PA- Pob iſt gleich dem Quadrat ber von P an K, das Produkt 
PA’. PB’ gleich) dem der von P an K’ gelegten Tangente. Beide 
Tangenten find aber nach Lehrjag 10. gleich fang, alſo PA · Pr 
= P&’. PB’. Liegen K und K’ theilweife in einander, fo läßt ſich 
verfelbe Schluß anwenden fiir jeden Punkt P, der außerhalb der beiden 
RKreife liegt. Für einen Punt P, der auf dem Stiide von o liegt, 
welches gemeinſchaftliche Sehne ift, hat man, Fig. 60., wenn wir da- 
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felbft M und N (wie in Fig. 160.) ftatt G,, G,, &’ ftatt W, WW’ 
ftatt B’, ſchreiben PM. PN = PA- Pat und PM. PN = Pa’. PB, 
alfo PA - Pus = P&’- PB’, Da nun, wenn man, Fig. 163. und 60., 
von P aus irgend eine beliebige, den Kreis K in A, und %, ſchnei⸗ 
benbe Gecante zieht, befanntlich ftets PA,- Prt, —PA-Pw, und 
ebenfalls, wenn man von P eine beliebige, den Kreis K’ in &’,, B’, 
fcbneibende Gecante zieht, PA’, - PB’, = P’- PB’ ift, fo fieht man: 


12. Lehrſatz. Werden von einem beliebigen Punkt P 
ber Collineationéazre o gweier Rreife beliebige Gecanten 
burd diefelben gezogen, fo find bie Produkte aus ben Ent- 
fernunugen ber Durchſchnittspunkte diefer Gecanten mit 
ben Kreifen von P einanbder gleich. PA Pt — P&’- PB’. 
dig. 163. 


Wegen diefer Eigenſchaft wird die Collineationdaze mit einem 
befonderen Namen bezeichnet. Nämlich: 


13. Erklärung. Wird burd einen außer- oder inners 
halb eines Rreifes K gelegenen Punkt P eine Gerade (be: 
züglich Gecante ober Gehne) gegogen, weldhe den Kreis 
in ben beiden Bunften A, vb fdneidet, fo heißt der fiir alle 
burd denfelben Puntt P gehende Secanten ober Sehnen 
peffelben Kreiſes conftante Werth des Probuctes PA~ Pw 
bie „Potenz des Punktes P fiir den Kreis K,“. Fig. 163., 60. 


Man driidt baber den Gag 12. aud fo aus: 


14. Lehrſatz. Die Potenzen jedes Punktes P der Gols 
lineationsaxe o fiir beide Rreife K, K’ find einanber gleid. 
vig. 163. 


und definirt baber: 


15. Erfldrung. Die im Endliden liegende Collinea- 
tionGare o gweier Kreiſe K, K’, bie in berfelben Ebene 
By befinden, heißt: ,,Potenglinie dex beiden Rreife K, K'”. 

tg. 163. 


Umgekehrt ligt fich leicht zeigen, bag jeder Bunt P in ber Ebene 
zweier Kreiſe K, K’, beffen Potenzen für diefelben gleich) find, auf ber 
Potenszlinie ltegen mug. Denn, nennen wir bie Centraldiftang MM’ 
ber beiden Streife K, K’: e, Sig. 167., und fallen von bem gegebenen 
Puntt P ein Loth PD auf MM’, nennen den Radius ves Kreifes K :R, 
ben des Streifes K’: R’, fo mug, wenn wir (P — M), (P M) ziehen 
und thre Durchſchnittspunkte mit K, K’ bezüglich X, Y; X, Y’ nennen, 
ber Definition von „Potenz“ gufolge fein: PX-PY = PX’- PY’ ober 
(PM—R) (PM + R) = (PM’— R’)- (PM’ + R) oder PM?2— R? 
= PM’? R’2, folglich PM’2— PM?+ R2—R?2. Nun ift MD—e 
— MD, und MD? = PM?— PD?; MD? = PM’2— PD? — PM? 
++ R'?— Ra—PD?, over (e— MD)? = PM?-+- B27 — R?— PD?. 
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Aus diefer Gleichung folgt nun fogleih PD?2— PM? + R’2— R2 
—(e— MD)? und aus MD? = PM?2— PD? folgt PD? = PM2 
—MD?. Mian hat alfo durdh Bergleichung der beiden Werthe fiir 
PD? die Gleichung: MD2— PM? = (e —MD)?— PM?— R’2 
+ R2 oder MD? = e? — 2e- MD + MD?— R” + Ra, pate M 

= 24% — und ebenfo MD =e—MD=< 4 < -— =, 
Es ijt alfo die — des Fußpunktes D des Berpenvitele PD 
von ber Lage des Punftes P ganz unabbangig, alfo fiir diefelben gwet 
Rreife K, K’ und fir biefelbe Centraldiftang e conftant. Es muß 
alfo bas von jedem Punkt P, deffen Potengen für K und K’ gleicd 
find, auf MM’ gefllte oth bie MM’ in ——— Punkte D treffen. 
Dieß iſt aber nur möglich, wenn alle Punkte P, deren Potenzen gleich 
ſind, auf einer Geraden liegen, die ſenkrecht auf MM' ftebt, und durch 
den Punkt D geht. Iſt nun D das äußere Aehnlichkeitscentrum von 
K, K’, Fig. 163., fo find M, M’ homologe Punkte der Aehnlichleit, 
und Z fich felbft homolog, und gugleich ijt jedem Punkt auf dem Um- 
fange von K ein Bunft anf dem Umfange von K’ homolog, 3. B. F 
und EY, Es verhält fic) alfo nach § 8. Lebrfag 46. TF: 2k’ = 2M 
:=M’ ober TF: SM = TE’: TM’ oder STM — R: EM = 2M’ — RP’ 
:2M’ ober SM: 2M’—R:R. Es ijt aber MM’=e, alfo bat 
man 2M:=M+e=R:R’, over ©M:e=—R’—R:R, folglich 
w= .* or Git ferner R (welches alfo auger bem Radius von K 
nod sine andere Bedeutung hat) ber Durchſchnittspunkt der Polaren 

bon = mit (M— M), fo bat man bie harmoniſche Proportion: LF: RE 
= EF: RF over S>M—R:2R—=ZIF = 2M+ KR: TF + 2R— TR 
oer SM —R: SR—(2M—R) = M+R: ae + 2R 
—<R ober: 2M—R:2TR—IM+R= M+R: 2M+R 
— ER; bieraus folgt: SM—R: 2R= 2M-+R:2(2M+R)— ZR 
ober: =M — R:2M+ R= £2R; 22M + 2R— IRB; alfo SM—R 
: 22M = TR: 22M + 2k; baber 2M2— R?2 = = =R, alfo R 


a ae bes Werthes 2M = 5 — hat man daher 

2— (R’ — R)2 ; 
a R. Chenfo ergiebt fic — Ri YR 
(wie auch fchon aus § 8. Lehrſatz 46. folgt). Alſo ift =R’—_=R 
ober RR’ =< ——— (R’—R) ober * . Die 
Entfernung des Mittelpunktes A von RR, bv. h. nach Lehrſatz V. 
die Entfernung des Durchſchnittspunktes der Collineationsage o yon 
R, ober RA — eee, Nun iſt RM = 2M — &R 


Ze 
_. Re —- (R’ — R)? (R’ — R)R — — 
— _ RT ee — MA = RA RM 
he R’2 + 2RR’ = Rte 2RR’ + 2R? 
20 

















Ce 
=o Se * Sah —. &8 ijt alfo 
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die Entfernung bes Durchſchnittspunktes A der Potengzlinie o mit 
(M—M’) von M ebenfo grog, als die Entfernung des Punftes D 
vig. 167., in weldem bie Gerade die (M- M’) ſchneidet, anf der 
jeder Punkt P, deffen Potengen fiir K und K’ gleich find, fliegen muf. 
Da nad Lebrjag 9. auch o fenfrecht auf MM, ftebt, fo muß alfo 
jeder Punkt P von der angegebenen Befdaffenheit auf o fich befinren, 
und man erbalt den 

16. Lehrſatz. Jeder Punt P in der Ehene zweier 
Kreiſe K, K’, deffen Potengen fir diefelben gleich find, muß 
auf per Potenglinie c an K und K’ fliegen. Fig. 163. 


Da es alfo aufero feinen eingigen, viel weniger mehrere Punkte 
geben fann, beren Potenzen gleid) find, fo folgt fogleic& weiter: 

17. Lehrſatz. Zwei in berfelben Ebene liegende Rreife 
K, K’ fdunen nur eine eingige Potenzglinie haben. 

18. Erklärung. Die in Lehrſatz 14, 16., 17. anusges 
fprodenen Eigenſchaften des Kreifes werden gufammen- 
gefagt unter bem Ausdrude: „Potenzialität des Kreifes. 


Cine ähnliche Eigenſchaft, wie fie in Lehrfag 14. von ber Colli- 
neationsaxe o ausgefprocen wurde, läßt ſich von den Aehnlichkeitscentren 
ZU, 2 nachweifen. Sind nimlid, Fig. 163., a und B zwei beliebige 
Wehulichfeitsftrahlen, fo ift in ben Dreieden DAV und LAB’ ber 
Lf Ard = / &’ZB’, und nad Cehrfag 11. / THA = Sf TAB’. 
Es ijt alfo /A\ Ary w/A BrK’; alfo hat man die Proportion: LA 
sub = LB’: TA’ oder TA - Te! — Tvd- SB. Ferner ft, ba (A— B) 
|| (A’— B’) ift, 7 ZAB=/ ZA'B’. Da aber A’B dd’ ein dem 
Kreife K’ eingefcbriebenes Viereck ift, und nad einem befannten Cage 
der Planimetrie in jedem einem Sreife eingeſchriebenen Viereck der 
Außenwinkel an einer Ele gleich bem gegeniiberliegenden Innenwinkel 
ift, fo iſt /§ rAB = / Bwr’ = / “. Es ift alfo in den 
Dreieden ALB und wWrr’ per / ATB= / Wee; / TAB 
= /Xvb'des alfo ift A ALB ~ Awe’ und es verbalt fid TA: =B 
a= Dub’: PA's ober eS ift TA. Tk — FB. sv. Ferner ift wegen 
ver Aehnlichkeit ber Rreife (&— vd) || (de’— vb’), alfo /TAvS — / Tbe’, 
Un vem vem Rreife K’ eingefchriebenen Viered AB wr" ift aber 
L TAU = / Adel’ = / TBA’. Es ift alfo / Devs = / TBA’, 
baher auch bE VO /ABIA. Alſo verhalt fis F&: Svs — FB’ 
: ZA‘; ober e8 ift D&- FA’ — Fvb- FB. Man hat alfo die Gleidung: 

LA. DA = Th - LA = Db. SB’ = TB. Tw’. 
Man hat alfo, ba a und S beliebige Aehnlichleitsftrablen waren und 
fich ebenfo geigen Lagt, bak auf einem beliebigen ferneren Aehnlichfeite- 
ſtrahl y and) MA · 2A — Th. SA’ — XM- TO’ = TE- SI” it, wenn 
r, 1"; ©, ©’ homologe Punkte ber Aehnlichleit find, den 

19. Lehrſatz. Auf allen Aehulidleitsftrablen a, B, .... 
ift bas Produft aus den Entfernungen des Aehnlichkeits— 
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centrums = (ober 2’) von zwei fir bas Shftem 2, o (oder 
2’, o) —— Punkten, A und &’; Hund A’; Bund W’; 
vw und B’; .... conftant. Fig. 163. 


Wegen ber Fnalogie biefes Gages mit Lehrfag 12. pais man eine 
per Erklärung 13. ähnliche Definition auf, namlid: 


20. Erklärung. Das Prodult der Entfernungen eines 
ber Aechnlidleitscentra F (ober 2) von zwei Punften, die 
für D> (oder 2’) als Collineationscentrum und die Poten3- 
linie co als GollineationSare homolog find, wie A, &’; 
&, A’; u. f. w. heißt die „Potenz dev beiden Kreiſe K, K’ ftir 
den Punt = (oder 2’)*). 


Bwet im Shftem 2, o (oder 2 c) homologe Punkte: 
A, +’; &, A’u.f.w. heißen: ,potenghaltende Punkte“. Fig. 163. 


si ferner nad ebrfag 11. / DUA =—/ THB’, oder TA 
= / ANB’ ift, fo ijt / AB’ + / BudA = 180°, alfo lapt fid 
um bas Biered AB’ ein Kreis befdreiben. Ferner ift nad Lehr⸗ 
fag 11. / TAB= / TW’A’, oder / THB = / Brd’A’, alfo 
Z, AB + 7 Bud‘'A’ = 180°; alfo läßt fid) um das Biered ABvs'A’ 
ein Kreis befdreiben. Ferner ift, wie wir gum Behufe des Beweiſes 
pon Lehrſatz 19. bemerkt hatten, TAB / Tw’ over / TAB 
= / Birk’, daber / & AB + / Bud’! = 180°; alfo läßt fich aud 
um das Bieredt ABWA ein Kreis befchreiben. Und ebenfo war 
7 Teh = / TBA = / WBA, folglid / A’rbvd + Z WBA 
== 180°; e8 laft ſich daber auch unt das Bieredd LUBA’ cin Kreis 
befcbreiben. Wan fieht alfo: 


21, Lebrfag. Um fede gwet Baar potenzhaltende 
Punkte (fir daſſelbe Aehnlidfeitscentrum LF oder 2), 
bie nidt auf demſelben Wehnlidleitsftrahl liegen, ma 

3- B. um A, vw, B’, de’; &, B, vd’, A’; A, B, vd, ; &, vb, BY, A 
lage fid ein Kreis befdreiben. Sig. 163. 


Der Lehrjag 19. ijt aber bloß ein ſpecieller Fall eines allgemei- 
neren Gefeges. Es feien nämlich Fig. 165. zwei beltebige reife 
K, K’ mit den Mittelpuntten M, M’ in derfelben Ebene gegeben und 
per geometrifde Ort der Punfte P gefucht, bie fo befdaffen find, bak, 
wenn man einen von ihnen durch Gerade mit den , Mittelpuntten ber 
Kreiſe verbindet, und bann beliebige Gerade a, a’ durch die Kreiſe 
sieht, welde mit (P—M) und (P— M’) gleiche Winkel bilden, allemal 
auf gwei folder Strablen a, a’ vie Gleichung ftatt finde: PA - Pb’ 


*) Man wird bemerfen, daß ſich dieſe Definition von ber in Erklärung 13. 
aufgeſtellten dadurch unterfdeidet, daß eS dort hieß: „Potenz bes Punktes“, hier: 
— ber Kreiſe“, dort: „Potenz für ben Kreis“, hier: „Potenz fir den 

unkt“. 


446 § 15. Der Kress. 


= P&-PA’. Es verfteht fid), dag e8 fiir ble Aufgabe einerlet ift, 
ob man a und a’ zugleich auf der rechten oder linfen Seite von 
(P-M), (P— M’) zieht, oder ob man eine davon, 3. B. a anf ber 
linfen Seite bon (P- M) und o' auf ber rechten Seite von (P — M) 
zieht, wenn nur a’ mit (P—M’) benfelben Winkel madt, wie a mit 
(P—-M). Denn hatte man 3. B. einen Strahl —’ linfs von (P — M) 
gegzogen, ber mit (P— M) denfelben Winkel bilvet, wie a’, fo dag 
/ APM =/ BPM iſt, fo ift offenbar PB’ — PA’, Pvt’ = Pr’, 
Es folgt aber aus der gemadten Vorausfegung noch mehr. Iſt 
nämlich /“ APM=/ APM, /BPM=/ BPM unr alfo PA 
- Pde’ = P&- PA’ und PB- Prd’ = Pus - PB’, und bedentt man, dag 
aud PA-PA —PB-Piw, PA’: P&’ = PB’: Pw’ ijt; fo erbatt 
man, wenn man diefe beiden legten Gleichungen mit einander multi- 
plicirtt: PA - PA’. P&- PA’ = PB- Pw’. Pib- PB. Nach der ers 
ften ift aber P&-PA’ = PA-P&, nach ber zweiten Pvt - PB 
= PB- Ped’, Man fann alfo aud ſchreiben: Es ift (PA - P&’)? 
== (PB- Pvs’)3, alfo PA. PA’ = PB-Pw. Man bat alfo PA 
- Poe’ = P& - PA’= PB- Pt’ = Pvs- PB. Man erhalt alfo den 


22. Lebrfag. Hat ein Punkt P in der Ebene zweier 
Kreiſe K, K’ bite Cigenfdaft, dag, wenn man von ifm ang 
Sehnen oder Gecanten burch beide Rreife zieht, auf je 
zwet folden Strablen a, a's B, PB’ ...., welhe mit den 
nad den Mittelpuntten gehenden Strablen (P—M), (P—M’ 
gleihe Winkel machen, das Produkt aus der Entfernung 
beS Punftes P vom naiberen Punfte A des Strahles a 
ober B .... und von bem entfernteren Punkte w’ hes 
Strabhles a’ gleidh tft bem Produkt ber Entfernung bes 
Punktes P von dem entfernteren Punkt des Strabhles a 
ober B.... und bem ndberen Punkt A’ bes Strables a’ 
ober p’...., fo ift ber Werth des Produltes auf allen 
Strahlen a, B, .... derfelbe, und alfo conftant. €8 ijt 
alfo PA. PA’ — P&- PA’ = PB. Pr’ = Pw - PB’ —.... 
Sig. 165. 


Der Aufgabe uad mug nun die Gleichung PA - Pe’ = P& - PA’ 
aud erfiillt fein, wenn man in K, K’ von P aus zwei Strablen 
jiebt, die mit (P—M), (P— M) ben gletchen Winkel O° bilden; es 
mug alfo auc auf den Strahlen (P —M), (P —M’), welche die „Cen⸗ 
traljtrablen” heißen follen, die Gleichung ftattfinden: PC -Pe = Pe 
-PC’. Und umgefehrt, findet fir einen Punkt P auf ven Central- 
ftrablen dieſe Gleidung PC. Pe’ = Pe. PC’ ftatt, fo ift auc, wenn 
man von P irgend gwet beliebige Strablen a, a’ gieht, bie mit den 
Centralftrablen gleiche Winkel bilden, allemal auf folden Strahlen 
PA-P&’=— P&-PA’ Denn aus der Gleichung PC- Pe’ — Pe 
- PC’ folgt ſogleich, went man den Halbmeffer des Kreifes K mit R, 
ben von K’ mit BR’ bezeichnet: 
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PC - (PC + 2B) = (PC + 2R)- PC’ 


oder: R-PC = R-PC 

ober: PC:R =PC:F 

ober: PC+R:R =PC+R:F 

alfo: PM:R =PM:F 

ober: PM:PM = R:R. a) 


Rieht man nun zwei beliebige Strablen a, a’ fo, bag /“ APM 
= / A’PM iſt, und bann bie Radien MA, MA’; fo ift alfo, ba 
MA=R, MWA’=Pf’ iſt: 
PM: MA = PM: MA’; ; 
ferner ijt “ APM = / A’PM’. G8 find alfo in den beiden Dreieden 
APM, A’PM’ zwei Seiten proportionirt und ein nicht von ifnen eine 
gefdloffener, ben Seiten MA, M’A’ gegeniiberliegender Winkel gleicd; 
bie ber Seite PM, PM’ gegeniiberliegenden Winkel miiffen nun zu— 
gleich ftumpf fein, wenn A, und A’ die dem Punkt P näheren Puntte 
auf a, a’ find, alfo iff AV.APM~/A APM’. Alſo verhalt fid PA 
:MA == PA’: M’A’ ober PA: PA’ = MA: M’A’. Gbenfo ijt A %&PM 
w f\ PM’ und es verbilt fic) PA: PA’ — M&: M.v. Da nun 
MA: M's’ = MA: M’A’ ift, fo bat man: PA: PA’ = Pot: Pb’, ober 
PA + PA’ = P-PA’. Es fommt alfo die Aufgabe darauf hinaus, 
ben geometriſchen Ort derjenigen Punkte P zu fuchen, deren Entfers 
nungen von M und M’ fich verbalten wie bie Radien R: R’. 
Bunidft erbellt, bag die ben gefuchten geometrifcden Ort dar- 
jtellende Curve burch bie Aehnlidfeitscentra &, L’ von K, K’ geben 
mug. Denn find, Fig. 162. MA, M’A’ ein Baar paralleler Radien, 
fo bag alfo nach Lehrſatz 2. (A—A’) burch 2 geht, fo verbalt ſich 
Mz: M’> = MA:M’A’, alfo M>:ME—R:R, und ebenſo Mz’ 
:M’s’=RBR:R. Es find alfo jedenfalls bie Wehnlichfeitscentra 2, 2’ 
Punkte bes gefuchten geometrifden Orts. Bieht man nun, Fig. 166. 
vor P nach Z und 2’ die Geraden (P— Zz), (P—Z’), fo ijt, weil 
nad Lehrſatz 6. die Strede MM’ von ¥, 2’ harmonifdh getheilt wird, 
Strablbifdel P,(P —M)(P— 2’) (P— M’) (P— Z) harmoniſch. Fallt 
man mim von 2 auf den Strahl (P- M) und (P—M) die Lothe, 
bezfiglid) (= — N) (2 —N’) und von P auf (M-M’) bas Loth (P—I), 
und wenbet auf bie Dreiede MP2, MP2’ ben befannten Gag an, 
dag fic die Seiten eines Dreiedes umgekehrt, wie die zugehörigen 
Hihenperpendifel verbhalten, fo bat man 
2M 7 YN’ YM’ 
bividirt man die Gleichung links durch die rechts ftehenbde, fo ergiebt fid: 


ES — — — N 
0 — 


Da nun der Vorausſetzung nach ae = ba und, wie eben gezeigt 
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wurde, —— Rift, fo hat man auf der [infen Geite ber legten 
Gleidhung den Werth 1; e8 ift alfo: 
LN = 2N’; 


alfo ijt A\NP2’S ANPY’, folglid /“ 2’7PN = / YPN’ oder 
[ VPM =/7 2PM’. 

Es halbirt alfo ber Strahl (P — 2’) ben von den beiden Strahlen 
(P-M), -AM) gebildeten Winkel. Folglich fteht nad) § 1. Lehr⸗ 
jag 27. der ihm gugeordnete harmoniſche Strahl (P — 2) anf (P— =’) 
ſenkrecht. Es bildet alfo jeder Punft P ber gefuchten Curve den 
Seheitel eines rechten Winkels, deffen Schenkel durch S und 2’ geben, 
b. b. jeder Punkt P liegt auf der Peripherie eines Sreifes, ver die 
Strede TX’ zum Durchmeſſer hat. 


Stellen wir nun bie der Erfldrung 20. analoge Definition anf: 

23. Erklärung. Liegen zwei Kreife K, K’ und ein 
Punkt P in dberfelben Ebene, und hat legterer die Eigen— 
—— daß, wenn man von thm aus bie Strahlen a, a’; 

B, &; .... unter gleihen Winkeln gu den Centralftrablen 
e M), (P—M’) 3 ſeht, PA. PA’ = P&.PA’ = PB.- Pit’ = Pw 

PB’ — .... ift, fo heißt der conftante Werth des Punktes 
PA; PA’ = P&- PA’ = PB. Pr’ = Prd. PB’ — .... das „Po⸗ 
tenzial dev Kreiſe K, K’ fiir den Punkt P’”. 

Der Punkt P heißt ein „Potenzialpunkt der Kreife K, KH’. 
Sig. 165. 

Wir tdnnen demnach jetzt fagen: 

24. Lehrſatz. Der geometrifde Ort aller anes ; 
punfte P zweier Kreiſe K, K’, ift ein Rrets, ber durd bie 
beibden Uchnlidteitscentra 5, * berfelben geht, und bie 
Strede TD’ gum Durdmeffer hat. Fig. 165. 


Und analog der Erklärung 15. fagen wir: 


25. Erklärung. Der burd die Wehnlidleitscentra 
zr, DY gehende Kreis, ber den geometrifden Ort fiir die 
Potenzialpuntte der Kreife K, K’ bildet, heißt: ,,der Poten⸗ 
gtalfreis ber beiden Kreiſe K, K a, Sig. 165. . 


Man bemerft fogleid), daß der Lehrſatz — nur ein ſpecieller 
Fall von Lehrſatz 22. ijt, indem, wenn man =, L’ fiir P fegt, die 
Strablen a und a’; ; B und & 3ufammenfallen, bei =, wenn man fie 
auf bderfelbeu, bei >, wenn man fie auf verfcbiedenen Seiten der 
Gentralftrablen (P — M), (P— M)) gegogen at. 

Da ver Potengzialfreis, der im Folgenden ftets burd 9 bezeichn et 
werden foll, bie Eigenſchaft hat, daß das Produkt aus der Entfernung 
eines jeden feiner Punkte P je vom näheren Durchſchnittspunkt mit 
K und vom entfernteren Durchfchuittépuntt von K’ gleid) fein fol bem 
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Produkt der Entfernungen vom entfernteren Durchſchnittspunkt mit K 
und vom naberen Durchſchnittspunkt mit K’, alfo PA- PA Pr - PA’, 
jo folgt, daß der Potenzialkreis feinen ver beiden Rreife K, K’ fdnei- 
den fann, ohne anch ben andern gu. ſchneiden. Denn gefest I fchnitte 
K in @, und @ ware nicht gugleich der Durchſchnittspunkt von oC mit 
K’, fo giehe man von & irgend einen den Kreis K fcjneidenden Strahl x. 
Der eine Durchſchnittspunkt A mit K fallt dann nach &, der ents 
ferntere beige R.. Man ziehe dann einen Strahl a’, ber mit (@-M) 
denfelben Winkel macht, wie a mit (€-- M); fo ſchneidet berfelbe den 
Kreis K’ in zwei Punften A’,, &’, (wenn er ihn überhaupt ſchneidet; 
gefdieht dieg nicht, fo fann obnehin & fein Potenzialpunkt fein). Es 
müßte alfo fein PA,-Pr’, = Pe,-PA’,, Da mun aber A, mit 
@ zuſammenfällt, bieg aber der Vorausſetzung nach weber mit A’,, 
noch mit &’, der Fall ift, fo miigte, da A, = O ift, O— Pd, PA’, 
fein, was unmöglich iſt. Man ſieht alfo: 


26. Lehrſatz. Schneidet der Potenzialkreis zweier 
Kreiſe K, K’ den einen derſelben, fo mug er in demſelben 
Punkte auch den andern fdneiden. 


Man fieht hieraus ſogleich, da, wenn K, K’ ganz aufer eins 
ander liegen, aud) 2, 2’ auferhalb beider liegen, und da ber Voraus⸗ 
fegung nad K und K’ fich nicht fdneiden, dap aud) IC feinen der: 
ſelben ſchneiden kann, alfo den kleineren der beiden Streife K, K’ ganz 
umſchließt. iegt einer ber beiden reife K, K’ ganz innerhalb des 
anteren, fo liege auch fowohl 2, als & innerhalb des feineren, tie 
wir oben faben, es mug daber aud X von dem Eleineren reife gan; 
umfcbloffen werden. iegen K, K’ gum Theil außer⸗, gum Theil 
innerhalb einanber, indem fie fich in M, N fchneiven, fo liegt © angers 
halb K, und außerhalb K’, 2’ aber liegt auf dem beiden Kreiſen ge. 
meinfdaftliden Stiide der Ebene. Es mug alfo OC nothwennig beide 
Streife K, K’ fdbneiden. Dieß fann aber nach Lehrfag 26. nur in den 
gemeinfamen Durchſchnittspunkten M, N gefcbehen. Und in der Bhat 
überzeugt man fic) fofort direft, bag M, N Potengialpuntte fein miiffen, 
und daß ihr Potenzial den Werth O hat. 

Es fet nun P ein Potenzialpuntt, alfo ein Punkt der Peripherie 
nes Kreiſes MH. Wir fuchen feine Polare fiir die Kreiſe K und K’ 
und nennen -ben Durchſchnittspunkt der erfteren mit dem Centralftrabl 
(P —M), den Durchſchnittspunkt der legteren mit (P — M’) bezüglich 
Q, Q’, und fuchen den geometvifchen Ort diefer beiden Punkte Q, Q’, 
jragen alfo, welche Linie befcreibt ber Bunft Q und Q’, wenn wir 
fir P fucceffive alle Punfte des Umfangs von 2 annehmen, oder, 
wenn wir P anf bem Umfange von I fich fortbemegen laſſen. Zu 
bem Swede ziehen wir durd den Mittelpunkt M von K eine Gerare, 
vie den Potengialfreis XK in gwet Punkten P,, P. Fig. 166. ſchneidet, 
fo fliegen anf (P, — P,—M) ober c bie beiden Buntte Q,, Q,, deren 
einer ber Durchſchnittspunkt biefer Geraden mit der Polaren von P,, 
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beren andever. der Durchſchnittspunkt mit ber Polaren von P, ijt. Es 
ijt alfo fowohl Punktreihe c, P,CQ,©, als c, P,CQ,¢ barmonifch. 
Gs wird alfo die Strecke P Q, und P,Q, ott C, © harmoniſch 
getheilt. Da ferner M in ber Mitte von CC liegt, fo tt aud 
Punftreibe c,oo CMS harmonifh. Es iſt alfo nad § 4. Lehrfag 17. 
Pinttreihe c,oP CQ, MQ.CP,, eine entgegengelett verlaufende in- 
volutoriſche mit ben ' Gauptpuntten C, oder es iſt Punftrceigfe 
c,oP,CQ,MQ,©P, a ¢,MQ,CP, — ,-Q,. Es find alſo M unr 
der anent (id) entfernte — entfpredenve Punkte der auf c veretnig- 
ter Punktreihen, d. h. M ift ver Centralpuntt der Qnvolution. Alſo 
iſt nad) § 4. Lehrſatz 7. MP, -MQ, = MP, Mq = MC?= Me? 
=R?. Es ift daber: 


R?2 
MQ, = te ; MQ,= = MP,’ 


affo Q,Q.= MQ, + MQ, = * a R2; 


ober: Q,2,= — — Re 

Errichtet man in der Mitte X von Q, Qa ein. oe anf (Q,—Q.,) 
oder (P,—P,) und fucht den Durchfenittepuutt N veffelben mit 
(M — 1’, fo ergiebt fich gunadjt, wenn man den Mittelpunkt tes 
Potenzialkreiſes durch M, feinen Halbmeffer durch R bezeichnet, und 
MY P,P, zieht, ba dann ON — Y) IGX-X) ijt: 


MX : MN = MY: MN. 


Nin tft MX = $,0,— MQ, = 4:5" es 5 eee 


R? MY : 
= (P,P, — MP.) iip,-P, — up,-mp, ‘273 
affo it: MN = eae - Re. 





Nun ijt NX2— MN? + MX? — 
OILY 2 
= inp a py * BY 
LY 


alfo NX = MP,- MP, - R2. 


Run ift NQ2— NX?+(4Q,Q1)?=[WY2+4P,P,) "eee 
_ R«.A2 2 
~~ MP?- MP2" 

Genan derfelbe Werth ergiebt fid) ebenfo fiir NQ.2. Man erhalt alfo: 

R?-KR 
NQ, = NQ,= MP,- MP,’ 


Nun ijt, da P,P, und or Ge nen bes Kreifes X find, di M 
ſchneiden, MP, MP, == M — ————— 


ET ME? 5° (Mol? + MY?) 
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Da nun D und L’ bie Achnlicdhfeitscentra find, und, wenn MA, M’A’, 
Jig. 162., ein Paar paralleler Radien in K und K’ find, nach Lebr- 
fag 2., (A—A’) durch Z ober 2 geht, fo bat man: 


Mz:Mz = MA:MA’ 
eter: M::M’z> = R:R, 
ober: Mz :M5+ MM = R: R; 
over: - Mz : MM’ = R: R—R; 
, li / 
alfo ift: M2 =p MM; 
und Mz = —* n° MM; 
jerner ijt ebenfo M>’: M’>’ =R:R 
oder: M> : MM’—M>’ = R: FR 
alfo: Mz’: MM’ —-R:R-+R; 
: ’ R ’ 
’ R’ , 
und M’> — ie’ Tk : MM. 
Mian hat alfo: 
R , , R / 
Mz MAM; Mz = rain’ MM; +) 
7 R’ 7 lel R’ / 
Mz =,,—,: MM; Ms —~R ER MM 


Da zugleich OM in der Mitte ber Streden LV’ liegt, fo iff ferner 
dig. 166. 
Mor = 4(Mz + M2’) — Mz’ = 4(Mz — M2), 


") 
a 3 


oder: MOL = 55 - MM; 
2 cd 
fener: 9 R= Ms—Mol= "MW — oY MM 
RR’ — 
oder: R = pa: MM. Tt) 


Vermöge ver Werthe von Mow, A, und MZ, Mz’, hat man nun, 
wen man fid) erinnert, bag MP,-MP,— M2. M2’ ijt; daß alfo: 


MP,- MP, = 5" 57° MM? 





ift: MN = gaya: MM’- — 
oder: MN = ay i 

und NQ, =NQ. = B22 eu. 2 ea 
oder NQ, =NQ,= — 
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Man bemerft fofort aus ber Gleichung MN =<, pag ber Werth 
von MN ein von ber Lage bes Punftes P, oder P, anf bem Um- 
fange von OX vallig unabbangiger ift, und aus der Gleichung NQ, 
=NQ,= a, bak ein Gleiches von bem Werthe NQ, oder NQ, 
gilt, ber ebenfalls von der Lage der Punkte P,, P, gar nicht abbangt. 
Es folgt hieraus fogleidh, bak der geometriſche Ort der Punkte Q,, 
Q, ein Kreis k ift, deffen Mittelpunkt in N fic) befintct, und deſſen 
Halbmeffer die Lange a hat. Grmittelt man cbenfo, wie beim 
Kreiſe K gefchehen ift, auch fiir K’ bie Werthe von Mo, MP, 
-MP.,, fo ergiebt fich, wenn man den Durchſchnittspunkt der Polaren 
von P,, P, mit (P,— P,—M’ ober c’ durch Q’,, Q’, bezeichnet, 


M M’M? 
RR 

+i\h Uy 
NQ’,=N'Q,= 5. 


G8 ift alfo aud) die Stree M’N’ conftant, und Q’,, Q’, liegen auf 
der Peripherie eines Kreifes k’ mit dem Deittelpunfte N’. Bezeichnen 
wir bie Stree MM’ fur; durch e, fo ift alfo: 


, *') 
NQ,=NQ,= i N'Q’", = N'Q),.= =. 


e 
Da alfo NQ, = NQ, = NQ’, = N’'Q, ijt, fo bat man fofort ben 


27. Lehrſatz. Läßt man einen Punkt P auf der Peri- 
pherie bes gwet Kreiſen K, K’ gugebirigen Potengial- 
freifes XC fid fortbewegen, und fudt immer den Durch— 
ſchnittspunkt Q, Q’ feiner Polaren fiir diefe Kreiſe K, K’ 
mit den Gentralftrahlen (P—M), (P—M) over c, c, fo be— 
wegen fid aud Q und Q’ je auf der Peripbherie eines 
Kreifes k, k’.. 


Unb gwar ift bie Entfernung MN, MN’ der Mittel- 
punfte N, N’ diefer Sreife k, k’ von den Mittelpuntten 
M, M’ ber Streife K, K’ je gleih der mittleren Proportio— 


nafe =, — zwiſchen der Centraldiſtanz e der beiden 
Kreiſe K, K’ und dem jedesmaligen Halbmeſſer R, R. 
Die Halbmeffer der Kreife k, k’ find gleid) grog, und 
‘gar ift jeder gletdh der vierten Proportionale ber Cen— 
traldiſtanz e, dem Radius R des Kreifes K unb bem Rae 


bing R’ des Sreifes K’. Fig. 166. 
Man hat ferner MF’ — ce + RB; MNV=—e—R’; MF=—e 


> 
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—R;MF=e+R. emer iftNF=MN}R=++4R=—2% 
(e+ R); N¥=R—MN=R—~ = —(e-—R); NS’= MN’ 
+R="4R=24R); NP=R—WW=R = 
=~ (e—R’). Man hat alfo: 

MS’: N's’ — ME’: NF’; (= 1:2); 


€ 
MF:NF =M%9:N¢; (=1:4), 
Man erhalt alfo ben: 


28.. Lehrſatz. Die Strede MN’ vom Mittelpuntt M 
bes Kreifes K bis gum Mittelpunft N’ des Rreifes k’ 
wird burd bie Durdhfdnittspuntte FY, F des RKreifes K’ 
mit ber Gentrallinie (M—M); die Strede MN vom Mit— 
telpunkt M’ des Rreifes K’ bis gum Mittelpuntt N bes 
Kreiſes k wird dburdh bie Durchſchnittspunkte F, F% ves 
Kreiſes K mit ber Gentrallinte (M-—M) barmonifd ge- 
theilt. Gig. 166. 


Hieraus folgt ſogleich weiter: 

29. Lehrſatz. Der Mittelpunkt N’ liegt im Durch— 
fgnittspuntt der Centrallinie (M—M’) mit der Polaren 
bes Mittelpunftes M von K fiiy den Kreis K; ber Mittel- 
punft N liegt im Durdhfanittspuntt der Centrallinie 
(J-M) mit ber Polaren des Mittelpunftes M’ von K’ 
fir ven Rrets K. Fig. 166. 

Es ijt baher leicht, mittelft der Anfldfung der Aufgabe 3. links in 
§ 14. die Bunfte N, N’ gu finden. 

Wir fahen ferner in Lehrſatz 9. mit Rückſicht auf die Erflarung 15., 
bag die Potenzlinie o ver Rreife K, K’ fenkrecht auf der Centrallinie 
(M— M’) jteht, und die von den Polaren eines Aehulichfeitscentrums 
abgefchnittene Strede halbirt. Bezeichnen wir nun ben Durchſchnitts⸗ 
punft ber Polaren von L’ fiir den Kreis K mit (M—M’) durch 8, 
fir K’ mit 8’, Fig. 167., den Durchſchnittspunkt der PBolaren von x 
fir ben Kreis K’ mit (M— M’) durch 8’, der Bolaren von =F fair K 
mit (M — M’) durch S, fo verbalt fich alfo: 

LF :8F = Ys:8F; LE: 8h = zs’: 8, 
oder, nad +), wo alfo M&M’ jegt mit e bezeichnet wird, 
Re - Re : 
Wir + R: M8 +R —7 — RB: R—MS; 


R’e ’ 7 Rie _ ‘ware! ’. 
und Pie BR: R — M8 = RMSA R; 
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ober: wee te: _ ~~’. _.R—M&8+R:R—MS; 








R +R 
R’e /, R’e —V ree, Meg⸗ 
und rar — Pi: R- R — M’S’ : M'S +H; 
Re Re ; . 
alfo: 2 OR e Pa R= 2k: R— M8; 
ump —*¢ _pRrig_e — Ri —M':2R’; 
; R'+R "“ R+R — 
oder 
R:R—MS = — ie Ta Ri WS Ree fe Ss 
. — R+-R’ RR ’ oe" RR “R'+ KR? 
ober 
¢ . 4. 
Ri M8S= aR! 1; M’S >Re 1: opi 
folglich Ms — ET DR, M's OTR, 
__ BR , BR, jae RP RR. 
ober;  M8= —-+ —; Ms =--+4+—; 


b. h., da nach *) a = MN, — = MN’; — der Radius der Kreiſe 
kuund k’ ift: bie Polaren von 2 gehen durch denſelben Punkt von 
(M-—M’), in weldem bie Rreife k und k’ biefelbe ſchneiden. Cin 
Gleiches läßt fich ebenfo von der Polaren bes anderen Achnlichfeits- 
centrums Z jelgen. Man fieht alfo: : 


30. Lebrfag. Die Polaren der Aehnlidleitscentra 
x, 2 fiir die reife K, K’ fdneiden die Centrallinie (M— M’) 
in benfelben Bunften, begiglid S, S; 8, 8, in denen dies 
felbe von ben Kreiſen k, k gefdnitten wird. Fig. 167. 


Nach Lehrfak 9. alfo halbirt vie Potenglinie d ber reife K, K’ 
die Strede SS’, fowie 83’, Fig. 167., da die Polare p, p’ bie (M—M’) 
bezüglich in 8, 8’; bie Polare p, p bie (M—M’) in S, S ſchneidet. 
Es iſt alfo, wenn wir den Hurchfdmittspuntt ver Geraben o. mit 
(M-M’) vurdh D bezeichnen: SD = 8D; SD=SD. Da aber 


aud N& = N’ ‘=NS=No = Eh ift, fo mug alfo aud) ND 
= ND fein. Man erhalt alfo den 


31. Lebrfag. Die Potenglinie o der Rreife K, KB’ 
balbirt die Centraldiftang NN’ dev Kreife k, k’, und ftebt 
auf ihr fenfredt. ig. 167. 


Da bie beiden Rreife k, k’ gleide Halbmeffer haben, alfo con. 
gruent find, fo mug bas äußere Aehnlichfettscentrum derfelben im Un- 
endlichen liegen, und alfo feine Polare durd bie Mittelpunkte N, N’ 
von k, k’ gehen, und ſenkrecht auf (N—N’) ober (M— M’) fteben. 
Nach Lehrfasy 9. aber muß die Potenglinie von k, k’ die Strede, vie 
bon den Durchſchnittspunkten der Polaren eines Aehnlichkeitscentrums 
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mit ber Centrallinie auf dtefer abgefdnitten wird, halbiren. Es muf 
alfo bie Potenglinte von k, k’ bie Strecfen NN’ balbiren und anf 
(N-N’) fenfrecht ſtehen. Dieß thut aber, wie wir faben, beides die 
Potenglinie « von K, K’. A) G8 ift alfo o zugleich die Pos 
tenglinie von k, kK’ Suchen wir ferner die Potenglinie vom Kreis- 
paar K und OX, fo mug aud fie bie Stree gwifden den Durchſchnitts⸗ 
puntten der Polaren eines Wehnlicdfeitscentrums halbiren. Das noch 
unbefannte äußere Webhulichfeitecentrum von K, X heife x, das innere 
z',, ber Durchſchnittspunkt der Polaren von =F, fiir K mit (Mon) 
beige S,, fiir OC: S8’,, die Centraldiſtanz Mow heiße ©, fo muß fich 


alfo verbalten: ; 
> 3: 5,9 = 2.) S,F 














ober: R—Mz,:8S,f=R+Mz,:8,F. 
Nad F) ift aber, indem wir K fiir R’, MOW over o fiir MM’ fegen: 
R 
Mz, ign e; 
alſo muß ſein: 
R— Ke sé — Re SF 
R—kR'-! = R—R'-! 
Re Re 
oder: R—,—,;:MS,—R=R+G R MS,+ R, 
woraus folgt: MS, = — 
Nun war nach +h) A = —— 
alſo: fer 
und ferner ift MOW == ¢ = 4(M>— MZ’) = — 
felglich MS, = (R’e = 2 2 - tua x — Ra, 
alſo: Ee — 
R— x + a. = = N’E’ 4 MN; 
felglich iſt NS, = N'F’. 


Deßgleichen mug fich verhalten: 
22:8 Y= z7:8',2z 
ober: AR —MZ,:8' 2’ = AK+ MT,:8', =z 


Nad +) ift aber Mz, — rae 


ee ae 

Re 
alfo i — a. 3S! 
fo ift R —: 1* = — :8',2 
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Re F Re ; ; 
ober: A —5-— MS, —A SA + BOs, + RK; 
R--RKR)RK 
folglich: NS’, = (K ae 
RR’ R? 
Es ift aber R=T Rs! = ee 
KR RFR 
alfo: oR? 
,  (A-—R)R’ 
alfo: NS, —. 
Ferner ift MS’, = Mon = Ny’, ;5W 
und Moll = 4(M’> — MD’) + M2’ 
‘R’? 
= 4(M’2 + M’2’) = CE 
: R’2¢ R --R)R’ 
alfo: 1S )R’ 
R'ↄo We- R+R2 py, 
: —R?_—RF R2—RP OY? 
ober M's’, = R’ = ME’. 


Gs geht alfo die Polare bes Guferen Centrums 2, fiir ven 
Kreis HX durch den Bunkt F'. Es folgt weiter aus der letzten Gleichung: 
NS’, =N’F. 

Es liegt alfo S, um die Strede NF’ links bon N, und 8S, 
um bie gleiche Strede NE’ rechts von N. Alſo ift ver Mittel— 
puntt D ber Gtrede NN’ jugleic) der Miittelpunft ber Strede S,S’,. 
B) €8 mug alfo die Potenglinie bes Kreispaares K und 
xX ebenfalls gufammenfallen mit ber Potenglinie der 
Kreiſe K, K. 

Suchen wir ferner ote Potenglinie ber Kreife K’ und I, fo haben 
wir zunächſt bie Aehnlichfeitscentra, die, bas äußere burd) 2, dad 
innere burch 2’,, Begeichnet werden mögen, gu beftimmen. Man iber- 
geugt fic bier ebenfo, wie in bem eben behanbdelten Falle, bak, wenn 
ber Durchſchnittspunkt ber Polaren bes inneren Aehnlichfeitecentrums 
y, mit (M—M’) durch S, fiir ben Kreis K’, burd S’, fiir den 
Kreis X bhezeichnet wird, die Gleichungen ftatt haben: 

NS, = NS, 
N’S’, = N&. 

Es mug alfo ber Halbirungspuntt der Strede NN’ jgugleid der 
Halbirungspuntt von SS, fein, oder C) die Potenglinie von 
K, K’ muß zugleich bie Potenglinie von K, X fein. Bue 
gleid) folgt aus ber zweiten Gleichung, dab die Polare des inneren 
Centrums d’, für ben Kreis XH dburd den Bunkt F gebt. 
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Laffen wir vor ber Hand die unter A), B), C) gemadhten Bes 
merfungen weg, fo haben wir zunächſt den 

32. Lehrſatz. Die Polare bes äußeren Aehnlichkeits— 
centrums ber beiden Rreife K, fiir X fdneidet bie Gens 
trallinie (M—M) im Punfte F’ des Rreifes K’.. Die Po- 
fare bes inneren Aehnlichkeitscentrums ber beiden reife 
K’, X fily X ſchneidet die Centrallinie (M — M’) im Punkte 
Foes KRreifes K. Fig. 167. 

Suchen wir ferner bas dugere Uehulichfeitscentrum L, der reife 
a und k’, fo ift nad +), indem wir A fir R, * fix R, Non 
obey Mor — M’N’ fiir MM’ ober e fegen, und bedenfen, daß 





R'R RR’e RR e?— (R'? -— R2) 
ee es Beg ~ (R'9-— Re RR; 
R’2e R’2 e% (R2 R*) 
‘Mi — rel Py ei eg = SOE] 21 
und Mon — MN’ = 25; = (v2 Re R 
ift: RR (R2--R%)e | [e? — (RB? — RRP, 
e [e?—- (R’2—- RX] RR (R?- Re ? 
R’3 
ober : Nr, = — = NW’. 


e 
Es allt alfo 2, nach M’. Ebenſo iberzengt man ſich fogleidh, daß 
bas innere Wehnlichfeitécentrum der beiden reife N und k nah M 
fällt. Man ſieht alfo: 

33. Lehrſatz. Das äußere Aehnlichkeitscentrum der 
beiden Kreiſe N, k’ liegt im Mittelpunkte M’ bes Kreiſes 
K’; pas innere Aehnlichkeitscentrum der beiden Kreiſe 
X, k liegt im Mittelpunkte M bes Kreiſes K. Fig. 167. 


Guchen wir ben Durchſchnittspunkt ver Potenglinie von X und k’, 
fo haben wir den Durchſchnittspunkt S, ber PBolaren von Y, für X 
und den Durchſchnittspunkt S’, der Polaren von LF, für k’ gu fudher. 
Grfterer ergiebt fic) ans ber harmonifden Proportion: 
£2,:22.—=25,:25,; 
oder nach Lehrſatz 33. 2M’: SM’ = AK +4 ILS, : RK -— OIL, ; 
over nad) ¢) R’+R:R’—-R=—A + MS,:A—OMNS,; 


woraus folgt: R: RW =og,:A; 

RR R%e 
alfo: MUS, = fp = RP RT 
Es ift aber te oe MOU 

R2? —~R2 ° 


Gs fallt alfo S, nach M. 
Um S’, gu finden, babe wir . 
25:82, = SN,:8N, 
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ober ba nad Lehrfatz 83. 2, in M’ liegt: 
9 ? RR Cyr 1c R’R 
SM : 38M = <= NS: NS’, + —;3 
R’2 R’R RR’? RR R’R 1 ; WR, 
ober: nat eee + = NB, NS 4+ 3 


e '¢ c 
RR - - RR 
ober: R—R:R+R=--—N ‘NS, + —; 





woraus folgt: NS’, = =. 

Da alfo, wie wir ſahen, S, in M liegt, fo ift NS, —NM—NWN 
+NM=NN +"; alſo ift 9,5, =9',N+NN+NM. Gs 
ift alfo, ba SN’ = NM =~ iſt, der Mittelpuntt von NN’ aud) 


ber von S,8’,; folglih fallt aud D) bie Potenzlinie von I 
und k’ mit o zuſammen. 


Um die Potenglinie der Kreife He und k gu finden, haben wir 
nad Lehrſatz 33. ben Durchſchnittspunkt S, und 8’, der Polaren res 
inneren Webhnlidfeitecentrums M fir ot und kk mit ct - M’) gu ſuchen. 


Man hat daber: 
2M: 2 238.: 258, 
ober nad f) RR: R’—R=OMS, A: MB8. —- A. 


RR Re 
folglich OS, =, - = aso 
; R’2e 
G8 war aber and MOM = jaya 
alfo ijt JUS, = OIL’; 


oder S, liegt in M'. Ferner hat man: 
SM : 8M = 89’,:88’,; 


RR KR? RR Rt? j R’R ’ R’R | 
° ’ ‘ , , R'R j r) RR. 


folglich Ne’, = * 


Cc 
Da nun 5, in M’ liegt, fo ift NS, —NM’ = NN’ + MN’: alfo ift 
S,S',=8'N+NN +4 NM'; and da SN = 2? — NW iſt, fo 


muß der Mittelpunft von NN’ and der vor 5,8’, fein. G6 ift alfo 
E) c aud die Botenglinie von X und k. Zugleich feben wir: 

34, Lehrfag. Die Polare des äußeren Aehnlichkeits— 
Entrums bon X und k’ fiir ſchneidet vie Gentrallinie 
(M - M’) lit Mittelpunfte M bes Rreifes K; die Bolare 
bes inneren Wehnlidkeitscentrums von X und k fiir 9 
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ſchneidet bie Centrallinie (M— M’) im Mittelpuntt M’ des 
Kreifes K. Fig. 167. | 

Um die Potenzlinie des Kreispaares K’ unb k gu finden, fuchen 
wit ihre Aehnlichkeitscentra &,, 2’,. Wir fegen gu bem Bwede in F) 


fiir R und e bezüglich ue und e—~. Dann ift: 


RR’ RR’ 
7 R2\. oo R*) , 
Nz, R’ sie ( =) 5 N2’, Rr RR ( ẽ ) 
— Ce ee — R c?--R? 
ober: NX = -—p ae N22’. == eR ae 
alfo: Nz,=-— (e+ R); pee = -(e—R); 
ober: NE,= R + ~; NY,=R—*; 
orev: NY,— MF + MN; Nz’, = MF — MN. 


Gs fallt alfo D, nach F; 2’, nad F; und chenfo überzeugt man 
ſich, daß bas äußere Aebnlichfeitscentrum bes Kreispaares K und k’ 
nad §’, das innere nad FY fallt. Man fieht alfo: 

35. Lehrfak. Die Kreife K und K’ find begiglid fir 
bie Kreigpaare K’ und k; K und k’ die Potengzialfreife. 
ig. 16%. 

Der Durchſchnittspunkt S, der Polaren von F, ober F im 
Paare K’ und k fiir K’ beftimmt fic aus der Gleichung: 

FF : SF = FS,:8',; 
ober; e—R’+R:e4+R+R=—R—MS,:R'4+ MS,, 
woraus fic) ergiebt: MS ,;= ae 
Um ben Durchſchnittspunkt S', ber Polaren von F fiir k ju finden, 





bat man: 
Sk :38F = 898’, : 88’, 
ober: 
RRR?) RR, RF) RR ay =, RR’ F 
R— (= — =): B+ (4 FT) = St NS: 
; , KR RRR?  R 
alſo: J oe een 


PONG ' R’ R's Rk? R , 
M'N MS,=->— oR > e e+R? 
m RF R 
ober: N err - 


ry 
7 h 


Gs fiegt alfo S, wm dieſelbe Strecke ee AF links ven N’, als 
S’, rechts oon N; alſo iſt ber Halbirungspunkt oon NN’ zugleich ver 
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von S,S’,, oder F) bite Botenglinie von K, K’ ift zugleich 
die Botenglinte von K’, k. 
Suchen wir ferner bie Durchſchnittspunkte S,, 8’, ver Polaren 
für K und k’ für dad Centrum #? nach. Lehrfag 35., fo haben wir: 
$F': FF’ — ,: FS, 
ober e+ R’—R:e+R 4+ R=R—MS,:F + MS,. 


alfo: MS, = 93 
fodann S'F’: 8'F' — 8’, : S'S’; 
ober: | 
, , RB? RR’ ap, , RB? | RR’ RR’ » , RR’ 
eg ee ae eg re eg ee 
BE 
alſo: NS’, = oe e ec e+R” 


Aus bem Werthe von MS, folgt nun: 
R? R? R2 RR 
MN — MS, = * san = 3s ee 

G8 liegt alfo S, ebenfo weit von N redhts, alé S’, von N’ linfs; 
daher wird bie Strede S,S’, zugleich durch den Mittelpunte pon 
NN’ balbirt und G) bie "Botenglinie von K, K’ ift zugleich 
pie von K, k’. 

Um die Potenglinie des Kreispaares K, k ju — haben wir 
erſt eins ihrer Aehnlichkeitscentra, 3. B. das äußere, D,, zu ſuchen. 


Man hat nun nach F) 
RR’ 








e 
Um mm den Durchſchnittspunkt S, ber Polaren von EF, für K ju 
finden, bat man die Proportion. 


$27: FEU,= I8,:FS,, 
ober: R—-— ;:R4+—_, =MS,—R: MS,+ R 


alfo: MS, =e— R’. 
G8 fiegt alfo S, in FE’. 
Ferner um 's', ju finben, bat man: 
$z,: Sz, — 88’, : SS’, 








oper: 

RR’ R' Raæ RR’ Ro OR? RR arg: RR, 
eo 62 e 6 e rR et ea a 
folglich: Ng, = R-E. 
&3 ijt alfo: NV’, — NF. 


Da nun S, fic in FE’ befindet, fo liegt S, um diefelbe Strede N’F’ 
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rechts von N’ als 8’, fink’ von N. Es wird alfo 8,8’, durch den 
Mittelpunkt von NN’ halbirt oper H) die Potenzlinie von K, k 
fällt mit ber von K, K’ gufammen. 

G8 fei endlich Z, das dugere Webnlichfeitscentrum von K’, k’, 
jo ift nach P). 


R’ R’2 R’3 e R’2 R R’? 
; — =e @ = —? ⸗ — — — —— — © —N 2 — — — 6 — « 
M’>,= pen eet oma} NR gs pars = RS 


felglid Hat man fiir ben Durchſchnittspunkt S, der Bolaren von L, 
fiir K’: 


FE, :9'5,—= FS,:958,; 
’ It’? , R? , ,. , 
ober: Rak + — y= MS,—P:MS,+ R 
alfo: M'S, =e —R. 
Es liegt alfo S, in &. 
Für den Durchfcnittspuntt S’, der Polaren von Z, fiir k’ hat man: 
§2,:S', = 88',:S89',; 





ober: 

RR’ R R? RR R R’3 Tat) RR’ . / RR’ i 
Se ee a ee 

alfo: ns, = © a =) 

folglich ift N’S’, = NV. 


Da nm S, in F liegt, fo liegt S, um diefelbe Strede NF links 
von N, als S’, rechts von N’. Es wird alfo S,S’, durch den 
Mittelpunft von NN’ balbirt, oder J) die Potenzlinie von K’, k’ 
fällt mit ber von K, K’ zufammen. 

Wir ſahen nun vorbin, dak die Polare des äußeren Aehnlichfeits- 
centrums der Rreife K, k fiir K burch FY ging, ebenfo (apt fic zeigen, 
pag die Bolare des inneren Aehnlichfeitscentrums derfelben zwei SKreife 
fir K burch F’ geht. Ferner faben wir, dag die Polare des äußeren 
Aehnlichkeitscentrums der Kreiſe K’, k’ für K’ burch F geht, und ganz 
auf gleiche Weife findet fic), daß bie Polare ihres inneren Aehnlich— 
keitscentrums fiir K’ burd F geht. Man fieht alfo: 

36. Lehrſatz. In bem Kreispaare K, k gehen bie Po- 
laren ber beiden Achnlidfeitscentren fir K bdurd dte 
Durchſchnittspunkte F’ F’ des Kreifes K’ mit ber Central 
finite (M—-M’). Sn dem Sreispaare K, k’ gehen die Po- 
faren ber beiden Aehnlichkeitscentren fiir K’ durch die 
Durchſchnittspunkte F, F des Kreifes K mit der Central- 
linte (M—M’). Gig. 167. 
Serner fafjen wir bie Sage A) bis J) gufammen in den merfwiirdigen: 

37. Lehrſatz. Die zehn Kreispaare: K und K; k und k’; 
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K und AX; K’ und Xt; k und X; k’ und X; K und k; Rund k’ 
K’ und k; K’ und k’ baben alle eine und diefelbe Potenz— 
finte co. 

Diefe fteht fenfredht anf der gemeinſchaftlichen Cen- 
trallinie (M—-M’) und balbirt bie Centraldiftans; NN’ ver 
beiden gleich grogen Kreiſe k und K. Fig. 167. 

Sodann ergeben fic) nocd mehrere harmoniſche Punktreihen, auger 
. ber in Lehrſatz 28. erwähnten, auf (M-M’). Iſt nämlich H ter 
Mittelpuntt ver Centraldijtang MM’ der Recife K und K’ und bes 


foreibt man mit HM = HM’= > einen Kreis, ber ben Potenzial- 


kreis H in J,, J, ſchneidet, und zieht die diefem nenen und dem Po- 
tenzialfreis gemeinſchaftliche Sehne (J,—J.), welche die Centraflinie 
(M - MA) in D, febneidet, fo hat man: 

D JP + HD 2 = AR}; 


DJ?+ HDe=<; 


folglich: ILD ?— HD? = gif; 

oder: (WM’ — MD, )?—[~ —(e—MD,)|*=a2—2; 
: ; 3 c? 

ober: (OW — M'D,)?— (MD, —$) =a2—£. 


Führt man die Ouadrirungen aus, und fest fiir OM’ feinen bei 
Unterfuchung der Potenzlinie bes Kreispaares K und I gefundenen 


Werth — ſo ergiebt ſich: 


2R’2 ; R 2e2 3 
e (1 — esa) MD, = (wi gaya (R?— R’*) 
ober: e (R’2 ++ R?) MD, = R’e?; 
R'3 
alfo: MD, =P"; 
, R2 
folglich: MD, = — 


R’2 R?2 
Es war aber = —_, == UM’; 5 = NM. Man fat daher 


ſogleich die Proportion: 
MD,: MD, = Mol: Mon, 

Es wird alfo bie Strede MM’ durch D, und SL harmonifd getheilt. 
Mian fieht alfo, wenn man bedenft, daß (J, — J,) die Botenglinie ver 
Kreiſe HR und bes von H mit — befehriebenen iſt. 

88. Lebrfag. Der Mittelpuntt Oe des Potenzial— 
Treifes XC ijt fir X ber Pol der Potenglinie (J,—J,) vee 
Kreifes X und des von H mit — befdriebenen Kretfes. 
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Ferner ift: ‘ 
Re R%e R’ + RRe . 
2D,=2M+ MD,= poy + Rape WOR RIP RY? 
Re R2e R— R RR’c 
2D,=2M—MD,= Fig — ea paa— WER RI Re! 
alfo Gat man: : 
2D,:2D, = 


Es ijt aber ferner: 


R'+R_R'—R 
R’—R'R +R‘ 











C . e Re R—R e 
PH={—2»M=$—, 6, = FoR. S, 
: — _R+R_R—R 
alfo: PH: 2H = Stew 


folglich verbalt ſich: 
2D,:2D, = 2H: YH. 

Man erhalt alfo den 

39. Lehrfak. Der Durdhmeffer Lr’ des Potenzial— 
Tretfes X wird von den Punlten D, und H harmoniſch 
getheilt; H ift alfo fir ben von H mit — befdriebenen 
Kreis ber Pol ber Potenzlinie (J,—J,) diefes Kreifes 
und des Rreifes I. 

Nah Lehrſatz 33. liegt nun bas äußere Achulichfeitscentrum =f, 
des Kreispaares XX und k’ in M, das innere Aehnlichfeitecentrum ~’, 


bes Kreispaares X und k in M’. 8 ift alfo, wenn 2’, bas innere 
Aehnlichleitscentrum von X, k’; F, das dufere von IX, k ift, 





RR RR’ 
2, N’ = —_.;-0N’; N= — MN; 
RR’ ? 4 RR’ ? 
RK + —* A — — 
ober: | 
RR’ RR’ RR’ RR’. 


UN’: 2',N’ = & + — :-—; WN: E,N = R——: —; 
ober: 
RR’ RR’ 
UN: R$ — == E,0 : R; HUN: R——— = EN: K; 
woraus burd Udbition und Subtraction folgt: 
RR’ RR’ 
BSR 4+ — = Fy R; 2S: R——— = 2,F: A; 
RR’ RR’ 
VSR 4+ — SHV wih; BSE:R——— = BBA; 
alfo ift: 28’: 2',5 = 28’: 2,2’; IS: 2,y = Yb: 2,r. 
Nun ift 
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2S’ = a+ oem’— (R°— 88); xg — a4 nm — (PP ®). 


¢€ 





e ec 
R’2 R? 
Nun war MM — R? 53 MM — aT 
RR’ R’ R 

und R= —-—., alfo NM’ = —-A; HM = 83 
folglich 

R R R R +R R. 
28 — a ° R — (R’—R) — 28 — — e R — (R’—R) — 
ober vermöge des Werthes von K: 

Re R’. Re R 

28 Sag ee) 28 (R’— R) — 
Ferner iſt: 
2/3’ = 28’ 2a — 2; 2's = 2n 218 —2*; 


alfo: 

R’e R’ Re 
BS ae R +R) S| B= eye +R) A: 
Vermöge der Proportionen: 

2S’: B42 = ws’: 8 = 28 2 TD 
oper Yh 2 4k’=— IN’: 8’; LT: Td’ = 28: 58; 
hat man alfo, indem man beibe yu ciner vereinigt: 

>. >. 2S. SS. 


— — 


ED’ y's Ss? 

Ve Ee _ ts’ 2's’ 

y > 2S SS SS 

Aus den Werthen von LS’, TS, 23’, ]'S fieht man nun ſogleich, daß 
ſich verbalt: 





oper: 


rs RR OS! eR’ 
Zs” RR?’ 38” R? 
es ijt alfo bie zweite Seite ber letzten Doppelproportion — 1, folglich 
aud 2’ ,z ‘ 2,2 — |: 
— 7 


— 
oder es verhält ſich: 
— 
Nach Lehrſatz 6. ijt aber auch: 
M’> : M2’ = Mz: M>’ 
und nad) Lehrjag 33. war M’ bas äußere Aebhnlichteitscentrum ver 
Sreife x, k’; M bas innere Aehnlichkeitscentrum ber reife I, k. 
Wir bezeichnen nun kurz fowohl =F, und =, al8 M’ und M alé ,un- 


gleichnamige Aehnlichkeitscentra“ ber Kreigpaare H, k’ und X, k; und 
fonnen baber fagen: 


. 40. Lebrfag. Die Strede zwiſchen gwei ungleichna— 
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migen Wehnlidleitscentren der zwei Kreispaare Xx, k’ und 
x, k, alfo bie Strede 2,2, und MM, wird von den gwet 
Achnlidfeitscentren 2, 2’ des Rreispaares K, K’ harmos 
nif getheilt. 

Es ift alfo ber Lehrſatz 6. nur ein Theil des hier aufgeftellten 
allgemeineren Gefeges. 

Liegt ingbefondere Fig. 165. von den beiden Streifen K, K’ ber 
eine gang ober theilwetfe außerhalb bes anderen, fo miiffen offenbar 
von jedem Punkt P ves Potenzialfreifes OC beide reife K, K’ unter 
bemfelben Winkel gefehen werden. Henn, wie man fic erinnert, war 
ber Kreis HX ber geometriſche Ort rer Puntte P, welche die Befchaf- 
fengeit haben, bag, wenn man von P eine Gerade a durch K und 
bon P durch K’ eine gweite Gerave a’ fo zieht, daß der vow a’ und 
(P—M’) gebildete Winkel gleich dem von a und (P—M) gebildeten 
Winkel ift, pag alfo dann die Gleichung gilt: PA - PA’ — Pw - PA’, 
Regt man nun von P aus eine Tangente y an K, fo fallen im Bee 
ribrungspunfte DP derfelben die beiden Punfte A und zuſammen; 
es mug alfo, ber Natur des Kreifes OM zufolge, einen von P ausge- 
benden Strahl y’ (in ber Figur geht derfelbe gufallig auch durch 2’) 
geben, ber ben Kreis K’ in zwei ſolchen Punkten I’, I” ſchneidet, bak 
Pr: Pr’ = Pr: Pr’ ift, und dag Y mit (P—M’) benfelben Wintel 
bildet, wie y mit (P—M). Aus Pr- Pr” = Pr- PY” folgt aber 
PIY= PY”. Es mug alfo y’ den Kreis K’ ebenfalls beriihren. Es 
bilden alſo die bon P an K und K’ gezogenen Zangenten y, 0; y, & 
gleiche Winkel / yd = / yo’. Fallen K und K’ nur jum Theil in 
einander, fo läßt fich berfelbe Schluß auf jeden Punkt P bes Poten- 
ztalfreifes anwenbden, ber augerbalb K und K’ liegt. Man fieht alfo: 


41. Lehrſatz. Liegt etner ber Kreiſe K, K’ gang ober 
theif{meife außerhalb des anderen, fo werden bezüßglich 
von jedem ober von jedem auferbalb K unb K’ liegenden 
Punkt des Umfanges des Kreifes HM die beiden Kreife K, 
K’ unter gleiden Winkeln gefebhen. 


Gs feien mm a, 6, Fig. 165., ein Paar von einem Punkte P 
bes Rreifes IC ausgehende Strahlen, und gwar fo, dag 7 ac=— / Pe’ 
ift, und a und p’ bie (M— M’) beide zugleich anf ber Stree MM’ oder 
zugleich (wie B und a’) auf ber Strede MooM’ treffen. tun ift 
nach Lehrfag 6. ober 40. Punktreihe (M -M), MZM’'2’ harmoniſch, 
folglich auch Strahlbüſchel P,epc’p’ harmonifd. (Gn der Figur fallt 
(P— 2’) over p’ fehr nae an bie Tangente d). -Da aber 7 pp’ 
= 1R ift, weil er über dem Halbtreife fteht, fo ift nach § 1. Lehre 
fag 27. /p'e’’ = /p’c. Nun ift, wenn a und P’ die angegebene 
Rage haben, im Falle beide vie (M—M’) auf ber Strede MM’ 
treffen, / pla = / plo—/ ca; / pp = / pe —/ cB, alfo, 
ba f/f peo=/ pe’, f/ca=/ cp’ ift, Zpa=/ pp’; folglich ijt 
nad) § 1. Lehrſatz 27. auc Strahlbifdel P,op’p’a harmoniſch. Schnei⸗ 

Weifenbora, Projection. 80 
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ben zwei von P ansgehende Strahlen, wie 6B und a’ bie (M—-M) 
auf der Strecke MooM’, fo ift Zp = Lpot/ cB; Sf p'a’ 
— pel + / ca’; alfo =/ pa’, folglich and) Strahlowsehel 
P,pa’p’B harmonifh. Da ferner nad Lebrfag 41. / yy’ = / y 
und / cy’= /coy=/c’'=/ cb ift, fo ift insbefondere — 
Strahlbüſchel P,oy’p’d und P,od’p’y harmoniſch. Man hat alſo den 


42. Lehrſatz. Jede zwei von einem Punkt Pim Um— 
fang des Potenzialkreiſes XH ansgebhenden Strahlen a, E; 
B, a; ...., die mit den Centraljtrablen c, e gleiche Winkel 
bilben, Zea= / cP’; LB = Zea’, und dte zugleich fo liegen, 
bapa und 8; B und a“; .... bie Centrallinte (M— M) zugleich 
auf der Sirece MM’ ober gugleid) auf ber Strede MoM’ 
ſchneiden, bilden als gugeordnete Strablen mit den beiden 
von Pnad ben Aehnlidleitspuntten 2, 2’ gehenden Stra}: 
fen p, p barmonifdhe Strahlbüſchel PpB’p'a; P,pa’o'B; etc. 

Ynsbefondere bilden jede gwet von einem Punkte P 
bes Potenzialkreiſes an K und K’ gelegte Tangenten y, 0; 
o, y, wenn fie diefelbe Lage haben, wie a, B’ oder B, a’ mit 

p harmoniſche Strahlbüſchel Ppy’p’d; Ppd’p’y. Fig. 165. 

G8 feien ferner c, c’, Hig. 168., ein Paar von einem Punkte P 
bes Potenszialfreifes 9C ansgehende Centralftrablen, Q, Q’ die Durd- 
ſchnitte ber Polaren von P bezüglich fiir K, K’ mit c, c’; fo liegen, 
wie wir in Lehrſatz 27. fahen, Q und Q’ bezůglich auf ber Peripherie 
bes Streifes k, k’. Da alfo Q ein Punt der Polaren von P ijt, jo 
ift PC: QC = Pe: Qe ober PM —R: R—MQ=PM+R:R 
-+ MQ, ober PM —R:PM + R=R—MQ:R-+ MQ, over 


2PM: ooh acs alfo MQ = 5; und ebenfo ift 
MQ’ = Man hat alfo: 
yr RB R* RPM. 
MQ: MQ’ = par! pay = Ba * PM”? 
ber oben (Geite 447.) gefundenen Gleidhung a) gemäß ift aber mae 


oir 


R 
= Ue: MQ:MQ’= R: R’ 
ober mad a): MQ : M’Q’ = PM: PM’. 
Es ift alfo die Verbindungsgerade (Q — Q”) || M—- M’. 
Serner tft MC=R, WC—R;; alfo and: 
'  MC:MW’C =PM:PM’; 
folglich auch (C — C’) |] (MI — M’) und ebenfo aud (C — ©’) |] GL- M. 
Salt man nun von Q und Q’ die Lothe QL, Q’L’ anf (M—-M’) 
und zieht bie Halbmeffer NQ, N’Q’ der reife k, k’, fo läßt fid 
leicht zeigen, baf L rechts von N, L’ links von N, ober umgekehrt 
liegen muß. Denn nach Lehrſatz 33. ift M’ bas außere Aehnlichkeits⸗ 
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centrum bon dX umb k’; denft man fim alfo von M’ eine Zangente an 
X gezogen, fo berührt fie aud) k’. Der Berührungspunkt dieſer von 
M’ gejogenen Tangente mit HX heife &, ver Berithrungspunft an k’ 
beife 2’, fo ift / 2’N'M’ = / ZIM’ ſpitz, alfo liegt 2’ links von 
einer in N’ auf (M—M’) errichteten Senfrechten. Faͤllt man nun aud 
von £ auf (M—M’) ein oth, und nennt feinen nod unbefannten 
Fußpunkt U, fo hat man, weil A UME w~ / ZOM’ ift: MU: oe 





= NUP UM’, ober WU =, oder, ba R= BB? oe 
— , over = Tuy’ oder, Qo = wa Re 

R’2e Re Re 
= paltpa War, MU = —— Es war aber =>; = OM; 


es liegt alfo U in M. Da nun M jwifden N und Of fliegen mug, 
(denn es iſt MN =*, aber NS, Gig. 167., ==, alfo, ba R’>R 
ift, NS >> NM), fo mug / NM fpitig fein. Sucht man alfe den 
Durchſchnittspunkt 2 ber Polaren von & fiir k mit ver (@—N), fo 
liegt 2 rechts von einer in N auf (N-M) errichteten Senfrechten. 
Läßt man nun in ber Vorftellung ben Strahl (M’— 9) fic fo drehen, 
bag er aufhdrt, ben Streis 9€ und k’ gu beriihren, dag er (wegen ber 
Sapa tig ha jeden in zwei Punkten ſchneidet, 3. B. Fig. 166., 
ben XM in P,, P,, und bedenft man, ba, je weiter fic) ein Punkt P 
bon einem reife entfernt, um fo mehr feine Polare und alfo aud 
ber Durehfchnittspuntt diefer Bolaren mit ber Geraben, die P mit 
bem RKreismittelpuntte verbindet, fic) bem Mittelpunkte nähern mug, 
fo fieht man, taf, wenn das entferntere Ende P, bes um M’ fid 
brehenden Strables den Kreis 2X von & iiber Z bis gum entgegen- 
gefegten Berührungspunkt durchläuft, der zugehörige Durchſchnittspunkt 
Q’, ben Kreis k’ von Q’ über S’ (Fig. 167.) bis gum entgegenge- 
fegten Berührungspunkt befchreibt. Es mug aber, da ſchon “FNM 
fpigig war, um fo mehr jeder Winkel P,NM ſpitzig fein, alfo mug 
ber Durchſchnittspunkt Q, in K den Bogen bes Kreiſes k befchreiben, 
ber mit bem oberen Ourdhfdnittspunft 9 von (F — M) mit k anfdngt, 
und mit bem unteren Durchſchnittspunkt von (F—M) mit k anfhért, 
und durch ben Punkt S (Fig. 167.) geht. Es bewegt fic) alfo Q’, 
pon 9’ von rechts nad links und Q, von 2 aus von Links nach rechts. 
Betrachtet man das bem Streife K’ nahere Ende P, eines um M’ fid 
drehenden Strahls, fo mug, je mehr fid P, bem K’ nabert, der 
Punkt Q’, um fo näher an die Peripherie von K’ fommen, alfo den 
Bogen von QV’ bis gum entgegengefegten Berithrungspuntt, ver 8 
(Sig. 167.) enthalt, durchlaufen, wabrend P, von & über 2’ nad 
bem entgegengefegten Beriifrungspuntte geht. Es mug alfo Q’, fid 
bon links nach rechts bewegen. Dagegen muß Q, fich von rechts nach 
links breben, und den Bogen auf k von Q nad dem entgegengefegten 
Berührungspunkt liber 8 dburchlaufen. Hat inébefondere P, eine folche 
Lage, daß ber gugebdrige Puntt Q, anf der in N auf (M— M’) ers 
30* 
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richteten Senkrechten liegt, bag alfo / 8NQ, (Fig. 167.) —1R 
tft, fo mug auch ber gugebdrige Punkt Q’, in ber im Punt N’ anf 
(M - M), errichteten Genfrechten liegen. Denn wir faben oben, dag, 
wenn Q, dy irgend zwei demfelben Punlt P des Kreifes X zugehörige 
Punfte von k und k’ find, immer (Q- Q’)||(M—M) ift. Da nun in dem 


genannten fpectellen Falle Q, um die Strecke = von (M— M’) fent 


recht entfernt ift, fo mug dieß and) mit bem gugehdrigen Q’, ber Fall 
fein; eS giebt aber nur einen ſolchen Bunft in k’, nämlich den Durch⸗ 
ſchnittspunkt per Peripherie von k’ mit der in N’ errichteten Gent 
rechten. Es milffen demnach, wenn man von zwei zuſammengehörigen 
Punkten Q, Q’, Fig. 168., dev Kreiſe k, k’ Lothe QL, QL’ auf 
(M - M) fallt, thre Fußpunkte L, L’ entweber beidbe zugleich anf der 
Strede NN’, ober zugleich auf ber Strede N oN’, ober zugleich be 
gliglich in N und N’ Tiegen*). 
Fällt man alfo vow zwei zuſammengehörigen Puntten Q, Q’ die 
Lothe QL, Q’L’, Fig. 168., auf (M-M), fo ift, pa (Q-Q’) 
*) Man fann dieſe Verhaltniffe aud) bei ben übrigen Ragen ber reife K, K' 
verfolgen. Berfteht man ftets unter K’ ben größeren mit bem Radius RB’, und 
unter K ben feineren mit dem Radius R, fo fann I. K gang innerhalb K' fliegen, 
und gwar: 1) kann M’ auferbalb K, 2) M’ innerbalb K fic) befinben. Im erjten 
alle I. 1) ift R>e>R, im Falle I 2) iſt R’ >Re; in beiden ift e<R’ 
22 a 
—R; alfo liegt, ba M’N’ =*- =* °R’ und <> 1 ift, N’ anferbalb Kſ. Um 
zu entſcheiden, ob k’ ben Kreis K’ fdneidet, hat man gu unterfuden, ob M’N’ a= 
> ober < R’ tft, Mun tft in J. 1) und I. 2) wy — ER _2°_ ER _E 
: R’—R  R'—R ; — 
(R’ — R) or R’. Nun iſt — 1, alſo liegt auch der der Peripherie 


bon K’ nidfte Buntt von k’ anferbalb K'; alſo k’ gang außerhalb K’. Ferner 
fann II. K gum Theil inner-, gum Theil außerhalb K’ fich befinden, und gwar: 
1) fann M auferbalb K’, 2) M innerhalb K’ fliegen. 3m Falle Il. 1) ift e>R’ 
>R, tm Falle II. 2) ift R’ >e>R; in If, 1) zugleich e <R’'+R. Mun ift im 
Falle II. 1) M’N’ = = = ~. R’, weil =< 1 tft, < R’; alfo liegt N’ tunerhall 
K". Um gu feben, ob k’ ben Kreis K’ {dneibet, bat man den Werth M’N’ + == 
a t* R’ gu unterfucen; nun ift art 1, alfo ftegt ber amt weiteften von 

= 
¢ 








M’ entfernte Punkt von k’ auferbalb K’. Im Falle U. 2) ift M’N’ — —-R, 
und ba dann > 1 ift, fo liegt N’ außerhalb K’. Zugleich tft bann e> R’ — R, 


⸗ 23 — — 
atfo arx — BE — Rt — BR KE. wy; ſolglich tiegt, da 2— F< ig 
ber bem Punkt M’ nächſte Punkt der Peripherie des Kreiſes k’ innerhalb K’ x. f. w. 
Daß in ben Fallen I. 1), 11. 2) ber Kreis MC durch die Durchſchnittspunkte von 
K unb K’ gebt, ift ſchon oben aus Lehrſatz 26. gefolgert worden. 
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nie a. — in den Dreiecken NQL und NOL: NQ = N’O,, 
QIN = / QUN’, alfo A NQL SANQY, 
und NL 2 ine 7 nun L und L’ beide gugleid in NN’ over 
beibe jugleid) auf ber Strede N ooN’ liegen, fo ift ber Halbirungs⸗ 
punkt von NN’ zugleich ber Halbirungépuntt von LL’. Da mm LL’ 
gleich und parallel QQ’ ift, und die Potenglinie c von K, K’ nah 
Lehrſatz 37. fenfrecht auf (M—M”) jteht, ba alfo o || (Q—L) || (Q’-L’ 
ift, fo wird aud bie Strede QQ’ von der Potenglinie d halbirt. Nun 
ift Punttreihe ¢,PCQE A ce, PC'Q’C’, da beide harmonifd find. In 
P find ein Baar homologer Puntte vereinigt, alfo liegen fie perfpece 
tiviſch, und gwar liegt, da, wie wir oben faben, (C — C+ || (C.- ©) 
| (Q- QO) | (M-M) ift, iby Projectionécentrum im Unendlichen. 
Da die Punktreihen auf c und c’ nicht bloß conform, ſondern im 
ſpeciellen Falle harmoniſch ſind, ba alſo aud) c,PCQE A c,PE’Q’C’ 
iſt, ſo liegen ſie nach 8 3. Lehrſatz 14. noch für ein zweites Projee⸗ 
tionscentrum II perſpectiviſch. Bon II wiſſen wir, bag es jedenfalls anf 
(Q — Q’) liegen mug. Ferner entſteht, wenn wir dieß Projections⸗ 
centrum gefunden haben, ein vollſtändiges Vierſei (C — ©) (C- 0) 
(C’~ ©) (C— ©’), in weldem P ein Durchſchnittspunkt der Gegens 
aig (Q- Q’) die Diagonale ift, welde bie Eden ((C— ©’): (C—C’)] 
b [((C- 0) (S—©)] verbindet. Letztere liegt aber im Unendli- 
se: eS muß alfo bie Ctrede QQ’, ba fie nad § 3. Lebrfag 17. 
harmoniſch getheilt werden foll, in (C- 2 (2- 09] oder II bale 
birt werden. Es liegt alſo das zweite Projectionscentrum II ober 
ber Durchfdnitispuntt ((C—C’) -(E—C’)] im Mittelpuntte ber Strede 
QQ’, alfo auf ber Potenzlinie oc. Mtan hat alſo den 


43, Lebrfag. Die Verbindungsgeraden (0-0), (6-C) 
zweier entgegengefegt gelegenen Punktpaare C, ©’; ©, C’ 
zweier Kreiſe K, K’ auf centralen, von einem Buntte P 
des Botenzialtreifes ausgehenbden Strablen c, ec, fdnet- 
pen fid in einem Punfte der Potenglinie c der beiden 
Kreife K, K. Fig. 168. 


Man wird fogleid eine gewiffe Analogie diefes Gages mit dem 
in Lehrſatz 8. ausgefprocenen Gefege, dak zwei Kreiſe verfelben Ebene 
ftetS fitr jebes der Aehnlichkeitscentren 2, 2’, und bie Potenglinie o 
als Axe perfpectivifc collinear find, bemerfen. 

G8 feien nun drei Streife K,, K,, K, derfelben Ebene gegeben, 
Hig. 169., deren Mittelpunkte nicht in diefelbe Gerade fallen und es 
ſeien 2,, 2’, bie Aehnlichkeitscentren von K,, K,; 2,, 2’,, die von 
K,, K,; 2, 2’, die von K,, K,. Dtan verbinde nun zwei Aehn⸗ 
lichkeitscentren, die nicht zu bemfelben Kreispaare gehören, 3. B. Z,, 2’, 
burd eine Gerade (2,— Z’,) und ziehe von M,, M,, M, bret par 
rallele, fonft aber bellebige Gerade, welche die (25 — in X,, X,, 
X., fchneiden, fo verhalt fis, ba (2,— 2,) ein vom datGeren Aehn⸗ 
Lichfeitécentrum 2, ver Streife K,, K, ausgebender Aehnlichkeitsſtrahl 
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und (M,— X,) ff ta X) ift, nad § 8. Lehrfag 46., wenn die 

Rabien der Kreiſe K,, K., K, bezüglich R,, R,, R, beifen: 
M,X,:M,X,=R,:R,. 

Da ferner (2,— X’,) aud ein vom inneren Aehnlicdfeitscentrum z’, 

ber Rreife K,, K, ausgehender Aehnlichkeitsſtrahl ijt, fo verbalt fid 


ebenſo: 
M,X,:M,X, =R,:R,. 

Aus dieſen beiden Proportionen folgt fogleich, daß fic) aud verhält: 
M,X, : M,X, = R, >R,; 

Es mug alfo nad Lehrſatz 2. (M,—M,) ober (2,— 2,) durch 
ein Aehnlichkeitscentrum ber Sreife K,, K,, und gwar in unferem 
alle durch bas innere, 2’, geben; ober es liegen 2,, 2’,, ZB, auf 
einer und derſelben Geraden. Auf diefelbe Weife überzeugt man fid, 
bag aud 2, 2,, 253 21, Bo, 233 V1, Var Vy fe auf derſelben 
@eraden fliegen. Wtan erhalt alfo den 


44. Lehrſatz. Liegen bret Kreiſe K,, K,, K, in ber: 
ſelben Ebene, und fallen thre Mittelpunkte nicht in die— 
ſelbe Gerade, ſo liegen immer das äußere Aehnlichkeits— 
centrum eines Paares und die beiden inneren Aehnlich— 
keitscentren der übrigen beiden Kreispaare, ſowie die drei 
äußeren Aehnlichkeitscentren der drei Kreispaare, alſo 
Sap Dp hap Lae WV yr D3 Vy, Vor Vg} By, Vg, Vy fe auf einer 
und berfelben Geraden. Fig. 169. 

Da alfo 3. B. (2, — 2 ,) ein Aehnlichkeitsſtrahl, nicht blog fiir 
K, und K, und fir K, und K,, fonbdern aud) fir K, und K, ijt, 
fo mug dieſe Gerade nach den Gefegen ber perfpectivifden Collinea⸗ 
tion ober, wie hier, der perfpectivifden Aehnlichfeit, wenn fie ben 
Kreis K, fdneidet, auch den Kreis K, und K, ſchneiden; berithrt fie den 
einen, fo mu fie aud die beiden anderen berühren, fcbneidet fie den 
einen Kreis midst, fo fann fie auch die beiden anderen nicht ſchneiden. 


Gs ift bereits oben barauf aufmerffam gemadht worden, dag, 
wenn zwei Kreiſe fic) berithren, allemal der Beriihrungspunft ein Aehn⸗ 
lichfeitécentrum fein mug. Berühren fie fic) namlich von außen, fo 
kann keins ber Gentrh innerhalb eines ber beiden Kreiſe fliegen, da 
fi fonft von ihm aus an den einen Kreis Tangenten [egen fiefen, 
an ben anderen nicht; gugleih aber mug bas innere Centrum &’ auf 
der Strede MM’, wenn M, M’ bezüglich bie Mittelpunkte der beiden 
Rreife K, K’ find, fich befinben, es fann alfo nur im Berührungs⸗ 
puntte liegen. Berithren fic) alfo K, K’ von aufen, fo liegt bas ine 
nere Aehulichteitscentrum im Berilhrungépunft. BWerithren fic K, K’ 
von innen, fo fann weber 2S, nod LY’ aufferhalb ves einen Sreifes 
liegen, ba fonft die von ihm an ben einen Kreis gezogenen Tangen- 
ten auch den anderen berühren müßten, was unmöglich ift. Das innere 
Aehnlichkeitscentrum liegt nach Lehrjak 3. immer auf ber Strede 
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MM’, baé äußere 2, immer auf MooM’. Bugleich faun bas dufere 
Aehnlichfeitscentrum nicht innerhalb der beiden Kreiſe liegen. Denn 
nad) § 13. Lehrſatz 29. tft die perfpectivifche Collineation fir das 
Gentrum Z und die (hier unendlich entfernte) Axe o’ einftimmig. Bee 
rührt nun ber fleinere Kreis K ben größeren K’ von inne und beift 
ihr Berührungspunkt F, der Durchſchnittspunkt des Umfanges von K 
mit ber Centrallinie (M—M’) 8, ber von K’ mit derſelben Geraden 
§’, und lage Z um die Strede x von F ans nah M ju, fo mifte 
fih, ba wir bier eine perfpectivifche Webnlichfeit haben, verbalten: 
DF: 59’ —R:R’ 


ober: 2R—x:2R’—_x=R:PR’ 

oper : 2R—x: R =: 2R’ —x: R’ 
ober: R—x: R = R’—x:R’ 
ober: x: R = x: R’ 
alfo miigte fein Rx = Rx. 


Da aber der Vorausfegung nad R' RK ift, fo ift dieß nur möglich, 
wenn x =O ift, wenn alſo 2 in F felbft liegt. Es ift bemnad, 
wenn K den Streis K’ von innen berührt, der Berührungspunkt F gue 
gleich das äußere Uehnlichfeitscentrum. (©. Anmerfung zu Seite 434.) 

Werden nun zwei Kreife von einem bdritten berührt, fo fénnen 
entweder beide von bemfelben von angen, ober beide von innen, oder 
einer bon augen, ber andere von innen berührt werden. 


45. Erfldrung. Werden zwei Kreife von einem dritten 
zugleih von augen ober zugleich von innen berührt, fo 
fagt man: ,fie werden von ihm gleidartig berührt“; wird 
per eine don augen, ber andere don innen berührt, fo fagt 
man: ,fte werden ungleicdartig berührt“. 


Es ergiebt fic) aus dem foeben Gefagten und bem Lehrfak 44. fos 
gleich der befannte 


46. ebrfab. Werden gwet Kreife K,, K, von einem 
pritten, K, berührt, fo fliegen die beiden Berührungs— 
punfte affemal mit bem äußeren oder mit bem inneren 
Wehnlidleitscentrum der berührten Kreife K,, K, in einer 
und derfelben Geraden, namlid mit bem duperen, wenn 
K, und K, von K, glethartig, mit bem inneren, wenn 
K, und K, von K, ungleidhartig berührt merben. 


G8 feien endlich wieder, Fig. 170., K,, K,, K, drei Rreife in 
derſelben Ebene, die Potenglinie von K,, K, beige o,, die von K,, 
E, beige o,, ihr Durchſchnittspunkt fei 1. Dann ift nach Lehrfag 12., 
wenn man von II aus durch K, und K, ein Paar beliebige Secans 
ten (oder Sehnen) gieht, da Tl auf o, liegt: A,- Tvs, — &,-TIB,; 
und ba II aud) auf o, liegt, aud T%,- 0B, = Ub, - TIB,; folglid 
aud TA, - Tvs, = %,-B,. Es find alfo nad Erklärung 13. 
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bie Potengen des Punktes I auch flir die Kreife K,, K, gleich; folg: 
lich liegt nad Lehrſatz 16. IT auch auf ber Potenglinie o, der Kreife 
K ,, K,, over o, geht dburd) TT. Man erhalt alfo den 

Al. Lehrſatz. tegen drei Kreiſe K,, K,, K, in ber: 
felben Ebene, fo ſchneiden ſich die Potenglinien o,, c,, ¢, 
ber Kreispaare K,, K,; K,, K,; K,, K, in einem unb dem: 
felben Punkte 1. Fig. 170. 


§ 16. 
Die Ellipfe. 


Wir Hatten in § 11. Seite 342., indem wir faben, dag jee 
Gilipfe mit einem reife, der ihren Mittelpuntt zum Centrum, ibre 
grofe*) Halbaxe zum Radius hat, perfpectivifcd affin tft, um vie Natur 
ber (noc unbefannten) Curve zu erforfden, an den einen Endpunkt A’ 
Sig 136., der fleinen Halbaxe eine Tangente gelegt, und von rex 
Durchſchnittspunkten ¥’, derfelben mit bem Sreife Genkrechte anf bie 
große Are AB (oder Parallete zur kleinen Axe) gezogen, und fo die 
Punkte F,, F, der großen Axe erhalten. 

1. Erklärung. Die Punkte F,, F, heißen die „Breur— 
punkte oder Boci’” der Ellipſe. Fig. 136. 

Sodann batten wir die Polaren d,, d, von F,, F, conftruirt. 


2. Erklärung. Die Polaren d,, d,, ter Brennpuntte 
F,, F, beifen die ,,Seitlinien ober Directrices” ber Ellipfe. 
la. 136. 


Ferner gebrauchten wir an der angezogenen Stelle die Entfernung rer 
Brennpuntte F,, F, vom Mittelpunkt M der Ellipfe, und bezeichneten 
ihre Linge burd) e. Sie war diefelbe fiir F, wie far F,. 

8. Grflirung Die Entfernung e der Brennpuntte 
F,, F, von bem Mittelpunkt M heift die ,,lineare Greentr: 
citat’ ber Gllipfe. Fig. 136. 
bagegen: 

4. Erklärung. Der Quotient — aus der Linearen 


Ercentricitdt e und ber grofen Halbaxe a heißt bie ,,au: 
merifde Extentricitüäüt“ der Ellipfe. Sie foll tm Folgenden 
burd « bezeichnet werden. Pig. 136. 

Endlid 


5. Erklärung. Die begrengten Geraben p,,p,, welde 
bon den Brennpuntten F,, F, aus nad irgend einem Puntt P 


.) Man Aberzengt ſich übrigens anf dieſelbe Weife, wie im § 11., daß jere 
Ellipſe aud mit einem Kreife, deſſen Centrum in ben Mittelpuntt ber Ellipſe fall, 
unb deſſen Radius gleich ber kleinen Halbare b ber Ellipfe ift, perfpectivifeh affin iſt 
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im Umfange ber Ellipfe gezogen find, heißen ,Wrenuftrah- 
len” ber Cllipfe. Fig. 136 


Da wir nun in § 11. Seite 3.43, ſahen, bag ftets — =) alfo e<cl1 ift, 


fo erhalten wir fofort ben 

6. ehrfag Die numerifde Ereentricitdt « jeder 
Ellipſe ijt kleiner als 1. 

Wir fahen ferner in § 11. Seite 344., inbem wir die fenfrechten 
Wbftinde T,P, TP eines Ellipſenpunktes P von ben beiden Leite 


linien d,, d, fucjten, daß ſich ftets verbielt: p,:T,P—=—:1, p, 
:T,P = —:1, ober T,P.:9,=1:e; T,P=p,=—1:e. Man 
ſieht alfo: 

7. Lehrſatz. Die ſenkrechten Abſtände T,P, TP eines 
Punktes P einer Ellipſe von den beiden Leittinich d,, d, 
haben je gu den Vrennftrablen, die von Pnad den Brenne 
puntten bezüglich FF, gehen, welde bie Pole bezüglich 
von d,, d, find, ein conſtantes Verhältniß, nämlich, wie 
die Gingeit zur a Ereentricitdt T,P:p,— 1:6; 
T,P:p,= lie. Ftg. 136 
Endlich jaben wir in § 11. Seite 344., bak ftets o, +p, — 2a 
ift, ober: 

8. Lebrfag. Die Gumme ber zwei Brennftrablen 
Pir Par Dte Hon den beiden Brennpuntten F,, F, nad dem- 
fe(ben Punkte P des Umfangs der Ellipfe gezogen find, 
ift conftant, und gwar gleih der großen Are 2a der Ellipfe; 
Pr, +p,=2a. Fig. 136 

Es fet nun, Fig. 171., eine Cllipfe mit der großen Are AA’ 
= 2a, und den Brennpunften F, EF’ gegeben. Nach einem beliebigen 
Punkt P der Curve ſeien die Brennſtrahlen p, o’ gezogen, und es fei 
FP um bie Singe EYP, FP um die Lange FP verlangert, fo dag 
FP =FP, FP FP ift, ſodann fei FF, FF’ und P& _| FF, 
Pa! | FF’ gezogen, und die Punkte oo, ob’ felen mit dem Ellipſen⸗ 
Mittelpunkt durch Gerade verbunden. Da FP=FP, F’‘P=F’P 
ijt, fo ift fowohl A FPF, alé AFPF’ gleichſchenklig. Da mn FP 
bie Berlingerung von FP, FP bie Berlingerung von FP ift, fo 
mug &’P die Berlingerung von &P fein. Da die Dreiede gleich. 
ſchenklig find, fo wird ferner FF in %, FF’ in halbirt. Es ift 
aber aud FE’ in M balbirt, alfo verbalt fid Fo: Ft = FM: PM 
und E’db’; F’! = FM : FM, alfo ift (% — M) || (FY -F) und (&’-M) 
|(F&— FF’). G8 verbalt ſich alfo: 

FM: FF’ = MA: FF; FM: FF = MR’: FP; 


ober, da PF = FF =p + p’ = 2a nad Sebring 8. und FF = MF 
4+ MP =2e if, 
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e: 2e = MA: 2a; 0: 20 = Me’: 2a; 
folglich ift: M+ = a; MA’ = a, 
Es haben alfo die Streden M-L% und Mr’ eine conjtante Lange. Hierans 
folgt ſogleich der 


9. Lehrſatz. Conftruirt man ein gleidfdenfliges 
Dreied FPF (ober FPF'), deffen Spige P auf ver Peri-« 
pherie ber Ellipſe liegt, beffen einer Schenkel ber eine 
ber Brennftrablen des Punftes P ift und beffen anvderer 
Schenfel tn die Verlängerung bes andern Brennftrables 
fallt, fo liegt ber Fußpunkt & (ober A’) des von ber Spitze 
P auf die Bafis FF (ober PF’) gefallten Perpendifels, 
ober ber Halbirungspunkt der Bafis auf der PeripHherie 
bes Rreifes, ber den Ellipfen-Mittelpunkt zum Centrum 
unb bie groge Halbare der Ellipfe gum Radius hat. 
Sig. 171. 


Es feten ferner, Fig. 172., A,A’,, B,B’, ein Baar conjugirte 
Durehmeffer der Ellipfe (f. § 11. Erflarung 49.) und es feien an ten 
Endpuntten A,, A’, des einen bderfelben die Langenten a,, a’, ge: 
zogen, fo find dieſe nad § 11. Lehrſatz 50. a) parallel (B, - B’); 
ferner feten ein Paar beliebige andere Tangenten gezogen, c,, 4,, 
welde die Langenten «,, a, bezüglich in©,, C’,; ©,, @'’, ſchneiden, 
fo ift nad § 11. Lebrfag 65. 

Punktreihe æ, A C, O, oo A Punttreife «’,, 06’ O', A’, 





alfo: 
*— DT OF * om 
— ® 1S . a A 1 
© OD © 

e 1 1. — 1 e 
ober: B.S, 2 Ua ae oA", 
folglid: A, o ,@', = A’, ®,-S,9,; 
alfo aud: 
A,°, . O',0', + A,e,-A',O'" — A . 8,04 A,©, i A’,®’,, 
ober: — AO, A’, = AO, - A’, ®’;. 


Da dieß für jede gwei beliebige Tangenten gilt, fo fann man 
auc) ftatt einer berfelben, 3. B. ftatt 2, die Tangente 6, in dem einen 
Endpuntte B, des gu A,A’, conjugirten Durchmeſſers nehmen. Da 
biefelbe nach § 11. Lebrfag 50. a) parallel gu (A, — A’,) ift, fo ijt 
bie Entfernung ihres Durchfchnittspunttes wb,, vd’, von A,, A’, 
gleich ber Strede MB,, die durch b, bezeichnet werde. Man hat 
alfo: A,©,-A’,e’, =b,?, 
alfo: A,©,:A', 2", =A,®,:- A’, 8’, =b,?. 
Schneidet umgefehrt eine Gerade 2, die Tangenten «,, «’, an ten 
Endpuntten A,, A’, eines Durchmeſſers einer Ellipfe fo, bag A, ©, 
- A’, 0’, =b,? ift, wenn b, die Länge des halbirten conjugivten Durd- 
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meffers ift, fo mug 2, etme Tangente ber Ellipfe fein. Denn, man 
jiehe eine beliebige Tangente c,, fo ift, wie eben gezeigt wurde, aud 
A,C,-A',e, = b2, alfo A,o,- AO’, = A,O,-A',O',, alſo 
aud A,O,-A',O’, — A,o,- A’,@', = A,8,- A’,@’, — A,o, 
-A',@’,, ober: A,C,-S',@', = A’,®',-S,®,, ober: 1 


= — ou alfo Bunttreifea,,A,2,@,00 a! ,, 06/,0', A’. 
Es muß alfo 2, eine Tangente fein. Denn nad 8 11. Lehrſatz 25. 
mug es auger «, nod eine durch ©, gehende Tangente an die Ellipſe 
geben, und diefe mug nach § 11. Lehrfag 65. die =’, in einem folden 
Punk ©’, ſchneiden, daß Punktreihe «,,A,C,O, 00 A a,, 0O',0', A’, 
ijt, Es mug alfo 2, felbft diefe gweite Tangente fein. Man ſieht alfo: 

10. Vehrfag. Das Redted A,S,-A’',C’, (oder AO, 
- A’, @’,), aus ben Abfdnitten, welche eine beliebige Tans 
gente c, (oder 2,) auf den Tangenten «,, a, in ben End— 
puntten A,, A’, eines beliebigen Durchmeſſers ber Ellipfe 
abfdneidet, ift bon conftanter Größe und gwar gleih dem 
Quadrate bes halben bem Ourdmeffer A, A’, conjugirten 
Durdhmeffers, nimlid —b,?, und umgekehrt: 

Schneidet cine Geraded, bie Langentena,, a, fo, dag 
A,®,-A’,®', =b,? ijt, fo ift bte Gerade 3, eine Tangente 
an die Gllipfe. tg. 172. 

Nimmt man insbefondere fiir A,A’, die grofe Are AA’, Fig. 173., 
per Gllipfe, fo erhalt man fofort den 

11. Lehrſatz. Das Redted AC-A'S’ aus den Abſchnit— 
ten einer beliebigen Gangente c auf den Scheiteltangen— 
ten a, « hat einen conftanten Inhalt, nadmlid den des 
Quadrats ber tleinen Halbare, =—b?. Fig. 173. 

Da nad § 11. Lehrfak 50. a) fowohl « als a’, Fig. 173., ſenk⸗ 
ret auf (A— A’) ift, fo find, da e8 nad § 2. Lehrſatz 14., Erklä⸗ 
rung 15. tn jedem Strahlbüſchelpaare nur ein einziges Paar entfpres 
chender Strablen ber rechten Winkel geben fann (es ware benn, baf 
ote Strahlbüſchel überhaupt nicht nur conform, fondern gleich find, was 
aber bier nicht der Fall ijt, weil es nur beim reife eintritt) «(A—A’); 
(A’— A), «’ die entfprecenden Strahlen der rechten Winkel ber cons 
formen Ctrablbiifdel A, A’. Da ferner “ BAA’ = / BA’A ift, 
fo müſſen nad § 3. Lehrſatz 9. (A— B), (A’—B) und (AB), 
CA’ — B’) die gwet Paar, dort mit g, g’; h, h’ begeichneten Strablen 
fein. Es muß alfo, wenn wir von A und A’ nad einem beliebigen 
Punkt P der Ellipſe Strahlen ziehen, da dieſelben entfprechende Strablen 
per conformen Strahlbüſchel A, A’ find, nach § 2. Lebrfag 17. fein: 


tang PAA’. tang PA’A = tang? BAA’ = tang? BA’A = ()’; 
alſo: 
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12. Lehrſatz. Das Produkt der trigonometrijdes 
Tangenten ber Winkel PAA’, PA’A, welche bie Verbindnngs: 
geraden eines beliebigen Ellipſenpunktes P und ver 
Scheitel A, A’ mit ber grofen Are der Ellipfe bilden, ik 
conftant, ndmlid gleich bem Quadrate ber trigonometri: 
ſchen Langente bes Winkels, den die Rerbindungsgerate 
eines Endpunktes B der Eleinen Axe und eines Saeitel: 
mit ber grofen Axe bilbdet, ober gleih bem Quadratt 
bes Quotienten aus der grogen in die kleine Halbare. 
Sig. 173. 


Es fet wieder, Fig. 171., P ein beliebiger Punkt der Ellipfe, - 
p’ die zugehörigen Brennftrablen, p’ fet um PF, p um PE” verlingert 
fodann (F—F), (F- F’) und von P aus eine Genfrechte (%- 2’ 
auf beide gezgogen, fo dag alſo PA — Fr, Wb’ = Fie’, (Ms 
|’ -F), (M-A) || (F-#) ijt, Da mm & und &’ auf de 
evipberie bes Stretfes fliegen, ber M jum Dtittelpuntt und MA =: 
gum Radius hat, nad Lehrſatz 9., da ferner / Fr’ — 1R ift, it 
mug er aber bem Halbfreife ftehen, e8 mug alfo (% — M) bie (&’-F 
in einem Punkte vo’, (&’— M) die (% —F) in einem Punkte vw, d 
Peripherie bes Kreifes fdneiden. Da nun (vd’— %) oder (4- 
| (EX — F), (wd — &’) ober (te’— M) || (F — F’) ift, fo find die Viere 
wR, VE F's’ Barallelogamme, alfo wh’ = Fr, WEF = Fk 
over, da Fob = Feb, Fb’ war, WE’ — Fe, WE =F 
folglich WE. WE’ = BE. FA. 
Es find aber vs und AA’ Sehnen in bem reife, anf deffen P 
pherie ob, J’, vb, w’ liegen, alfo ift 
Ow. FAR — AF. AF, 
alfo aud: WEF. wh’ = AF. ATF = (a—e) (a-+ e) = a? — e?; 
oder: wo . uF’ — b?; 
alfo aud: AF. bE’ = b?2, 
Ziehen wir nun bie Seheiteltangenten a, a’, die vom (he — KL’) beji 
lid in L, L’ gefcbnitten werden, fo ift, wenn (+ — A’) bie (A- 
in T fchneidet, A TR& wo ATLA nod A TR’ wo / TL’A’. 
verhält fich alſo: 
Te: Ft = TA: LA; TA’: A’ = TA’: LA; 



















alfo ift: LA == - Fa; LA’ =, - Fe 
folglich: LA-L/A’= TA-TA’ yy yy 


Da aber T der Durchſchnittspunkt gweier Secanten (A—A%, (se —A 
des Streifes um M ift, fo ift 

| TA-TA’ = T&- TAH’, 
mithin : LA L’A’ = FA. P. 
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b war aber FA = WP’, Wd! = we, alſo FL - A! = WE. 


=b?; alfo: 

- LA - L’A’ = b?. 
58 ift alfo nach Lehrſatz 10. Umfehrung (%& — &’) eine Langente an 
ie Cllipfe. Da fie gugleth, weil A FPF und A FPF’ gleiche 
dhenflig find, umb ( — oe’) | (FF — F) und (F’ — F’) fteht, den Winkel 
‘PF und E’PF’ balbirt, fo bat man ben 


13. Lehrſatz. Die Tangente (&— &’) in einem Punkte 
>per Ellipfe halbirt ben Winkel ber von bem einen jus 
ehdrigen Brennftrahl p (ober op’) und ber Verlangerung 
es anberen zugehörigen BVrennftrahls p’ (ober op) gebildet 
ſird. ig. 171. | 


Ferner können wir jegt den Gag, hag vb * wR’ = Pub Fb’ 
=b? ift, fo audsfprecen: 


14. Lebrfak. Das Redted aus ben beiden Perpendts 
In Fa, Fob’, bie bon ben Brennpunften F, FY auf irgend 
ine beliebige Langente (&—&’) ber Ellipfe gefallt find, 
at einen conftanten Inhalt; berfelbe ift nämlich gleid 
‘mt bes Quadrats ber Eleinen Halbaxe BA. WA’ = 3, 
tg. 171. 

Es feien nun, Fig. 174., von einem Punkt T zwei Tangenten 
t bie Gllipfe gegogen, die in P, P’, beriihren, von den Brennpunkten 
, FE’ fei auf fie je eine Genfrechte Fr, EY’ gefallt, fodann feien 
e Brennftrablen FP, EYP’, FP’, EYP, gezogen, und letztere um die 
treden PF’ = PF’, PF = PF verlingert, fo find bie entftandenen 
reiede: FTF, PTF’, FPF, FPF’, gleichſchenklig. Zugleich find 
ch zwei Dreiede entftanden FTF’ und ETF; in ihnen ijt: 

FF’ =p,+p'9=2a; PF=p, +’, = 2a; 


fo: EF’ = VP. 
ner tft: TF = TF, 

if = TY; 
lo: AFIFPSAFTF; 
glich: Z ¥IF’= / FTF. 


abtrabiren wir beiderfeits den Winkel FTE’ — PTF, fo bletbt: 
Zz PTF’ = Z FTF; 
o aud, wenn wir den Winkel PTH’ — TP’ burd x’, den Winkel 
[P = FTP burch x bezeichnen, da / x’ —4-/FTF, /x 
4-/ FTF ift, 
LY=ZLX; 

d Z (e+ PIF) =/ (x FIVFD. 
an fieht alfo: 

15. Lehrſatz. Je gwet Tangenten einer Ellipfe bil. 
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ber mit ben Geraden, welde ihren Durchſchnittspunkt T 

mit ben Brennpunften F, FY ber Ellipfe verbinden, gleiche 

Winkel: / PTP—/ ETP; (/FTP=/FTP. Fig. 174. 

Ferner folgt aus ber Congruenz ver DOreiede FTF’ und FTE’: 
ZTFEF=/ TRF; / TRF =/ TF’ 

alfo aud SLPFT=/ PFT; / PFT =/ PFT. 

Dent man fic die Sehne (P— P’) gezogen, fo ift diefelbe vie Polare 

bes Punftes T. Man fann alfo fagen: 

16. Lehrſatz. Der nach dem Bole T einer Gehne PP 
gezogene Brennftrahl (F—T), (’—T), balbirt den Winkel, 
bezüglich PFP’, PEP, unter bem die Sehne PP’ von bem 
Brennpuntte F, FY aus gefehen mird. Fig. 174. 

G8 feien ferner, Fig. 175., an eine Ellipfe zwei Tangenten ge- 
zogen, die in P, PY berithren, und fic) in T ſchneiden, ſowie eine dritte 
in @ beriifrende Cangente, welde die erfteren beiden in GS, G’ fchneidet, 
ſodann feien von einem der Grennpuntte, 3. B. von F aus, Gerave 
nad P, G, T, %, &, P’ gezogen. Nun ift: 

/ SEC = / CFP + / BF, 
Nac Lehrſatz 16. ift aber: 

ZcFP PFæ; (CFP =4/ PFE; 
afjo: Z SFU’ =4/ (PFF + PFF) 
ober: / Gkt' = 4/ PEP. 
Da bie rechte Seite ber Gleichung von G, G’, &, alfo von der Lage 
ber in & beriihrenden Tangente ganz unabhangig ift, alfo diefelbe 
bleibt, wo man aud & und feine Tangente annehmen mag, fo bat 
man ben: 

OT Lehrſatz. Bu jeder Elltpfe erſcheint das von zwei 
feftliegenden Langenten (I —P), (T—P’) auf einer belies 
bigen britten Tangente abgefdnittene Stid GB’ von dem: 
felben Brennpuntte F (oder EF’) aus immer unter bem: 
felben Winkel, namlid unter -einem Winkel, der halb fo 
grog ift, als berjenige Winkel, unter dem bie Berührungs— 
febue PP der feftliegenden Tangenten von bemfelben 
Brennpunkte F (ober EY) aus erfdeint. Fig. 175. 


Nimmt man in Fig. 174. insbefondere die Punkte P, P, fo, dak 
(P—P’) burd einen Brennpuntt, 3. B. durch F geht, fo daß eine 
Higur, Fig. 176., entfteht, fo ift / PFP’=2R. Mach Lehrſatz 16. 
ift dann / PFT =4/ PFP’ alfo 7 PFT =1R. Gin Gleiches gilt 
fir jede zwei Tangenten, deren Beriihrungsfehne durch F geht. Da 
nun T ber Pol von (P— P’) ift (er liegt alfo auf ber einen Leit- 
linte d ber Gllipfe), fo folgt aus § 4. Erklärung 9. und aus § 11. 
Lehrſatz 44. ber bem in § 11. Lehrfatz 53. vom Kreiſe ausgeſprochenen 
Gefege analoge 
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18. Lehrſatz. In fedem Brennpunft F (ober F) einer 
Gllipfe entfteht eine redtwinklige Fuvolution. Fig. 176. 

Wird zugleich ftatt des Berihrungspunftes & in Fig. 175. ein 
Scheitel, 3. B. A der Ellipſe angenommen, Fig. 176., fo ift nad 
Lehrſatz 17.: 7 CEC’ — 4 / PFP’, alfo / SF’=—1R. Man hat 
alfo fogleid) ben 

19. Lehrſatz. Das Stid SS’ einer Sceiteltangente, 
weldhes von einem Paar Langenten abgefdnitten wird, 
beren Beriihbrungsfehne (P—P’) burd einen der Brenns 
puntte F (oder EF’) einer Ellipfe geht, erfdeint von diefem 
Brennpunfte F (oder EF’) aus unter einem rechten Winkel. 

Steht insbefondere die Brennfehne (P—P’* fenfredht 
zur grogen Ure, fällt alfo ber Durchſchnittspunkt T in 
ben Durchſchnittspunkt D der Leitlinie d mit ber großen 
Are, fo wird / PFGE = / GFA = / VFA=—/ P¥O =f. 
Sig. 176. 

Es feien ferner bie Punfte P, P’ in Gig. 175. fo gewählt, daß 
(P— P’) burd den Mittelpunkt M der Ellipſe geht, Fig. 177., dag 
alfo PP’ ein Durchmeſſer ift, und der Durchſchnittspunkt T in bas 
Unendliche fallt, (6 — G’) fet eine beliebige britte Langente, fo ift nach 
Lehrfag 17. 7 CFB’ =— 4 / PEP, / CFR —4/ PFP’, wem 
unter legterem ber convexe Winkel verftanden wird. Cs ift aber ferner 
in ben Oreieden PMF und PME’ 


MF = MF’; MP= MP’, / PMF = / PMF; 


alſo ift: — f\ PMF SA PME; | 
folglich iſt: Z PEM =/ PFM; 

und ebenfo: Z PFM= / PFM; 

alfo: Z (PEM + PFM) =/ (PFM + PEM); 

d. h. PFP PFP; 


wenn unter “7 PFP’ ber ſpitze Winkel verſtanden wird. Es iſt alſo: 
ZL SEC + JS EPC IPFP' (concav) + PFP (conver)]; 

ober: / GF’ + / OFC —}.4R; 

over: / GEC + / GI — QR. 

Man hat daher den 

20. Lehrfag. Die Summe ber Winkel GF’, SE’, 
unter denen bie von gwei parallelen Tangenten auf einer 
beliebigen britten Langente abgefdnittene Strede 66’ 
von ben beiden Brennpunften F, EY einer Ellipfe aus ge- 
ſehen wird, ift gleich gwet Rechten. Fig. 177. 

Gs feien, Fig. 178., (A,—A’,), (B, —B’,) ein Paar conjue 
girte Durchmeſſer ver Ellipfe und P irgend ein Punkt des Umfanges ders 
jelben. Durch ihn fet eine Sehne PP’ parallel (A,—A’,) und eine 
gweite Sehne PL parallel (B,— B’,) gezogen. Da die Durchmeſſer 
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A,—A’,), (B,~B’,) conjugirte find, fo wird nad § 11. Lehrſatz 50. *} 
P’ in 3G, P@ in N balbirt. Bieht man nun aud (P’— 2) || (B, —B’ 
K(P—®), fo wird aud P'S in N’ halbirt, alfo N’P’— NP, NY 
=N@. BWerbindet man nun & und 2 durd die Sehne &, fo muf 
fie alfo || (A,—A’,) fein, und das Viered PPEG ift ein Paral- 
lelogramm. Es ſchneiden fich nun die Diagonalen PL’, P'S in M, da 
in einem Parallelogramm fid) bie Diagonalen balbiren, und P&’ fowie 
P@ fowohl von (A,— A’,) ald von (B,—B’,) balbirt wird. Legt 
man in P, PY, &, ’ Tangenten an die Cllipfe, fo miiffen nad § 11. 
Lehrfag 31. bie Durchſchnittspunkte T, T’ auf (A,— A’,), &, ©’ auf 
(B,—B’,) legen. Nun entftebt nach § 11. Lebrfag 44. fowohl auf 
(A, —~A’,), al8 auf (B,— B’,) eine Qnvolution, auf erjterer Geraden 
mit ben Hauptpunften A,, A’,, auf legterer mit ben Hauptpunften 
Bi, B’,. Auf erfterer find u. a. T und N, anf legterer G und I 
entſprechende Punkte, und in beiden ijt, ba ber Durdfchuittspuntt 
ſowohl von (P—P’) und (@— 2), als von (P—®) nnd (P’- &) 
im Unendlichen liegt, ber ihm entfprecende Punkt M der Snvolution 
ber Gentralpuntt. Begeichnet man nun die ingen MA, — MA’, 
MB, = MB’, bezüglich durch a, 6; fo ijt alfo: nad § 4. Lebrfag 7: 
MN - MT = a2?; Mot - M6 = p3; 
und, wenn wir MN = IGP durch —&, MOG = NP durch x bezeichnen: 
E(NT + —)= 03; 6066 + n) = B?; 
ober : NT. & = a2— £2; CE - 4 = B2— 72.‘ F) 
Wegen ber Aehnlichkeit ber Dreiede TNP, PIG verhalt fich aber: 
NT: NP = dP : 306 

ober: NT: » = £ : 508; 
alfo iſt NT -UG = ¢- .- », tt) 
Aus ben Gleichungen +) folgt nun: 

NT - 306 · «4 = (a2 — £2) (82 — n?)3 
ober nad ber Gleichung 7+): 

E24? = (a? £2) (62 — 72); 
ober: E23 — n? — 4282 — 8252 — a272 +. £2y2; 
‘ E n\? 


Es ift dieß die Gleichung der Ellipfe fiir ein Paar conjugirter 
Durchmeſſer als Coordinaten-Axen, nach der Auffaffung ber analyti- 
fen Geometvie. 

Iſt ferner « eine Scbeiteltangente, Fig. 179., (6—P) eine be 
liebige gweite Tangente an die Ellipfe, fo ift G ver Pol ber (in der 
Figur nicht gegogenen) Sehne A, alfo ift nad Lebrfay 16. / PF 
=/ AFG. Bieht man nun eine Gerade GF von G fentredt auf FP, 
fo ift aud / CPF — / CAF = 1R umd CF = GF, aljfo A GEF 
SAGAF, folgliG FE = FA, und ba £6 1 FS ift, fo ift GF die 
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angente eines um F als Centrum mit ber Linge FA =F? ale 
Radius beſchriebenen Sreifes. Ebenſo ift, wenn man GF’ | (Ff —P) 
zieht, PO’ — FYA, alfo GE’ die Tangente an einem um FY als Gens 
trum mit ber Linge FKA = FE als Radius befchriebenen Kreiſe. 
Man fieht alfo: " 


21. Lehrſatz. Die von irgend einem Punkt GB einer 
Sdheiteltangente « ber Ellipfe auf diejenigen Brennftrah- 
[en FP, FP, welche den Berührungspunkt P ber zweiten 
von Gan bie Ellipfe gelegten Pangente mit dem Brenn- 
punfte F, FY verbinben, gefallten Genfredhten G2, G2 be. 
tihren alle je einen Kreis, deffen Centrum bezüßglich F, 
FY, deſſen Madius die Entfernung des Brennpunftes F, & 
vom Scheitel A ift, in melhem bie Sdheiteltangente « die 
Ellipſe berührt. Fig. 179. 


Diefer Gag läßt fic) noch verallgemeinern. Nämlich, e8 ift Har, 
bag der Durchſchnittspunkt T ber Tangenten p, p’ auf der Polaren von F, 
aljo auf der Yeitlinie d ſich befinden mug; ferner folgt aus § 11. 
Lehrſatz 44. und aus dem obigen Lehrfag 18., dak, wenn man von F 
nach T zieht, “ PET = IB ift, dag alſo umgefebrt ein von T auf 
vie Brennfehne (P— P’) gefalltes Loth durch F gehen mug. Bieht 
man nun eine beliebige Gerade parallel gur Scheiteltangente « und 
zur Leitlinie d, und nennt ihren Durchſchnittspunkt mit der Langente p, 
und ber grogen Ure (A — A’) bezüglich 7, D, und fallt von T ein Loth 
TP auf (P— P’), fo verbalt fid: 

PF:PP = PT: PT; 
oder: PF:PP = PS :PS; 
went PS ber ſenkrechte Whftand bes Ellipfenpunttes P von der Leite 
finte d, und S der Durchfchnittspunft von (P—8) mit (T7- D) ift. 
Die legte Proportion läßt fich nun auch fcbreiben: 
PF: PP =PS:PS— DD, 

woraus folgt: PF:PF—PP=PS:DD, 


ober: PF: PEF =PS:DD. 

Nac Lehrſatz 7. aber verhalt fich (indem S an die Stelle bes dorti- 
gen T, tritt): PS:PF = 1:6; alfo iſt: PS =——=—>.PF. Man 
bat alfo: 


PF: PF = —. PF: DD; 


e 
folglich: PPC. DD. 


Fällt man von TF auch ein Loth TP’ auf ben anderen Brennſtrahl 
og P), fo ift in ben Dreteden PTP’ und PTP Seite PT = Seite 
T, (TPP =/ TPP = IR, / TPP! = / TPP nach Lehrſatz 13., 
alfo ift A. PTP’ 2S A PIP, 
Weißenbornu, Projection. 31 
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alfo: PP’ = PP; : 
baber: WP’ = FP + PP= FP + FP — PF; 
oder: FP’ = FP + FP ——-DD; 


alfo nad Lehrſatz 8. 
FP’ = 2a — —- DD. 


Man fann alfo fagen, da, wenn man um ben Brennpuntt F mit 
bem Radius FP einen Kreis befdreibt, berfelbe von (T— P), unb, 
wenn man vom Brennpunft FX mit bem Radius EYP’ einen Kreis 
beſchreibt, derfelbe von (7'— P’) berithrt wird, und ba die Linge von 
FP und F bet einer und derfelben Cllipfe nur von der Strecke 
DD abhängt, und dieſe immer diefelbe bleibt, fo lange man einen 
Puntt T auf derfelben Geraden (T— D) anuimmt: 


22. Lehrſatz. Bieht man irgend eine Gerabe parallel 
zu einer eitlinte d einer Ellipſe, zieht von beliebigen 
Puntten T dviefer Geraden jeeine Langente pan dte Ellipfe, 
sieht die Brennſtrahlen FP, FP nad bem Berührungs— 
punfte P derſelben und fällt dann von T Sentredte TP, 
TP’ auf diefe Brennftrablen FP, EYP’, fo berühren diefe 
Senkrechten TP, TP’ alle je einen Kreis K, K’; ber Mittel- 
punft bes einen K ift F, ber des anberen K’ ift BY, und 
thre Halbmeffer find conftant, wo aud immer der Punt 
T auf dev einmal angenommenen Geraden (7 — D) gewählt 
fein mag. Stets ift bie Gumme der Radien ber beiden 
berührten Rreife gleih ber großen Axe dev Ellipfe. EP 
+ E’P’ = 2a. 

Nimmet man insbefoudere fiir bie Gerabde (7 -D) die 
eine Leitlinie d ber Ellipfe, fo geht ber eine Kreis K in 
einen Punkt aber, ndmlid in den Brennpunft F, deffen 
Polare die d ift, ber Halbmeffer des anderen Kreifes ijt 
bann gleich ber großen Are 2a. Fig. 179. 

Legteres ergiebt fic) fofort, indent man die Strede DD = 0 
annimmt. 

Da ferner immer PPPMPDP und PP’ = PP, und TP’ 
FP’, TP __ FP ijt, fo fieht man fogleicd: 

23. Lehrfag. Feder Puuft P bes Umfanges einer 
Gllipfe ift der Mittelpunkt eines Kreifes (mit dem Halb— 


meffer PP=PP’), ber zwei anbere reife K, K’, beren 
Mittelpuntte die Brennpuntte F, FY dev Ellipfe find, und 


beren Halbmeffer (P= —.DD und PP’ = 2a— —-DD) die 


grofe Ure 2a ber Ellipfe zur Summe haben, ungleidartig 
berubrt. Sind die Halbmeffer der beiden Kreife bezäüg— 
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lich gleih a—e und a-+e, fo berührt bie Ellipfe betde 
Kreiſe ungleidartig, : 

Letzteres war ſchon in Lehrſatz 21. dargethan. 

Denken wir uns den Kreis um P mit tem Radius PP— PP’, 
ber alfo die um F und FY gefdlagenen Streife ungleichartig berührt, 
conftruirt, und giehen bann (P— P’), Fig. 180., fo ſchneidet diefelbe 
bie Gentrallinie (F — EF’) verfelben im inneren Aehnlichfeitscentrum >’ 
ber von F und F'geſchlagenen Kreiſe nach § 15. Lehrſatz 47. Trifft 
nim dieſer Wehnlicleitsjtrahl ben legteren diefer beiden reife, der 
burch K’ begeichnet werden mag, jum zweitenmale in P’,, fo muß 
—— (F—P) fein, nach 8 15. Lehrſatz 2. Schneidet num 
(EY — P’,) vie Ellipſe in P’, fo find FP und FP’ parallele Brenn⸗ 
ſehnen. Zieht man nun von P durch den Mittelpunkt M ber Ellipſe 
einen Durdhmeffer, der vie Gerade (H”Y— P’,) in einem noch unbe⸗ 
fannten Buntte &, treffe, fo ijt in ben Dreieden MFP und ME“? 
MF = MF, /'FMP = / FM@, ale Scbeltelwintel, / MFP 
= / MY@, als” Werdbfelwinkel, alfo A MFP SA MF, alfo 
M@, =MP. Es muß alfo £, der zweite Endpunft bes von P 
aus gezgogenen Durchmeſſers ver Cllipfe fein. Yun aber fchneivet 
(KY — P’,) die Gllipfe in P’, e8 muß alfo %, nach P’ fallen. Es 
ift nun alfo im dem Bierede FPE’P’ M der Durehfchnittspunkt der 
Diagonalen, und zwar ijt MF =— MEY, MP = MP’; e8 halbiven 
fih alfo bie Diagonalen; folglicd ift bas Viereck FPE’P’ ein Paralles 
logramm, folglid EYP = FP’ und (EY—P){|(F—P’). Ferner iſt 
leicht gu feben, dag (F—P’) ben Rreis K in P, fchneiden muf, 
wenn P, der gweite Durchſchnittspunkt der Geraden (P’— P) mit K 
ijt. Denn, da (P’— P) ober (P’— P,) ein Achnlichfeitsftrahl von 
K und K’ ijt, fo ift (F-—P,) ||(F’-P) ba P, und P’ homologe 
Puntte ber Achnlichfeit find. Es ift aber auch, weil bas Viered 
FPFP’ ein Parallelogramm iff, G"°—-P)\|\(F-P); alfo fallt 
(F-P’) mit (F—P,) gufammen, e8 ſchneidet daher (F— PY) den 
Kreis K in P,. Ebenſo, wie nun (T— P) auf (F-P), (T-P 
auf (EY — P’) fentrecht fteht, fo fteht aud (7’—-P,) auf (F- P, 
(T’—-P’,) auf (F- P’,) fenfrecdht, wenn ZT’ der Durchſchnittspunkt 
ber an P’ gelegten Tangente p’ mit (7—D) iſt. Denn nach Lehr⸗ 
fag 22. beriihrt eine von 7’ auf (E’—P’) gefällte Sentrechte den 
Kreis K’ im Endpuntte des auf (F’ — P’) liegenden Halbmeffers. Rieht 
man alfo (T’—P’,), fo mug dieß Tangente an K’ fein, ebenfo (7’— P,) 
Taugente an K. Nun find P und P’, P, und P’, nidthomologe 
Punkte ber Achnlichfeit far vie Kreiſe K, K’, es tft alfo nach § 15. 
Lehrſatz 8. und Erklärung 15. bie Gerade (7 — T’) die Potenglinie 
ver beiden reife K, K’, ba fic) bier die Dangenten an nichthomo⸗ 
logen Puntten ber Achnlichfeit fchneiden. Ferner tft, da PP’ ein 
Durchmeſſer der Ellipfe ijt, bie Tangente p’ parallel ber Langente p, 
mid dba (F — P) || (F- P’) ift, fo iſt “/ TPP=/ TPP’,, ferner 
ft 7 PPT=/PP,1'=1R, alfo A PPTxAPP,T (oie 

31* 
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inte PP’. ift in der Figur nicht gegogen) alfo verhält fid) PT 
:PT’ = bP: PP’ 1. G8 find alfo T wad T’ bomologe Puntte 
per Aehnlidfeit ver beiden von P und PY mit ben Radien beziiglid 
.PP=PP, P'P,=PP’, befchriebenen reife, die k und k’ beifen 
folfen. Es liegt alfo bas eine Achulichfettscentrum, und gwar in uns 
ferem (alle, ba (7 — 7”) die Centrallinie (P— P’) von k, k’ auf ber 
Strede PoP’ fcneidet, das dugere Aehnlichkeitscentrum von k, k’ 
anf (T-T’). Da dafjelbe zugleich auf der Centrallinie (P — P) 
fic) befinden mug, nad) § 15. Lehrſatz 3., fo mug der Durchſchnitts⸗ 
punft S von (7- T’) und (P—P’) das äußere Achnlichfeitécentrum 
von k, k’ fein. Da ferner (P- P) || (P’—P,) (weil OF’ P) 
|e PD ift), und (P— P) || (P’— P’;) Aft (well Gr — P) | CF - P) 
t), fo ift (P’—P,) oder (P— P’,) ein Aehnlichkeitsſtrahl ber reife 
k, k’, und geht alfo durch das Aehnlicfeitscentrum S. Es ſchneiden 
fid) alfo (P -P’) und (P’— P’,) im Buntte S der (T- 7’). Da 
nun nad) Lehrſatz 22. bie Kreiſe K, K’ jteté diefelben bleiben, wo man 
aud den PBuntt J auf ver Geraden (7 - D) ober (T7? T), und alfo 
auc) der Punft L, wo man immer den Durchmeſſer PP’ ver Ellipſe 
aunimmt, unverandert bleibt, weil er mur von ber Größe und Lage 
per Streife K, K’ abbangt, fo erhalt man gwar fir S immer andere 
Punkte, viefelben liegen aber ftets auf (7— 7"). Es ſchneiden fid 
affo, wenn man für PP’ einen beliebigen anderen Durchmeſſer, er 
heife 3. B. MIN’, wählt, ben Durchſchnittspunkt ber zugehoͤrigen an- 
genten 2, « mit (7'— 7’) beftimmt und von bieraus Tangenten an 
K, K’ legt, bie Gerade (I1— 11’) und die BVerbindungégerade der vier 
Berührungspunkte diefer Tangenten, bie aber durch 2 geht, in einem 
von S verfctedenen Punkte 4 ber aber auf (7- 7”) fich befindet. 
Indem man alfo immer andere und andere Ellipſen⸗Durchmeſſer und 
alfo aud immer andere Punfte Z wählt, erhalt man eine Rethe von 
M und eine Reihe vow &’ ausgehender Strablen, alfo zwei Strabl- 
büſchel mit ben Scheiteln M und 2’, und je ein Strahl des Büſchels 
M ſchneidet fich mit je einem Strable bes Büſchels 2’ anf der Gera: 
ben (T'— T’). G8 Tiegen alfo die Strahlbüſchel M und >’ perfpecti- 
viſch und find alfo conform. Zugleich entfteht aber auch bei F (and 
bet FY’) ein Strahlbüſchel, non ver Befchaffenheit, daß derfelbe Strabl 
(F —P) (ober (EY—P)), der einen Strahl (M—S) des Büſchels M 
in einem Buntt P der Ellipfe ſchneidet, den ihm entfprechenden Strahl 
(2’—S) des Büſchels >’ in einem Punkte P des Rreifes K (oder 
einem Punkte P’ bes Kreifes K’) ſchneidet. Man erfennt daber fos 
fort, bag man bebaupten fann: 

24. Lehrſatz. Cine Ellipfe ift jedem ber beiden in 
Lehrſatz 22. erwähnten Kreiſe K, K’ perfpectivifd collie 
near; und gwar liegt ber Scheitel bes einen, bie perſpec— 
tiviſche Collineation beſtimmenden, Strahlbüſchels im 
Mittelpunkt M ver Ellipſe, ber Scheitel bes anderen im 
inneren Wehnlidleitspunutt 2 der Kreife K, K, bas Colli— 
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neationScentrum im Centrum F ober EF’ eines ber beiden 
Kreiſe K, K’; vie CollineationSaze ift ftets bie Potenge 
finite ber beiden Kreiſe K, K’. Fig. 180. *). 


Befonders bemerfenswerth ift noch der von LD’ ausgehende Strabl, 
(2’— 8’) ber fenfredt auf der Richtung ber grofen Are der Ellipſe, 
alfo ſenkrecht auf (A— A”) ift. Der homologe Strahl der perfpecti- 
vifcen Gollineation geht dann alfo durch M und muß den von 2’ 
anégehenden auf (T— 7’) ſchneiden. Allein, ba in bem angenommenen 
Galle diefer parallel gu (T— 7) ift, fo mug auch der homologe Strahl 
in M parallel (7 — 7”), mithin fenfrecht yu (A — A’) fein, und daber 
mit ber Richtung der kleinen Ellipfenare zuſammenfallen. 

Da ſchließlich in ven perfpectivifd coflinearen Syſtemen ben Kreis⸗ 
tangenten (P— T), (P,— T’) dte Ellipſentangenten P- 7), (P'— 7’) 
bomolog find, und legtere, weil PP’ ein Durchmeſſer ift, parallel find, 
fo muß ber Durchſchnittspunkt von (P— 7T) und (P,— T’) ein Punkt 
ver Gegenaxe des von den Strahlbifdeln 2’ und F gebildeten Sy⸗ 
ftems fein, nad § 7. Erklärung 19. Zugleich ift nad § 8. Lehr⸗ 
fag 10. die Gegenaxe diefes Syſtems parallel zur Collineationsare 
(T— T"), alfo ſenkrecht zu (A— A’) ober (F — FY); ferner mug ber 
Durchſchnittspunkt der RKreistangenten (P—T), (P,-— T’) ein Puntt 
ber Bolaren des Punktes L’ fein, und die Polare von & ſelbſt ijt naw 
§ 15. Lehrſatz 7. fenfreht gu (F— EF’). Es ift alfo die Polare von 
L’ felbft vie Gegenaze des Shftems 2’, F. Man ſieht alfo, da ein 
Gleiches fic) ebenfo vom Shftem x’, EF’ zeigen läßt, 

25. Lehrſatz. Die Polare des Aehulidleitscentrums 
y’ per Rreife K, K’ fiir ben Kreis K tft bie bem Syſtem 
2, F zugehörige Gegenare; vie Polare deſſelben Aehn— 
lidfeitscentrums £ ber Kreife K, K’ fiir den Kreis K’ ift 
bie bem Syſtem LV, FY gugehbrige Gegenore. 


§ 17. 
Die Hyperbel. 


Obgleih eigentlich, wie bet ver Betrachtung ver Ellipfe die des 
einfachſten Galles, nämlich des Kreifes vorherging, fo auch bier ber 
Unterſuchung ber gemeinen Hhperbel die ber gleichſeitigen vorausge— 
ſchiktt werden follte, fo mögen doch, da die gleichfeitige Hyperbel, weil 
fie nicht fo leicht als der Kreis conftcuirt werden kann, nicht die praf- 
tiſche Bedeutung hat, wie diefer, hier beibe Hyperbelarten gujammen- 
gefagt werden. 





*) Jn Betreff ber Confiructionen, die fid) aus biefem und dem analogen, fits 
Hyprbel und Parabel beſtehenden Sage für die Kegelſchnitte abfeiten laſſen, vere 
reifen wir auf Paulus: ,,Grunblinien ber nencren Geometric”, Seite 153 -- 173., 
und bie dieſem Werle angefiigte Aufgabenſammlung. 
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Wir faben mm in § 11. Seite 348. daß, wenn man in einer 
gleidfeitigen Hyperbel zwei Punkte F., F,, fucht, deren Entfernung 
vom Mittelpunkte M gleid) ay 2 ift, die Differenz ber von ihnen nad 
irgend einem Gurbvenpunft gegogenen Geraden gleid) der Axe ift. 
Wegen ber Aehnlichkeit dieſes Gefeges mit bem in § 16. Lebrfag 8. 
von dev Ellipſe ausgefprodenen, nennen wir dieſe Punktte F,, F, 
Sig. 137., auch bet der gleidfeitigen Hyperbel: Brennpuntte. Ferner 
faben wir, in § 11. Seite 350., dag jede gemeine Hyperbel perfpecti- 
viſch affin ift mit einer gleicdfeitigen, bie mit ihr denfelben Miittel- 
puntt unb eine Ure hat, gleich der grofen Axe ber gemeinen Hyper: 
bel. Wir beftimmten ferner in der Ricdtung ber grogen Axe derfelben 
zwei Puntte F,, F,, Fig. 139., indem wir durd den Endpunkt der 
fenfrechten Axe der gleichfeitigen Hyperbel eine Parallele gur großen Axe 
zogen, und von ben Durchſchnittspunkten derfelben mit der gemeinen 
Hyperbel Lothe anf deren groge Axe fallten. Da auch fiir diefe fo 
gefundenen Puntte F,, F, die Differeng jeder gwei nach einem beliebi- 
gen Gurvenpuntte gezogenen Geraden gleich ber grofen Axe ift, fo 
nennen wir aud bei der gemeinen Hyperbel diefe Punkte: Brennpuntte. 
Man fagt vaber allgemein: 


1. Erflirung. Yu jeder, gleidfeitigen oder gemeinen, 
Hyperbel heifen die Punfte F,, F,: „Brennpuukte oder Foci” 
ber Hhperbel. Fig. 187., Fig. 189. 

Wir Hatten fobann in der gemeinen Hyperbel bie Polaren d,, d, 
biefer Punkte gefudt. Da ein Gleiches auc) bei der gleichſeitigen Hy: 
perbel gefdeben fann, fo fagt man allgemein: 

2. Erflirung. Die Polaren d,, d, der Brennpuntte 
F,, F, heißen die ,,Qeitlinien oder Directrices” ber Hyperbel. 
gig. 139. } 

Ferner definirt man die Entfernung MF, = MF, 


3. Erklärung. Die Entfernung e ber Brennpuntte 
F,, F, von bem Mittelpuntte M hetft dite: ,lineare Green: 
tricitdt” ber Hyperbel. Fig. 137., Fig. 139. 


Dagegen: 
4. Erklärung. Der Quotient — aus der linearen 
Excentricitat e und ber grofen Halbare a heißt die: ,,an 


meriſche Grcentricitét’ ber Hyperbel. Sie foll im Folgenden 
burd « begetdnet werden. Fig. 137., Fig. 139. 

56. Erflirung. Die begrengten Geradenp,,p., welde 
von den Brennpuntten F,, F, aus nach irgend einem Puntt 
P im Umfange ber Hyperbel gezogen find, heißen: , Wrenn: 
ſtrahlen“ ber Hyperbel. Fig 137., Fig. 139. 

Wir ſahen ferner § 11. Seite 352., dak bei der gemeinen Hy⸗ 
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perbel ftets —>1 ift; ba nun bei ber gleicfeitigen Hyperbel e=ay 9, 
alſo — = 2, mithin aud) > 1 fft, fo fdnnen wir allgemetn fagen: 


6. Lehrſatz. Die numerifde Ercentricitdt « jeder 
Hoperbel ift größer als 1. 

In § 11. Seite 352. fahen wir ferner an der gemeinen Hy. 
perbel, was fich auc) an der gleicfeitigen leicht geigen läßt, wie in 


§ 11. Seite 349. geſchehen ift, indem — —= V2 ift, dag die ſenkrech—- 


ten Abſtände T,P, TP eines Hyperbelpunttes von ben beiden Leit- 
linien fic) gu den zugehörigen Brennftrahlen verhalten wie l:«. Man 
bat alfo bert 

7. Qehrfag. Die fenfredhten Abftinde T,P, TP eines 
Punktes P einer Hyperbel von den bheiden Geitlinien dy, 
d, baben je gu den Brennftrablen, die von Pnad den Brenn- 
puntten, begiglid F,, F, gehen, welde die Pole von d,,d, 
find, ein conftantes Verhältniß, nämlich wie die Cinbheit 
jur numerifden Excentricität. T,P:o,=1:e; T,P:p, 
=l:e. Fig. 139. | 

Die in § 11. Seite 348. und 352. bewiefenen Gefege können 
wit ferner fo audfprecen: 

8. Lehrſatz. Die Differeng ber zwei Brennftrablen 
Pi Par Die von ben beiden Brennpuntten F,, F,, nad dem— 
felben Punkte P des Umfanges ber Hyperbel gezogen 
find, ift conftant, und gwar gleich ber grofen Are 2a der 
Hoperbel: p,—p,—2a. Fig. 137., Fig. 139. 

Iſt, Fig. 181., P irgend ein Punkt einer Hhperbel, p, p’ feine 
von den Brennpunttern F, EY ansgehenden Brennjtrablen, und tragt 
man von P aus nad ben Punkten FY, F, auf ⸗, p begiiglich die 
Streden FP, FP ab, fo daß alfo PF = PF, PF’= PF’ ift, fallt 
fodann von P aus auf die Geraden (F-F), (F’— F’) Perpendifel, 
welche dieſe Linen bezüglich im w&, wb’ treffen, fo läßt fic) ein analoger 
Gag, wie ber in § 16. Lehrfag 9. vow der Ellipſe aufgeftellte, be- 
weifen. Es ift nimlih A\ FPF und HPF’ gleichſchenklig, alfo 
EF in &, FF’ in &’ balbirt. Oa nun PF anf PE, PF’ anf PF 
fallt, fo mug &’ in ber Berlangerung von P& fliegen, oder (P — &), 
(P— so’) miiffen in diefelbe Gerabe fallen. Nun ift FE’ in M hal: 
birt, alfo mug (M—&) || (F’- F), (M-X) || FF) fein. Es 
verhält ſich alfo: 

FM: FF =MA: FF; PM: FF =Mw: FF’; 
ober, da FF = FF’ = p'’— p= 2a, not Lehrſatz 8., und FF 
= MF +- ME’ = 2e ift, 
e:2e = M&: 2a; e:2e = M&’: 2a; 
alfo: MA = a; M.A’ = a. 


488 § 17. Die Hyperbel. 


Man fieht alfo: 

9, Lehrſatz. Conftruirt man ein gleidfdenfliges 
Dreied FPF (over WPF’), deffen Spike P auf ber Peri— 
pherie ber Hyperbel liegt, deffen einer Schenkel der eine 
Brennftrabl pes Punftes Pift, unddeffenanderer Schenkel 
auf bemanberen Brennftrabl nad dem zugehörigen Brenn- 
punfte zu liegt, fo liegt ber Fugpuntt & (oder &’) des von 
per Spige P auf vie Bafis FF (oder FF’) gefallten Per- 
pendifel$, ober der Halbirungspunft ber Bafis auf der 
Peripherie eines Kreifes, ber den Hyperbel-Mittelpuntt 
zum Centrum und bie große Halbaze der Hhperbel gum 
Radius hat. Fig. 181. 

Es fei, Fig. 182., eine beliebige Tangente «, an einen Punft A, 
einer Hyperbel gelegt, beren Aſymptoten r, q find. Berbinden wir 
A, mit dem Mittelpuntte M ber Hyperbel, und denfen uns turd M 
einen Gtrabl parallel gu a, gegogen, fo ift derfelbe ber bem ir 
lichen Durchmeffer (- A,) conjugirte nad § 11. Lehrfag 50. 6). 
Nach bemfelben Sage ift dann diefer Strahl ber dem Strable (M—A,) 
zugeordnete harmoniſche, indem die Aſymptoten r, q bas andere Paar 
jugeorbneter Strablen find. Da nun der eine von M ansgebenbe 
Strahl parallel «, ijt, fo mug Pimktreihe «,,oFA, A harmoniſch, 
alfo A, ber Mtittelpunft der Strede TA fein. Man erhalt alfo den 

10.a. Lehrſatz. Die gwifdhen ben Afymptoten liegende 


Strede TA irgend einer Tangente a, einer Hyperbel 
wird durch ibren Berührungspunkt A, balbirt. Fig. 182. 


Iſt nun @’, bie Tangente am anderen Durchſchnittspunkte A’, 
des Durchmeffers A, A’, und find c,,2, ein beliebiges Paar anderer 
Cangenten, fo ift nach § 11. Lehrſatz 6D. 

Punktreibe «,,A,C,@,co A Punktreihe «’,,00C' OA’; 

A,©, A, woe’, wl’, 
oder: ——_—_— — ——— — — ————_? 


woraus folgt: A,C,-O',0', = A’, ®',-€,0,; 


1~~1) 
alfo auc: 
A, f,- 9,8’, + A,S,- A’, O’, = A’, ®’,- €,.O@,+A4,2,-A’,®',; 
ober: A,©,-A',o'", = A,®, - A’, O,. 


Da dieß für jede beliebige Langenten c,, 2, gilt, fo fann man auc ftatt 
einer derfelben eine Ufymptote, r ober q, wählen. Da nach Lehr. 
jag 10.0, A, = A,A ift, fo ift alfo, wenn man AT =A,A 
=b, fest, bo AT =A'IY=A’,A’ ijt: 

A,o,-A’,o'", = b?. 
Gon der Umfehrung diefes Saves überzeugt man fich ebenfo, wie bei 
ver Gilipfe. Man erhalt alfo den 


10.b, fehrfag. Das Redted A,C,-A',C’, (ober A,®, 
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-A’,®’,) aus ben Abfanitten, weldhe eine beliebtge Tan— 
gente o, (ober 2,) auf ben Tangenten a,, a’, in den Ends 
punften A,, A’, eines beltebigen Ourdmeffers ver Hy— 
perbel abfdneivdet, tit von conftanter Größe, und zwar 
gleih bem Quadrate der halben Strede, bite auf etner 
per beiben Tangenten a, oder «, bon ben Afymptoten 
ber Hyperbel abgefdnitten wird, ndmlid —b,?: und ume 
gefebrt: 

Schneidet eine Gerade 2, bie Tangenten a,, a’, fo, 
pag A,®,-A’,®’, =b? ijt, fo ift bie Gerade 0, etne Lane 
gente an die Hyperbel. Hig. 182. 

Nimmt man fiir A,, A’, die Endpunfte A, A’ ber großen Are, 
alfo fiir a,,«,, die Scheiteltangenten, fo wird b, die fleine Halbaze b. 
Man ann alfo fagen: 

11. a. Lehrſatz. Das Rested AS-AC’ aus den Abſchnit— 
ten einer beliebigen Tangente o auf den Scheiteltangen— 
ten a, « bat einen conftanten Inhalt, ndmlidh ben bes 
Quadrats der kleinen Halbaxe, = b?. 

Da ferner die Berührungspunkte der Wjymptoten.r, q, Fig. 183., 
im Unendlicden fliegen, ihr Durchſchnittspunkt aber der Mittelpunkt ift, 
fo ift nah § 11. Lehrſatz 65., wenn c eine beliebige und = eine 
Seheiteltangente ift: | 

Punttreige r.MBCo Punktreihe q, oB’/CM; 


: MB MC’, 
oder: Ca > CB’? 
alſo: MB. C’B’ = MC’. CB; 


ober: MB - (MB’ — MC’) = MC’ - (MC — MB); 

ober: MB-MB’—MB-MC = MC- MC’ —MB-MC’; 

alfo: MB.- MB’ = MC. MC’ 

Gs ift aber MB’ = MB, alfo MB- MB’ = MB2= MA? 4 AB?, 
oder, dba MA die grofe, AB die kleine Axe tit, MB - MB’ = a?-+ b2, 
alfo — e?; 

folglich: MC - MC’ = 02. 

Man fiehi alfo: 

li.b. Lehrſatz. Das Redted aus den Entfernungen 
ber Schnittpunkte irgend einer Tangente c mit ben 
AfHmptoten vom Mittelpuntte einer Hyperbel tft cone 
jtant, unb gwar gleid bem Ouabrate der linearen Excens 
tricitit MC-MC’=e2, Fig. 183. 

Da nach § 11. Lehrfag 50. B) fowohl a als «’, wenn man ies 
mit bie Scheiteltangenten Fig. 183. begetchnet, fenfrecht auf (A—A’ 
ftehen, fo find nad § 2. Lehrſatz 14. und Erklärung 15., «, (A- A’); 
(A -A), die entfprecenten Strahlen der rechten Winkel. Zieht 
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man ferner von A und A’ die Straglen m,n; m’, n’ nad den mend⸗ 
lid) entfernten Punkten ber Hyperbel, fo ijt m || m’ || r, n || n’ |] q. 
Da nun nad § 11. Lehrſatz 51.8) die große Axe den Afymptoten: 
winkel balbirt, ſo ‘halbirt fie auch die Winkel mn und m'n’. Bezeichnen 
wir nun bie Richtung der grogen Halbare kurz mit s, fo ijt alfo 
73m = fam’; /en=/sn’. &8 find demnach m und m’; n imd n’ 
bie in § 3. Lehrſatz 9. mit g, g; h, h’ bezeichneten Strahlen. Es muß 
alfo, wenn wir von A, A’ nach einem beliebigen Punkte P ver Hyperbel 
Strahlen p, p’ giehen, nach § 2. Lehrſatz 17. fein: 


tang sp · tang sp’ = tang? sm = tang? sm’ = tang? sn = tang? sn’, 


ober, da tang sm = tang sm’ =.... = tang sr == tang sq => 
= AB? ig. 
~ AM” a T° 


tang sp - tang sp’ = tang? sr = tang? sq = 0). 
Hieraus folgt der 


12. Lehrſatz. Das Produkt ber trigonometrifden 
Cangenten der Winkel sp, sp’, welde die Verbindungsge— 
tabden eines beliebigen Hoperbelpunttes P und der Scheitel 
A, A’ mit ber grofen Are ber Hyperbel bilben, ift con- 
ftant, nämlich gleidh bem Quadrate ber trigonometrifden 
Pangente des Winkels, den je eine Aſymptote mit der 
Ure bildet, ober gleih dem Quabrate des Ouotienten aus 
ber grofen in die kleine Halbaxe. Fig. 183. 


G8 feien ferner, Fig. 181, A, +’ bie nach Lehrfak 9. gefunde⸗ 
ren Punkte %, he’, fo ift alfo FL = FL, PA’ FA, (M— &) 
||" - F), (M- &’) || F- FF’). Da nun &, &! auf der Peripherie 
eines um M mit bem Radius MA — MA’ = aa beſchriebenen Sreifes 
fliegen, und / FY’ = 1K ift, fo mug er über bem Halbfreife fteben, 
e6 muß alfo (—M) bie (FY— AX’) in einem Punfte vw’, (&’— M) 
pie (F —&) in einem Punkte vb der Peripherie des Sreifes ſchneiden. 
Da nun (vd’—K) ober (— M) || (F’— F), (vb — be’) ober (ce! — M) 
|| F TQN ift, fo find bie Vierede UE F&, WEF’ Parallelogramme, 
aljo wT’ — Fl, WE FA, folglich, weil Fe = Pub, Fh! — WR’ 
war, VY — FA; wv FA und 

bE . · FA. 
oy ift aber auch, ba F ber Durchſchnittspunkt ber Secanten Fs, 
A’ ift: 
Fab - FA = FA’. BA; 

aljo aud) WE. wh” = AF. AF = (e—a) (e+ a) = 0? — a2; 
oder: WE . wh’ s b?; 

alfo aud: doi. M = b?, 

Bieht man nun die Scheiteltangenten a, «, die von (&—W’) bezüglich 
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in L, L’ gefchnitten werden, fo ift A TF& ~/A\ TLA, A TRA! 
wo /\TL’A’. Alfo verhalt fid: 
TA: F& = TA: LA; Tob’: Yt’ = TA’: LA’; 





a —. TA ? oAr TA’ ’. 
alſo ift LA = 2%. Fs; DA = ao, Pa; 
bager: LA. LA’ == TACT!’ in. Pe’, 


Todo - Too 
Da aber F der Durchſchnittspunkt der Sehnen AA’, od’, ift, fo iſt 
TA- TA’ = T&- Tr’ alfo: 
LA-LiA’ = FA. Pb’; 
alfo, ba Fa - FA’ = b2 war: 
LA -L‘A’ = b?, 
Es ift alfo nach ber Umkehrung von Lehrfag 9. (& — A’) eine Tan- 
gente, und man bat, ba fie den Winkel PF halbirt, den: 


13. Lehrſatz Die Tangente (&— A’) tn einem Punlte 
P der Hyperbel halbirt ben von den zugehörigen Brenn— 
ftrablen p, p gebi{beten Winkel. Fig. 181. 

Bugleich können wir ben Sag, daß EF, bꝰ war, fo aus⸗ 
ſprechen: 

14. Lehrſatz. Das Rechteck aus den beiden Perpendi— 
keln Fa, Fb’ bie von den Brennpunkten F, auf irgend 
eine beliebige Zangente (AL) ber Hhyperbel gefallt find, 
bat einen conftanten Inhalt; berfelbe ift nämlich gleich 
bem bes Quadrats ber kleinen Halbaze. Fu. HA’ = bi, 
Sig. 181. J 


Es ſeien von einem Punkte T gwei Tangenten an eine Hyperbel 
gezogen, bie entwebder, Fig. 184. a., benfelben, oder, Fig. 184. b., vere 
ſchiedene Aeſte berfelben, in P, P’ beriibren; von den Brennpunkten 
F, F’ feien auf fte je eine Genfredte, Fr, Fb’ gefällt, fodann die 
Brennftrahlen FP, EYP’, FP’, FPP gezogen, und anf legteren die 
Streden PF = PE’, PF=PF abgetragen, fo find die Dretede 
FTF, FTF’ gleichjdentlig. Zugleich entfteben noch ein Baar Dreiecke 
FTF’, FTE’. Qn ihnen ift: 

FF’ = F’F (= 2a) 


ferner: TF = TF 

TF = Tr’ 
alfo: A FTF SA FTF 
alfo: / ETF =/ FTF. 


Avdiren wir dieß im Falle 184.9. gu der Gleidhung /FTR = / FTF, 
oder fubtrabiren wir es im Galle 184. b. von ‘derfelben Gleichung, fo 
ergiebt ſich in beiden Fallen: 
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alſo aud, ba diefe Winkel von (T—&’), (T—%) halbirt werden, 
wenn wir ihre Halften bezüglich durch x’, x bezeichnen: 


— x; 
ober: L TA’ = 7 FT; 
ober: f/f ETP =/7 FTP. 


Ym Falle Fig. 184.b. folgt hieraus fogleic durch Addition bes 


Winkels P’TP: 
/ ETP =/ FIP’. 
Um etn Gleiches im Falle, der in Fig. 184. a. vorliegt, zu zeigen, 
venfen wir uns, Fig. 184. a’, P an die Stelle von P’, und P’ an vie 
von P gefegt, fallen wieder, wie vorbin von F auf vie jegige Zan- 
gente von P’ (die zugleich die Langente von P in Fig. 184. a. ift) 
ein Loth Fe’, und von F auf die Langente des jegigen Punktes P 
ein Voth Fe, ziehen wieder FP, FP’, FP’, FP und machen auf 
legteren beiden je PF’ = PE’, PF=PF, fo find bie Dreiede 
FTF, ETF’ gleichſchenklig. Zugleich entftehen noc) ein Paar Dreiede 
FTF’, FTE’. Sn ibnen ijt 
FF’ = ¥’F (= 2a) 


TF = TF 
| Tf =] ITF; 
alfo AFTF SA FTF; 
folglich {¥TF'’=/ FIF; 
alfo: Y/Y FPTF—/ FIF =/ FTF—/ FIF 
ober: /¥FTUF =/ FTF; 


alfo auch, ba bie Dreiede PTF’, FTF gleichſchenklig find, 
ober: 180°— / FTP’ = / FTP, 
d. h. wenn wir wieder gu Fig. 184.0. zurückkehren: 

180°— f FTP = / FTP’. 
Wir haben alfo in dbiefem Falle: - 

Z ¥TP’ = / FIP; 180°— /FTP=/FTP. 

Man fann alfo, wenn man nur immer die zugleich fpigen und gugleid 
ftumpfen Winkel berückſichtigt, aud hier fagen: 


15. Lehrſatz. Fe gwei Langenten einer Hyperbel 
bifben mit den Geraden, weldhe ihren Durchſchnittspunkt 
T mit ben Brennpunften F, F verbinden, gleihe Winkel. 
Z¥ETP = / FTP; 180°—-/ FTP=/ FIP. Fig. 180.4; 
ZETP=/FTP; (/FTP=/FTP. Sig. 180. b. 

Auns der Congruenz ber Dreiede FTF’ und FTE’ folgt ferner: 
{ TFF=/ TEF; / TEE =/ TEE’. 
Es ift aber im Falle Fig. 184.a.: 
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J TRE = / PPR —/ TEP sz / PEF 
—7 TRF = 7 TEP 


und es ift / TEF=/ TEP; 

alfo haben wiv: f/ TEP =/7 TEP" 

Ferner ift: / TEF’ = 180° —/ TEP’; 
und ZL TF = / WFF —/ TFF 


= 180°— / PFF — / TFF 
= 180°— / PFF — / TEF 


= 180°— / TFP. 
Es ift alfo: 180°— / TFP’ = 180°— / TFP, 
und daber: 7 TEP’ =/ TFP. 


Man hat baher in Fig. 184.a.: 
ZTFP=/TFP; 7# TEP =/7 TEP; 
ober: ZL PEFR =2-/ TPP =2-/TFP; 
/ PFP =2-/ TEP =2.-/ re 1 
Gn Sig. 184.b. ijt: 7“ TRF = 180°— / PF F —/ TPF 
= 180°— / PF F —/ TFF 


= 180°— / TFP’ 
Ferner ift: / TRF =/ TFP; 
alfo, da / TEF=/ TFF ijt, weil A FTF 
| LA FTF war, 
180° — / TEP’ = / TFP. 
Zugleich ift / TEF =/ TEP; 
und / TRE =/ FFF —/ TFF 


= 180°— / PF¥F — / TFF 
=: 180° / PEF —/ TFF 
= 180°— / TFP; 
alfo, ba / TFF =/ TFF’ ijt, weil A FTF 
L/AFTF war, 
/ TFP = 180°—/ TFP. 
Man hat baher in Fig. 184.b.: 
180°— / TEP = / TFP; 
/ TEP’ = 180°— / TEP; th) 
oder: LTR’ =/ TEP; / TER =/ TF. 

Es halbirt alfo bier die Gerade (F’ — T) den Nebenwintel LEP 
von PEP, und (F—T) den RNebenwinkel CFP von PFP. Man 
fieht baber: 

16. Lehrſatz. Der nach dem Pole T einer Sehne PY’ 
gezogene Brennftrabl (F-T), (F’—T) balbirt, wenn PP’ 
eine innere Sehne ift, ben Winkel, bezüglich PFP, PEP, 
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unter bem bie Sehne PP’ von dbiefem Brenupuntte F, F 
aus gefehen wird; wenn PP’ eine äußere Sehne ift, den 
Nebenwinkel deffelben. Hig. 184.0, Fig. 184. b. 


Sind drei Langenten an eine Hhperbel gegzogen, von benen zwei 
als feftliegend, die britte als beweglid) gedacht wird, fo können drei 
Galle ftatt habe; ndmlid) J. können die Berührungspunkte P, P’ der 
feftliegenden Tangenten an demfelben Gurvenafte fliegen, und zwar 1) 
fann ber Berührungspunkt &,, Fig. 185. a, ber beweglichen Tangente 
ebenfalls auf demfelben Afte fic) befinden, oder 2) der Berührungs⸗ 
puntt &, der beweglichen Tangente fann auf dem anderen Afte Liegen, 
dig. 185.a., 1. können P, P auf verfchiedenen Meften liegen, wo es 
bann gleidgiiltig ijt, auf welchem ſich & befinvet, Fig. 185. b. Diefe 
breil Galle follen burd 1), 2), 3) unterfcyieden werden. Man bat nun 
im alle 1) Fig. 185.0. /6, FO’ —/6, F?,4/0' Fe, 
oder nad) Lehrſatz 1I6. /6, FG’, =4/ PF?,+4/7 PFF,; 
alfo: Z8, FO", =4/ PFP’. 

Im Falle 2) ijt nah der Gleichung ++) oder Lehrſatz 16., da P und &,; 
P und 2, auf verfciedenen Weften ber Curven ltegen: 
180°— /t' FP =/t'F?,; 180°—/6,FP=—/6,F?,; 


oder: /@' FP =/,FE,; £O,FP=/6,FF,; 

alfo ift: / PF@, = 180°—2-/'F,; / PF®, = 180° 
—2-/6,F?,; 

folglich: / PF2, + / PFE, = 2-(180°— / 6’ FP, — / 6, Fæ,) 

ober: Z PFP’ = 2 - (180° - / 6, Fe’,); 

alfo: Z 6, FC’, = 180°— 4PFP’; 

ober: Z &, FC’, = 4(360°— 7 PFP’. 


Im Falle 3) Fig. 185.b. ift, ba P und & auf verſchiedenen, P’ und & 
auf bemfelben Aſte liegen: 


nad ++) 180° / GFP = / GF; 


ober: ZO@OFP = / GFE; 

alfo: Z PF? = / 180°—2-/ GFE; 

nad +) ift LP¥?S =2./ BEF; 

folglih: / PF® + / PF = 180°—2.(/ SFP — / GFF) 
ober: - Z PE? = 180°— 2. /&F’; 

alfo: Zf SF’ = 90°—4./ PFP; 

ober: Z SFC = 4(180°— / PFP’). 


Man faßt, inden man im Falle 2) unter / PFP’ ben convezen, im 
Salle 3) den Nebenwinkel verfteht, aud) diefe vrei Gefege gufammen 
unter ben 

17. Lehrſatz. In jeder Hyperbel erfdetut bas vor 
zwei feftliegenden Tangenten (T-P), (T—P%) auf einer 
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beliebigen britten Tangente abgefdnittene Stkd 6S, 
&6’,, SB’ von bemfelben Brennpunite F (odes F) aus 
immer unter bemfelben Wintel, nämlich unter einem Winkel, 
ber halb fo grog ift, als berjenige Winkel, unter bem die 
Berührungsſehne PP’ ber feftliegenden Langenten von 
demſelben Grennpuntte F (ober EF’) aus erſcheint. Fig. 
185.a., Fig. 185.b. 

Nehmen wir in Fig. 184.a. die Punfte P, P’ fo, bag (P— P’) 
durch den Breunpunft F geht, fo dag Fig. 186. entfteht, ſo ift 
ZPFP=I1R. Nach Lehrſatz 16. ift dann / PFT =4/ PFP,, 
alfo / PFT =1R. WDaffelbe gilt für jede gwei Langenten, deren 
Berührungsſehne durch F geht. Da nun T ber auf der einen Leit- 
finite d ber Hyperbel liegende Pol von (P— P’) ift, fo folgt aus § 4. 
Grfldrung 8. und § 11. Lehrfak 44. ſogleich der 

18. Lehrſatz. Yu jedem Brennpuntt F (oper EF’) einer 
Hyperbel entfteht cine rechtwinklige Involution. Fig. 186. 

Wird gugleich ftatt des Beriihrungépunftes &, in Fig. 185. a. 
ein Scheitel, 3. B. A der Hoperbel angenommen, Fig. 186., fo iſt 
nad Lebrfag 17. / CFC’ —4/ PFP,, aljo GFR’—1R. Alſo: 

19. Lehrſatz. Das Stid GG’ einer Sdceiteltangente, 
welches bon einem Paar Tangenten abgefdnitten wird, 
veren Berihrungsfehne (P—P’) durch einen ber Brenns 
puntte F (ober F’) einer Hyperbel geht, erfdeint von 
diefem Brennpuntte F (oder F’) aus unter einem redten 
Winkel. 

Steht insbefondere die Brennfehne (P—P’) fenkredt 
zur grofen Are, fallt alfo der Durchſchnittspunkt T in 
ben Durchſchnittspunkt D der Leitlinie d mit ber grofen 
Ure, fo wird / PFE => / CFA>= / OFA=/ PF’ = iR. 
fig. 186. 

? Gs fei ferner, Gig. 187., PP’ ein Durchmeſſer der Hyperbel, 
und an feine Endpunfte feien Langenten gelegt, die von einer beliebigen 
dritten Dangente, welche in F beriihrt, in G, G' gefehnitten werden; 
bie Punkte P, P’, G, B, feien fowohl mit F als mit burch Gerave 
verbunden. Zieht man nun noh (F—F), (R- FP), fo ift, va P' upd 
@ auf verfdiedenen, P und & auf demfelben Afte liegen, 
nach tf) 180°— / FP = /6F®; 
ober: LOFP = /6¥®; 
alfo: ZL PFE = 180°—2-./6F@; 
nach +) aber ift / PFY =—2-/8F®; 
alfo: APRE+/ PE = 180°—2-(/ OF? — / tb); 
oder: Z PEP’ = 180°— 2- / CFC; 
alfo: Zoo = 90°—4/ PFP’; 
ober : Z SER’ = 4(180° — PP’). 
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Ferner iit: 

nad ++) 180°— / 6Fe = / BFP’ 

ober: LOFE = / SFP’; 

alfo: L PE? = 180° —2-/6FP; 


nad tf) ift: ZL PF? =2- /&FP; 
alfo: / PF? —/ PF? = 2-(/6FP’ + / GF) — 180°; 


oder: J PEP’ = 2. (180° — / 6FE + / GFL)— 180°; 
— 2. / [180° —( / CFP — / GF) 
— 180°; 
= 2- (180° — / 6F&) — 180°; 
alfo: / PFP’ = 180°— 2. / GF’; 
folglic: / SEC = 4(180°— PFP’. 


Es ijt aber ferner in ben Dreieden PME, P’ME’: 
MF = ME’; MP = MP’; / PMF = / PMPF; 
alfo: Z\ PMF S&S A PMP’; 
folglid: Z PFM=/7 PYM; 
ebenfo ift: LZ PFM=/ PFN; 
alſo: /PFM + /PFM = 7 PFM + / PFM; 
ober: f LEP = 7 PIP: 
alſo ift: Z GEC = $(180°— PFP); 7 €F&’ = 4(180° 
—Z PYP); 
daher: / GEG’— / GEG’ = 4(180°— / PFP) — — 


alfo: / CFC’ — / 6’ — 0; 
oder: ZL SFR! = / GEC. 
Man hat alfo den bem Lehrfak 20. in § 16. analogen 


20. Lehrfak. Der Unterſchied ber Winkel GEC, CEC’, 
unter benen bie von zwei parallelen Tangenten auf einer 
beliebigen dritten Tangente abgefdnittenen Stide GS von 
ben beiden Brennpuntten F, F einer Hyperbel ans gefehen 
wird, tft gletdh Null. Fig. 187. 

Es feien, Fig. 188., ein Paar conjugirte OQurdmeffer conftruirt, 
bie Richtung ves wirklichen Durchmeffers fei (A,— A’,), die des Durd- 
meffers, ber bie Hyperbel nicht ſchneidet, fel (2G — It); P fei ein be- 
liebiger Punft des Umfanges und durd ibn eine Sehne P- P’) 
|(A,—A’,) und eine gweite (P—£) |] (80-50) gegogen. Mach 
§ 11. Lebrfag 50.8) wird nun PP’ in 90, P@ in N balbirt. Biebt 
man nun aud (P’ — 2’) || Sopris Cam Le fo wird aud) PE in 
N’ balbirt, und,- wenn man (2’—@) zieht, fo mug diefe Gerabe 
parallel (A,—A’,) || (P—P’) fein. Das Biered PPL'S ift alfo 
ein Parallelogramm nnd es ſchneiden fic) bie Diagonalen (P — &), 


? 
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(P’—@) deffelben offenbar in M. egt man nun in P, P, &, & 
Langenten an die Hyperbel, fo müſſen nad § 11. Lehrfak 31. die 
Durchſchnittspunkte T, T’ auf (A,—A’,), &, & auf bem conjugirten 
Durchmeſſer liegen. Nach § 11. Lehrſatz 44. entfteht nun auf (A,— A’,) 
eine Involution mit den Hauptpuntten A,, A’,; ebenfo entftebt auf dem 
ibm conjugirten Ourdmeffer eine Involution, jedoch ohne Hauptpuntte. 
BVerbinden wir die Durdhfdhnittepuntte der Tangenten in A,, A’, und 
der Afymptoten r, q, durch vie Geraden (C— ©), (C -o/, bie ber 
vem (A, —A’,) conjugirten Durchmeſſer in B,, B’,, und die Hy— 
perbel felbft in R, R’, K, & ſchneiden, fo ijt, wie man ſich ſogleich 
fibergeugt, auch (C- ©) || (C’— ©) | (A,—A',), B-&) | WH) 
[| (B,—B’,). egen wir von einem ber Punkte B,, B’,, 3. B. von B, 
Tangenten an die Hyperbel, welche vie (A,— A’,) in T, T’ fchneiden, 
und nennen ihre nod) unbefannten Beriibrungspuntte Y, Y’ und denken 
ung durd Y eine Gene parallel gu (9G — 9G) gegogen, bie alfo von 
(A, — A’,) balbirt wird, fo mug, wenn der Halbirungspunft OM heift, 
die Langente tm anderen Endpunfte X der Sehne (Y — Ol) ebenfalle 
durch 7 gehen, benn auch Biered XX YY ijt ebenfo, wie PP’ 
ein Barallelogramm (wenn X den zweiten Endpunkt ber durch Y’ 
parallel gu (9G — IG’) gezogenen Hpperbelfehne bezeichnet). Es ift alfo 
Punttreihe (A,— A’), MA, TA’, harmoniſch; und es verhalt ſich 
daher; 
TA: MA TA: MA; 
oder, wenn wir die Strecke MA, = MA’, durch a bezeichnen: 
a—MT: MT+ MT—a=a+MT:NT4MT +a; 





oder; a—MT: a +MT = WT4+MT—a :OUT-+MT-+a; 
folglich: a—MT7': 2a == IT -+MT—a:2(0T4+MT); 
und baer: M7: a =a:dl7'-+ MT; 
alfo ift: M7?-+M7-NT = a?; 
und — 

MT 


Es werbalt fic aber auch: 
MB,: MT == YOU: NUT; 
ober, wenn wir bie Strede MB, durch B bejeichnen: 





at?§— M72 
a*— M72 
alfo tft: You = uaa p. 


Schneidet die von B, ausgehende Tangente die Tangente des Punttes 
A, in G, die von AN in G’, fo verhält fic auc: 

MT:A,T =MB,:A,G; MT:A',T = MB,:A’',G; - 
oder: 

MT:a—MT= 6 :A,G;  MT:a4+MT= 68 :A’,G@; 
alſo it: A,G=(a—MT). 5; A! ,G’= (a-+MT)- ¥ a. 


Weißenborn, Projection. — $2 
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Nach Lebrfak 10. b. ift aber: 
A,G- A’,G’ = p?; 


alfo ift: A,G-A',G! = (a2—MT?). © =p; 
a? — MT? . 

folglich: ra = 43 

folglid: Yor B. 


Nun tft aber auch R8BF-MB, — 6. Es muß alſo YOU mit RS 
zuſammenfallen, weil bie Sehnen ber Hyperbel von O bis oo immer 
zunehmen. Es fallt alfo Y nad) R, Y’ nah A’, X nah R, X’ nad 
R, OW nad S, daber ift alfo R, und ebenfo aud A’ der Berührungs⸗ 
puntt einer von B, an die Hyperbel gelegten Tangente, oder pie Tan: 
genten in A, AK’ fchnetden fich in B,; ebenfo bie in R, R’ in B’,. 
Es ift alfo B, ber Pol von (R-AK), B’, ber Pol von (R— R?. 
Es find alfo B,, B’, entfpredhende Punkte ber Yuvolution auf (96 — Ic) 
nad § 11. Lehrſatz 44. Nun ift fowohl auf (A,—A’,) als anf 
(B, — B’,) ver Punkt M ber Centralpuntt der Involution. Affo ft 
nad) § 4. Lehrſatz 7. 

MN - MT = a?; Mot - MG — £2; 
oder, wenn wit MN = 9GP durch &, MOG = NP durch » bejeichnen: 

E-(E—NT)=a0?; 4 - (806 — n) = 8; 
over: NT. E == £2— 433 IE - 7» = 7? 4 82; t) 
Wegen ber Wehnlichfeit der Dreiecke TNP, Poe, verhalt fic aber: 
NT: NP = deP: IG; 


oder: NT: » = £E :d0G; 

alfo ift: NT -306 = £E - 7} +) 
Aus fF) folgt nun: NT. ICG. ey — (£2 — a?) (yn? + B?); 

alfo nad tf) E94? == (E?— a?) (n? + B?); 

ober: E24 = Ey? — a3y? + BE? — a2f3; 
folglich: (-6)—*1. 


Dieß iſt, in der Sprache der analytiſchen Geometrie, die Gleichung der 
Hyperbel fir ein Paar conjugirte Durchmeſſer als Coordinaten-Axen. 

Iſt, Fig. 189., « eine Scheiteltangente, (G—P) oder p eine belie— 
bige zweite Langente, fo ift © ber Pol ver Sehne AP, alfo ijt nak Lehr⸗ 
jag 16., wenn wir P an demfelben Curvenafte, wie A wablen, /“PFG 
= / AFG. Zieht man mun etne Senkrechte — von & anf 
(F-P), fo ift aud / O@F = / CAF = 1K, GE =—GF, alfo 
L\ bEF S A GAF, fotgtc F¢ — FA, und ba (S-2 ) (F- @) 
ift, fo ift (G—@) die Langente eines um F mit bem Halbmefjer 
FE — FA beſchriebenen Kreiſes. Ebenſo ift, wenn man (6 — &) 
1 (F’—P) jieht, (6-2) Tangente an einen um EF’ mit dem Halb- 
meffer E'S’ = EVA beſchriebenen Kreis. Liegt P auf dem anberen 
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Hoperbelafte, fo überzeugt man fic) mit Hülfe der dem Lehrſatze 16. 
borangebenden Gleichung ++) fofort, daß fic) auch- dann baffelbe ere 
giebt. Man fann alfo bebaupten: 

21. Lebrfak. Die von irgendb einem Punfte G einer 
Sdheiteltangente « der Hyperbel auf dtefenigen Brenn- 
ftrabfen FP, FP, welde den Berührungspunkt P ber 
sweiten von G an bie Hhperbel gelegten Tangente mit 
ben Brennpunften F, EY verbinden, gefallten Genlredten 
(©—@), (©—@) berithren alle je einen Krets, deffen Cen- 
trum bezüglich F, EY, teffen Radius dte Entfernung des 
Brennpunktes F, F vom SGceitel A ift, tn weldhem die 
Scetteltangente « bie Hyperbel berührt. Fig. 189. 

Auch diefer Lehrfak, wie ver entfprechende bei ber Ellipſe, läßt 
fih verallgemeinern, Nämlich: ber Durchſchnittspunkt T der an die 
Endpunkte P, P’ der Brennfehue PP’ gelegten Tangenten p, p’ muf 
nun auf ver eitlinie d fic) befinden. Ferner ift nach § 11. Lehr- 
fag 65. und bem obigen Lehrfag 18. / PFT = 1R; alfo mug aud 
umgefehrt ein von T auf (P—P’) gefalltes Goth durch F geben. 
Rieht man nun eine beliebige Gerade parallel zur Scheiteltangente « 
und zu d, bie von p in T, von (A—A’) in D gefdnitten wird, und 
fallt von J ein Loth (T—P) auf (P—P’) und nent man PS den 
fenfrechten Wbftand bes Punftes P von d, PS ben Abſtand des Punktes 
P von (7'— D), fo verhalt fid: 


PF: PP man oad Baie Sa Lt 
ober: PF :PP = PS : PS; 
ober: PF; PF —PP= PS: DD. 
Nach Lehrfag 7. aber ift PS=— = = — PP, alſo folgt aus der 


letzten Proportion: 
PF — PP PF = — - DD. 


Fallt man von T auch ein Voth (7 — P’) auf (F’— P), fo ift in ben 
Dreieden PTP’ und PTP Seite PT=PT, / TPP = / TPP 
=1R, / TPP’ =/ TPP nad Lebrfag 13., alfo A PTP S&S /APTP, 
alfo: EP o= PP: 
und VP! = FP — PP— FP — FP + PF 
= YP — FP + 7 -DD; 

alfo nad Lehrſatz 8, FYP’ = 2a + —.DD. 
Da (T- P) 1 (F—P), i P*) |. (F’— P’) ift, die Streden FP, 
F aber conftant find, fo Tange man JZ auf derfelben Geraden 
(T— D) liegen läßt, fo fann man alfo fagen: 

22. Lehrſatz. Zieht man irgend etne Gerade parallel 
su einer Leitlinie d einer Hyperbel und gteht von belte- 

32° 
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bigen Punkten T diefer Geraden je eine Tangente an die 
Hyperbel, gieht vie Brenuftrablen FP, FP naw vem Be- 
rührungspunkte P derfelben und fal{t bann von 7 Sent- 
rem@te TP, TP’ auf diefe Brennjtrabhlen FP, EVP, fo berüh— 
ren dieſe Senfredten TP, TP’ alle je einen Kreis K, KW’; 
per Mittelpunkt des einen, K, ift F, ber des anderen, K’, 
ijt F, und thre Halbmeffer find conftant, wo aud immer 
ber Punkt T auf der einmal angenommenen Geraden 
(T—-D) gewählt fein mag, Stets ift bie Differenz der 
Radien ber beiden berithrten Kreife gleih der großen Axe 
ber Hyperbel: FP’ — FP= 2a, 

Nimmt man insbefondere fiir die Gerade (T— D) die 
eine Leitlinie d ber Hyperbel, fo geht ber eine Kreis K 
in einen Punft Aber, nämlich in ben Brennpunkt F, deffen 
Polare die d tft, ber Halbmeffer des anberen Streijes ijt 
pann gleich ber grofen Axe 2a. Fig. 189. 

Da ferner immer /\PTP’ SA PTP und PP'=PP, und (T—P’) 
1 (E’- P’), (T—- P) _(F—P) ift, fo ſieht man fogleid: 

23. Lehrſatz. Feder Punt P des Umfangs einer Hh- 
perbel ift ber Mittelpunkt eines Kreifes (mit bem Halb- 
meffer PP—=PP’), ber zwei andere Streife K, K’, deren 
Mittelpunkte bie Brennpuntte F, EF’ ber Hyperbel find, 


und deren Halbmeffer (FP=—DD; FP’ = 2a + — DD) 


bie grofe Are Qader Hyperbel gur Differeng haben, gleid- 
artig berührt. Gind bie Halbmeffer der beiden Kreife 
bezüglich e—a; e+ a; fo berfifrt bie Hyperbel beide 
Kreife unglethartig 

Denfen wir ung ben Kreis um P mit dem Radius PP— PP’ 
conftruirt, der alfo bie um F, I’ geſchlagenen Streife K, K’ gleich: 
artig berührt und ziehen dann (P— P’), fo geht biefe Gerade nad 
§ 15. Lehrſatz 47. durch ben dugeren Achulichfeitspunft ©, Fig. 190., 
ber reife K, K’. Schneidet nun diefer AWehnlichfeitsftrahl (P— P’) 
ben Kreis K’ gum gweitenmal in P’,, fo mug nad § 15. Lebrfag 2. 
(F’~ P’,) || (ETP) fein, e8 find baer, wenn (F’— P’,) die Hy— 
perbel in P’ trifft, FP und F’P’ ein Baar paralleler Brennfehuen. 
Wie bet der Ellipfe an Fig. 180., überzeugt man fic) auch hier, bei 
ber Hyperbel, ſogleich, daß (P —P’) durch den Mittelpunkt M diefer 
Curve geht, und alfo die Ricdtung eines Durchmeſſers ift. Es hal. 
biren fic) alfo im Biered FPE’P’ die Diagonalen FE’, PP’ in M; 
es ift baffelbe daher ein Parallelogramm, alfo FPP’ = FP. Zugleich 
mug (F—P’) ben Kreis K in demfelben Punkte P, ſchneiden, in 
weldem er von (P’—P) oder (P’,—P) gefcnitten wird. Denn ba 
biefe legtere Gerade ein Aehnlichkeitsſtrahl von K, K’ ift, fo ift @-P,) 
| OE’ ~ P) gugletch ift ad, weil FPE’P’ ein Barallelogramm ift, 
(F-P)||G"-P’), aljo fallt (P— P) mit (F-P,) jgufammen. 
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Da nun PP’ ein Durchmeſſer der Hhperbel ift, fo ift die Tangente 
p in P’ parallel ber Tangente p in P. Nach Lehrſatz 22. mug ferner, 
wenn man von 7” eine Genfredte auf (F’— P’,) fallt, diefe K’ im 
Endpunkte ber Strede auf (F’— P’), bie ein Halbmeffer von K’ ift, 
berithren. tun ift P’, ber Endpuntt des auf (F'- P’) liegenden Halb- 
meffers, alfo mug (7 — P’,) die von 7” an K’, und ebenfo (7’—P,) 
bie von J’ an K_ gelegte Langente fein. Es fteht alfo (7’— P’,), 
(T’—P,) fentrecht bezüglich auf (FY- P’,), (F-P,). Ferner find 
P, und P’,, P und P’ nicht⸗homologe Pintte ber Webnlichfeit fir 
K, K’, e8 ift baber nah § 15. Lehrſatz 8. und Erklärung 15. die 
Gerade (7'— T”) die Potenglinie von K, K’, da fic in 7, T’ die Tan⸗ 
genten an nicht-homologen Punkten ſchneiden. Ferner ift p’ || p und 
ba (F — P) I) (F’ — P+ ift, fo ijt (/ TPP=/ TP'P’,, und / PPT 
= / PP’, T’ = 1R, alfo A PPT ~/) PP’,T’; es verbilt fich alfo 
PT: PT’ = PP: P'P’,. Ulfo find T und 7” homologe Puntte der 
Wehnlichteit der beiden um P, P’ mit den Radien PP—= PP’, PP, 
== P’P’, befcbriebenen Streife, bie k, k’ beifen mögen. Alſo liegt das 
eine Uehnlidfeitscentrum, und gwar in unferem Falle, da (7'— 7”) die 
Centrallinie (P— P’) von k, k’ auf der Stree PP’ ſchneidet, bas 
innere auf (7— 7”). Da dvaffelbe nach § 15. Lehrjag 3. zugleich auf 
(P — P’) fliegen mug, fo mug es im Durchſchnittspunkt S von (P- P 

und (7'— 7") fich befinten. Da ferner (P— LP”) || (P’— P,), (P-P 

|| (P’—P’,) ift, fo ift (P’,-P) ein Aehnlichkeitsſtrahl der reife k, k’. 
G8 ſchneiden fic alfo (P— P’) und (P’—P,) im Punkte S ber 
(T— 79. Da nun nach Lebrfag 22. K und K’, folglic) auch der 
Punkt © immer diefelben bleiben, fo lange man bie Gerade (T— 7”) 
fefthalt, fo erhält man alfo fiir S immer anbere Punfte diefer Linie 
(T— T’). Man befommt alfo, indent man immer andere Hyperbel- 
durchmeſſer fir PP’ wählt, den Durchſchnittspunkt ber Tangenten an 
ihren Gubpunften mit (7’7— 79 beftimmt, und von hier Tangenten an 
K, K’ lfegt, immer anvere Gerabde (P’,— P), bie aber alle durd & 
gehen und dent zugehörigen Hyperbeldurchmeffer in einem von S vere 
ſchiedenen Punfte ber Geraden (7'~ 7’) fcneiven. Es entftehen alfo 
an M und & ein Paar Strablbiifdel, veren Gtrablen fic) zu zweien 
auf (7'— 7) ſchneiden, die alfo perfpectivifd liegen und alfo conform 
find. 3ugleich entfteht aud) bet F (und bet F’) ein Strabhlbitjdel, und 
jeder Strahl deffelben, (F—P) (oder (F’—P)), dev einen Strabl 
(M —P) bes Büſchels M in einem Punft P der Hyperbel ſchneidet, 
ſchneidet den ihm entfpredenden Strahl (2 —S) des Büſchels Tin einem 
Punfte P des Kreifes K (oder in einem Punfte P’ bes Kreifes K’). 
Man fieht alfo: 

24. Lehrſatz. Cine Hyperbel ift jebem ber beiben in 
Lehrſatz 22. ermdbnten Kreiſe K, K’ perfpectivifd cole 
linear; unbd gwar liegt ber Gcheitel bes einen, die per 
fpectivifde Collineation beftimmenbden Strahl bujdels tm 
Mittelpunkt M ber Hhperbel, der Sceitel des anderen 
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bigen Punkten T biefer Geraden * ver Kreife K, K’, das 
Hoperbel, gieht die Brennftrahl .m F ober EY eines ber 
ribrungspuntte P berfelben r cationsaze ift bie Potenz— 
redte TP, TP’ auf diefe Bre Fig. 190. 
ren biefe Sentredten TP, + fogleidh, bag zu bem von F aut 
per Mittelpunkt bes etne ~ fehenden Strahl, der der großen Axe 
ift FY, und ihre Halbme’ ir, oder eine durch den Mittelpunkt M 
ber Punkt T auf de vel gezogene Gerade der homologe Strahl 
(T-D) gewählt fer 
Rabien ber beiden erſpectiviſch collinearen Syſtemen ben reis- 
per Hhperbel: BY 4-T) bie Hyperbeltangenten (P— 7), (P-— T) 
immt ma’ “Are, weil PP’ ein Durchmeffer ift, parallel ver: 
eine Veitlinte ny Unendlicden ſchneiden, ſo mug der Durchfdhnitts 
in einen Buna 4 and (P,— T”) ein Punkt ver Gegenaxe bes von 
Polare bie 2 und ¥ gebildeten Syſtems fein, nad § 7. Gr: 
bann glei 8 8. Lehrfag 10. ift ferner bie Gegenaze parallel 

Dale sare, alfo fentrecht auf (A- A) ober (F- EY). Zu— 
(Fi der Durchſchnittspunkt ber Kreistangenten (P— 7), 

? 4 Punkt ver Polaren des Punktes fF, und dieſe Polare 

FT vad § 15. Lehrſatz 7. fentredht auf (F—F’) ftehen. Es 

m ttt Fic Bolave von LJ fie den Kreis K felbft die Gegenare dee 

y aon zy, F. Gbenfo ift die Bolare von Z fiir den Kreis K’ die 

, mat? bed von ben Strahlbüſcheln A, F’ beftimmten Shftems. Wan 
alſo ben 

abit 2 pr fat. Die Polare des Achnlidfeitscentrums 

per Kreiſe K, K’ fir den Kreis K ift bie bem Sy fteme 

F zugehörige Gegenaze; bie Polare deffelben Aehn- 

fiptettscentrums = der Kreiſe K, K’ fir den Kreis K’ ift 
rie Dem Syſteme ZF, F zugehörige Gegenare. 

Da dle Hyperbel und jeder der beiden reife, 3. B. K homologe 
Gurven collinearer Syſteme find, erftere zwei unendlic entfernte Puntte, 
letzterer keinen ſolchen hat, fo folgt, bag bie Gegenaxe des ben Kreis 
K enthaltenden Syſtems 2, F purd) K geben mug, denn zwei im 
Endliden lLiegenden PBunften von K miiffen die beiden im Unendlichen 
gelegenen Punkte ber Hyperbel homolog fein. Ebenſo geht bie andere 
Gegenare burch K’. Dieß ftimmt auch damit, bag der Pol TF das 
Gupere Aehnlichkeitscentrum ift. Bet der Ellipſe, Fig. 180., müſſen 
beide Gegenazen fowobhl in bem ben Kreis erjzeugenden Syſteme =, F 
(oder F’), al8 in bem bie Ellipfe ergeugenden M, F (ober EY) je 
augerhalb ber Streife, und augerbalb der Ellipfe fliegen. 


8 18. 
Dte Parabel. 


Wir ſahen in § 11. Seite 354., daß es in der Parabel ftets 
einen folcen Punkt I auf der Axe giebt, Fig. 140., daß der Wintel 


¢ 
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i Tangenten, bie an die Endpuntten einer in F fent- 
Sen Gebne gezogen find, machen, ein Rechter ift. 
Der Punt F heift tn jeder Parabel 


a7 4 ev Fons” ber Parabel. Fig. 140. 

St a, atg. Die Polare d des Brennpunttes F: 
hd tlinie ober Divectrir” ber Parabel. Fig. 140, 
* wh § 11. Lehrſatz 47. der Mittelpunkt einer Parabel, wenn 


cn ſolchen annebmen will, in unendlicher Ferne gu denken tft, 

att bet iby nicht, wie bei Ellipfe und Hyperbel von einer linearen 
-ecentricitat bie Rebe fein, oder diefelbe wire = oo anjgunebmen; 
ebenſo ift die numeriſche Excentricität von nicht angebbarer Linge, da 


auch bie grofe Axe ber Parabel unendlich ift, und alfo der Bruch ~ 


ben unbeftimmten Werth S hat. Es ſoll daher feine den Erklärun— 
gen 3, und 4. in § 16. und § 17. analoge bier anfgeftellt werden. 
Wohl aber fagt man auch bier: 


3. Erfldrung, Die begrengte Werade p, welche von 
bem Brennpuntte F aus nad irgendb einem Punfte P, Q, 
u. f. w im Umfange der Barabel gegogen ift, heißt ein: 
„Brennuſtrahl“ ber Barabel. Fig. 140. 


Wir fahen ferner in § 11. Gette 357., dak fich ftets verbalt: 
R,Q,:p =1:1; ober: 

4. Lebrfag. Der ſenkrechte Abftand RQ, eines Punktes 
Q, einer Barabel von der Leitlinie d hat gu dem Brenn- 
ftvable, ber von Q, nad bem Brennpunkte F geht, etn 
conftantes Verhältniß, nimlidh whe Eins zu Eins. RQ, 
:p == 1:1., oder R,Q,=—p. Fig. 140. 


BVergleiden wir diefen Sak mit det in 8 16. und 17. als Lehre 
fas 7. aufgeftellten, fo feben wir, daß mit Berückſichtigung ber dort 
unter 6. anfgeftellten Gage bei ber Ellipſe der ſenkrechte Abſtand 
groper, bei ber Hyperbel fleiner als ber zugehörige Brennftrahl ift. 
Bet ber Parabel ijt er alfo pemfelben gleich. Man fann fich daher 
audy eine Barabel aus einer Ellipfe entftebend denfen, wemt man dort 
e immer größer, oder, aus einer Hyperbel, wenn man it derfelben « 
immer fleiner werden läßt, in beiben Fallen bis zum Werthe 1. 

Es feien nun P,, P,, P,, Fig. 191. drei beliebige Punkte einer 
Parabel, pi, Por Pz die begitglich an fie gelegten Tangenten. Da 
nad § 11. Lehrſatz 66.7) jede zwei beliebige Parabeltangenten pro- 
portional von ben itbrigen gefdynitten werden, fo verhält fich alfo: 


QsQ,__ FQ, 

P,Q, — Q22 
oder es iſt: Q,9,:9,Q, =P,Q,:P,Q;. 
Man hat alfo ben 
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im duferen Aehnlichkeitscentrum L ber Rreife K, K’, bas 
Collineationscentrum im Gentrum F oder FY eines der 
beiben Rreife K, K’; bie Collineationsaxe ift bie Potenz— 
linie ber beiben Rreife K, K’. Gig. 190. 

Man überzeugt fic auch hier fogleich, bak zu bem von F aus: 
gehenden fentredht auf (A- A) ftehenden Strahl, ber der großen Are 
(A—A’) conjugirte Durchmeffer, ober eine durch den Mittelpunkt M 
suv Heinen Hyperbelaxe parallel gezogene Gerade ber homologe Strabl 
im Büſchel M ift. 

Da endlich in ben perfpectivifdh coflinearen Syſtemen ben Mreis- 
tangenten (P— T), (P, — T’) die Hyperbeltangenten (P— 7), (P’— T) 
homolog find, und legtere, weil PP’ ein Ourchmeffer ift, parallel ver: 
laufen, alfo fic) im Unendlichen ſchneiden, fo mug ber Durchſchnitts⸗ 
punft von * 7) und (P,— 7T) ein Punkt der Gegenaxe des von 
ben Strahlbüſcheln © und EF gebildeten Syſtems fein, nach § 7. Er⸗ 
flavung 19. Nach § 8. Lehrfag 10. ift ferner bie Gegenaxe parallel 
zur Collineationgaze, alfo fentredht auf (A—A’) ober (F—- EF). 3u 
gleich ift aber der Durchſchnittspunkt ver SRreistangenten (P— 7), 
(P,— 7’) eiu Puntt ver Polaren des Punkltes =F, und dieſe Polare 
felbft muß nach § 15. Lehrſatz 7. ſenkrecht auf (F — EF”) jtehen. Es 
ift alfo bie Bolare von Z fiir ben Kreis K felbft bie Gegenare des 
Softens x, F. Ebenſo ift die Polare von =F fiir den Kreis K’ die 
Gegenare des von den Strahlbüſcheln >, EK beftimmten Shftems. Wan 
erhält alfo den 

25. Lehrfag. Die Polare des Aehnlidfeitscentrums 
Z ver Kreife K, K’ fiir ben Kreis K ift die bem Shfteme 
zy, F zugehörige Gegenaze; die Polare deffelben Aehn- 
lichkeitscentrums © ber Rreife K, K’ fir ben Kreis K’ ift 
bie bem Syſteme F, EY gugehsrige Gegenare. 

Da dle Hyperbel und jeder der beiden Kreiſe, 3. B. K homologe 
Curven collinearer Syſteme find, erftere zwei unendlich entfernte Puntte, 
legterer feinen foldjen hat, fo folgt, bag die Gegenaxe des ten Rreié 
K enthaltenden Ghftems 2, F burch K geben mug, denn gwet im 
Endlichen liegenden Punkten von K miiffen die beiden im Unendlichen 
gelegenen Punfte ber Hyperbel Homolog fein. Ebenſo geht die andere 
Gegenare durch K’. Dieß ftimmt aud damit, bag ver Pol F das 
Gugere Wehnlichfettscentrum ift. Bei ver Ellipfe, Fig. 180., müſſen 
beidbe Gegenaxen fowobhl in bem ben Sreis erzeugenden Syſteme x, F 
( oder PS, alg in bem bie Ellipſe erzeugenden M, F (ober F') je 
außerhalb der reife, und außerhalb ber Ellipſe liegen. 


§ 18. 
Die Parabel. 


, Wir fahen in § 11. Seite 354., daß es in der Parabel ftets 
einen folden Punkt F auf der Axe giebt, Fig. 140., bak ber Winkel 


td 
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P,DP., ben die Tangenten, die an bie Endpuntten einer in F fent- 
recht gur Axe ftehenden Sehne gezogen find, machen, ein Rechter iff. 

1. Erklärung. Der Punkt F heißt in jeder Parabel 
ber „Brennpunkt oder Focus“ ber Parabel. Fig. 140. 


2. €rflirung. Die Polare d bes Brennpunftes F° 
heißt die „Leitlinie oder Directrir” der Parabel. Fig. 140. 


Da nad § 11. Lehrfag 47. dex Mittelpunkt einer Parabel, wenn 
man einen ſolchen annehmen will, in unenbdlicher Ferne gu denfen ijt, 
fo fann bei iby nicht, wie bet Elfipfe und Hyperbel von einer linearen 
Excentricitit bie Rede fein, ober biefelbe wire == oo anjunehmen; 
ebenſo tft bie numeriſche Excentricität von nicht angebbarer Vinge, ba 


aud) bie grofe Axe der Parabel unendlich ift, und alfo ber Bruch — 


ben unbeſtimmten Werth 8 hat. Es ſoll daher keine ben Erklärun—⸗ 
gen 3. und 4. in 8 16. und 8 17. analoge bier aufgeſtellt werden. 
Wohl aber fagt man aud Hier: 


3. Erfldrung. Die begrengte Gerabde p, welde von 
bem Brennpunfte F aus nad irgenb einem Punfte P, Q, 
u. ſ. w im Umfange ber Parabel gegogen ift, heißt ein: 
„Brenuſtrahl“ der Parabel. Fig. 140. 


Wir ſahen ferner in § 11. Seite 357., dak fich ftets verbhalt: 
R,Q,:¢ =1:1; ober: 

4, Lehrſatz. Der fenfredte Abftand RQ, eines Punltes 
Q, einer Parabel von der Leitlinie d hat gu bem Brenn— 
ftrable, ber von Q, nad bem Brennpuntte F geht, ein 
conftantes Verhältniß, nämlich whe Eins gu Eins. RQ, 
:p==1:1., ober RQ, —p. Fig. 140. 


BVergleicen wir diefen Gag mit det in § 16. und 17. als Lehr. 
jag 7. aunfgeftellten, fo fehen wir, bak mit Beritdfichtiguig der dort 
unter 6. aufgeftellten Gage bei der Ellipfe der ſenkrechte AWbftand 
größer, bei der Hyperbel Feiner als ver zugehörige Brennftrabl ift. 
Bei ver Parabel ift er alfo vemfelben gleich. Man fann fic) baber 
auch eine Parabel aus einer Ellipfe entftehend denfen, wenn man dort 
e immer groper, ober, aus einer Hyperbel, wenn man it derfelben ⸗ 
immer Heiner werden läßt, in beiden Fallen bis gum Werthe 1. 

Es feien nun P,, P,, P,, Fig. 191. drei beliebige Punkte einer 
Parabel, p,, Por Pz die bezuglich an fie gelegten Tangenten. Da 
nad § 11. Lehrfak 66.) jede zwei beliebige Parabeltangenten pro- 
portional von den itbrigen gefdynitten merbden, fo verbalt ſich alfo: 

Q3Q% __ FQ, 
P,Q, Q,Q,” 
ober eS ift: Q,9,:°Q,Q, =P,Q,:P,Q,. 
Man hat alfo den 
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5. Lebrfag. Werden zwei Tangenten p,, p, einer Pa— 
rabel von einer britten, p, geſchnitten, fo tft pas Redted 
aus ben am Durd{dnittspuntte Q, von p,, p, gelegenen 
Stiden Q,Q,, Q,Q. gleidh bem Rechteck ans den an den 
PBeribrungspuntten P,, P, gelegenen Stiden P,Q,, P,Q,, 
alfo Q,Q,-Q,Q,=P,Q,-P,Q,. Fig. 191. 

Rimmt man inébefondere fiir p,, p, ein Paar auf ber Axe ver 
Parabel fic) fchneidende Tangenten, Fig. 192., veren Berührungsſehne 
alfo ſenkrecht zur Axe ift, fo ift bie Scheiteltangente « parallel zu 
(P—P’) nah § 11. Rebrfag 51.7), und nah § 11. Lehrfag 61. 
TA MA; es wird alfo TM in A balbirt, alfo aud TP in A. 
Gs ijt alfo, weil A TAe ~/A\ TMP ift, and AL —4$MP. Sit 
nun d bie Leitlinie ber Barabel, F der Fuppunkt des von P auf fie 
gefallten Lothes, und giehen wir (F— F) und fucen ben noch unbe- 
fannten Durchſchnittspunkt X von (FA F) mit «, fo mug fic dann, 
weil A FAX ~/\ FTF ijt, verbalten 

FA: FT = AX: TF. 
Nad Erklärung 2. fchneiden fic nun auf d, da fie die Polare von F 
ift, Tangenten, deren Berithrungsfebne ſenkrecht zur Axe tft und durd 
F gebt, in 7, und nah § 11. Lehrfatz 61. ift FA = AT, alfo FA 
=4FT, folglich mug fein 
AX = TF. 


Es ift aber TF— MP, alfo AX=4MP. Es muß demnad der 
Durchſchnittspunkt X von (F —F) und « gufammenfallen mit dem 
Durchſchnittspunkt & von (I - P) und « Da nun FT in A halbirt 
wird, fo wird aud FF in & halbirt, und weil, nad Lebrfag 4. FP 
= FP, alfo dba’ Dreief FPF gleichſchenklig ift, fo mug (T — P) auf 
(EF — F) fenfrecht ftehen, und / FPT = / FPT fein. Dan fieht alfo 


6. Lehrſatz. Jede Tangente einer Parabel fteht ſenk— 
redt auf einer Geraden (F—F), die von dem Brennpunfte 
nad bem Durchſchnittspunkte F ber vom Berührungs— 
punkte anf die eitlinie d gefallten Genfredhten mit ber 
Leitlinie gegogen ift; zugleich halbirt bie Dangente die 
Strede FF, ynd gwar fallt diefer Halbirungspunkt & ftets 
mit bem Punfte zuſammen, in welchem die (F—F) von der 
Sdheiteltangente « gefdnitten wird, Oer Fußpunkt & 
bes Perpendifels von P auf (F—F) liegt alfo ftets auf 
ber Sdeiteltangente a. Fig, 192. 
und zugleich 

7. ehrfag. Bede Tangenté einer Parabel halbirt 
ben Winkel, ben der gum Berührungspunkte P gebarige 
Orennftrabhl FP mit der von P auf die Leitlinie d gefall: 
ten Sentredten bildet. Gig. 192. 


Man erfennt fogleid) die Analogie diefer beiden Gage mit den 
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in § 16. und 17. Lehrſatz 9. und 13. über die Ellipfe und Hyperbel 
aufgeftellten. Denn ftellt man fic) vor, Aber ber (grofen) Axe ber 
Parabel fet ein Kreis befchrieben, fo mu derfelbe, weil der zweite 
Durcdfdnittspunk ber Ae mit ber Parabel im Unendlichen ltegt, einen 
unendlid großen Durchmeſſer und alfo auc) einen unendlich großen 
Halbmeffer haben, alfo eine gerade Linie fein, welche bie Parabel im 
endlichen Gcheitel A berithrt; aljo bie Gcbeiteltangente a iff. Zu⸗ 
gleich bat man fic) auch ben gweiter Brennpunft F’ im Unendlicden 
auf ber Axe zu denfen, und eine von ihm aus nach P gezogene Gee 
rade ijt aljo parallel zur Axe. Wird fie um das Stid PF — PF 
verlangert, (FAF) gegogen, und von P auf diefe eine Senkrechte gefallt, 
fo liegt ber Fußpunkt © auf dem durch den Sebeitel A gehenden uns 
endlich grofen Rreife, ober auf der Scbeiteltangente a Es gründet 
fih anf vie Sage 6. und 7. auch eine Methode, an eine Parabel von 
einem gegebenen Punkte II aus eine Langente gu legen. Man ziehe, 
dig. 193., von II die Gerade (II—F) und befdreibe mit NEF einen 
Kreis um II, der dte eitlinte d in F, F fcbneidet, und ziehe von 
F, F’ Barallele (F—P), (F’— P’) gur Axe, welche die Parabel in 
P, P’ tvreffen, fo find P, P’ die Veriihrungspuntte der von IT an bie 
Parabel gu legenden Tangenten. Denn in den Dreteden MFP und 
FP ijt UF =F, als Radien bes Kreifes, FP = FP nad Lehre 
fag 4., IP = TIP, alfo A FP S&/ TP, alfo / FPO, = / FPO 
folglich nad) Lehrjag 7. (11— P) eine Tangente, ebenfo (1 — P’). 


Wir Hatten ferner bereits in § 11. Seite 356. gegeigt, bak bet 
ver Parabel die Guvolution fir ben Brennpunkt F als Involutions⸗ 
centrum eine rechtwinflige ift. Man bat alfo den 


8. Lehrſatz. In bem Brennpunft F einer Parabel 
entftebt eine redhtwinflige Involntion. Fig. 140. 
ber dem in § 16. und 17. aufgeſtellten Lehrjage 18. entfpricht. 

Gs ſeien nun von einem Punkte T aus, Fig. 194., gwei Dane 
gentest (TI —P), (I —P’) an die Parabel gelegt, die Beriihrungsfehne 
(P— P’) ſchneide die Leitlinie d der Parabel in Q, von F fet nad 
T pie Gerave — T) gezogen, welche die Parabel in &, ſchneidet. 
Yegt man an &, & Tangenten, fo müſſen fic) diefelben auf der Pos 
laren von F, alfo auf d ſchneiden, nach § 11. Lebrfag 34.6. Bue 
gleich mug nach § 11. Lehrſatz 31. der Durchſchnittspunkt der Tan- 
genten an &, & auf ber Diagonalen (P — P’) des eingefdriebenen 
Vierecks PLP’'Z’ fliegen. Er mug demnach im Durchſchnittspunkt Q 
von (P—P’) mit d fich befinben, oder: die Tangenten an &, & 
fdneiden fid in Q. G8 ift alfo (€— 2) die Polare von Q, alfo ift 
Punktreihe (P — P’), QP’Q’P, und daber aud Strabhlbifdel Fy FQ) 
(F-P’) (F-Q)(F-P) barmonifh. Da aber (F—Q’) durch T 
geht, und T ber Pol von (P— P’) ift, fo find nach § 11. Lehrſatz 44. 
(F- T) oder (F — Q’) und (F — Q) entiprechende Strablen ber In⸗ 
volution. Gie ftehen alfo nach Lehrſatz 8. auf einander fenfredt, ober 
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es ift ( QFT=1R. Folglich mug, nah § 1. Lehrfag 29. der 
Strohl (F — T) ben Winkel PFP’ halbiren, ober es muß fein 
f PFT =/ PFT. 
Man hat alfo ben dem Lehrfak 16 in § 16. und § 17. analogen 
9. Lehrſatz. Der nad bem Pole T einer Gehne PP 
gegogene Brennftrabl einer Parabel halbirt den Winkel 


PFP’, unter dem die Gehne PP’ vom Brennpunfte F aus 
gefeben wird. Fig. 194. 


G8 feien ferner wieder, Fig. 195., an zwei Punfte P, P der 
Parabel Tangenten gelegt, die fic) in T fcbneiden. Der fpige Winkel, 
ben bie Langente an P mit (F— P) unb ben die Tangente an P 
mit (F P’) macht, beige bezüglich Y,, Y,, der Winkel, ben (FE — T) 
mit ber Zangente an P und an P bildet, alfo / FTP, / FTP’ 
heiße bezüglich Z,, Z,. Nun ift nah Lehrfag 7. / FPQ — / FPQ 
=/Y,; ~FPQ =/ FPO =/Y,, und da (F—P) md 
(F'—P) parallel ver Ure (A—A’) find, ift 

ZPFA’ =/ FPY¥Y =2-/7 Y,; 

Z PFA’ =/ FPF =2.-/Y,. 
Bezeichnen wir ben Winkel PT, der nach Lehrfag 9. gleich dem Winkel 
PFET it, mit X, fo ift alfo: 

Z PEP’ = / PFA’—/ PFA’; 

2-f X =2-7Y,—2-ZLY,; 

alfo: {LX =ZY,-—ZY;,. 
Im Dreied PET ift aber aud als Außenwinkel: 


ZY,=Z4 4+22,; 


alfo: LX=fY,—24,. 

Durch Vergleichung beider Werthe von X ergiebt fic) ſogleich: 
L4,= Z. Y,3 

ober: ZeETE=/7 FET, 


Ym Dreieck PET ift: 

ZL X=2R—/Y,—/Z,; 
oder, ba alfo Ve ee fa i 

LX&=2R—/Z,—Z2,. 
Nun ift / FRT = / F’P’Q’, weil (F’-P’) || (F-P) ift, und 
Lf FPY=ZFPQV=/Y, nad Lehrfag 7. alfo ift “ FRT 
=/Y,. Es ift aber aud, als Außenwinkel am Dreieck TRP: 
ZFRT=/7 Y,=/ FPT+ /Z PTR; 

ober: ZY,=ZY,+ 2R—Z (4, + 2,); 
over, da / Y, =7 Z, war: 
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LY,=24,4+2R—/7(Z,+2,); © 


alfo: ZY,=2R-—/Z,3 

oder: Z%Z,=—2kR—/Y,; 

ober: {FLIES LPL. 

Wir haben alfo: LZPTF=/FPT; Z PTF = /FPT; 
oder aud: ZPTF=/FPT; 7 PTF=/ FPT. 


Man hat alfo den 


10. a. Vehrfag. Sind aneine Parabel zwei Langenten 
gezgogen, fo madt jede bon ibnen mit bem nad ihrem Durd- 
fdnittspuntte T gehenden Brennftrahl (F—T) einen Winkel, 
ver gleich ift bem, welchen die andere Tangeute mit bem 
nad ihrem Brennpuntte gehenden Brennftrabl bilvdet. 
LPTF=/FPT; ( PTF=/FPT. Fig. 195. 

Da aud / PTR = =/ FPT, / PTF=/ FPT ijt, und 
wenn mat durch T eine Gerade (T—F’) parallel zur Axe zieht, aud) 
LPTF =/ WTP, / PIF =/ FTP” ift, ba man fich ferner in 
der Richtung (T— F’) in unendlicer Entfernung den zweiten Brenn⸗ 
punkt ber Parabel denfen fann, fo ſieht man, daß man den Satz auch 
fo hätte ausdrücken können: Ge zwei Tangenten einer Parabel bilden 
mit ben Geraden, welche ihren Durchſchnittspunkt T mit den beiden 
Brennpuntten verbinden, gleiche Winkel. In dieſer Faffung tritt die 
Analogie unferes Gages mit ben in § 16. und § 17. Lehrfak 15. 
fiber Gllipfe und Hyperbel ——— ſogleich hervor. 

Nad) der obigen Gleidung: / X = 2R—/ Z, —/ Dy ift gu 
gleich Sip) bb: ZPTP, alfo 7 2X over / PEP’ = = (180° 
a h: 

10.b. Lehrſatz. Bei der Parabel iſt der Winkel, unter 
welchem eine Sehne vom Brennpuntte aus geſehen wird, 
doppelt fo grog als ber Nebenwinkel des WinkelsS, ben bie 
an bie Endpuntte dieſer Sehne gelegten Tangenten ein- 
ſchließen. /“PFP’=2.(180°—/ PTP’), Fig. 199. 

Da ferner /Z,=/ Y,3; 7 Z, = 180°—/Y, over / FTP’ 
= /FPT; /FTP=/FPT oper / FTP =/FPT; 7 FPT 
— 4 FTP ift, fo folgt: 

LA FTP’ ~ A FPT; 
alfo verhält fic): FT: FP =FP:FT; 
und es ift: FT2 = FP. FP’. 
Pian fieht alfo: 

11. Lebrfag. In einer Parabel ift das Redted aus 
einem Paar Brennftrablen FP, FP’ gleich dem Quabrate 
nes Brennftrabls, der vom Brennpuntt nad dem Durd- 
fonittspunfte der in den Endpuntten P,P’ angelegten Tan— 
genten geht. FP-FP=FT?. Sig. 195. 
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Sind ferner, Fig. 196., an ein Paar Parabelpuntte P, P Tan- 
genten gelegt, bie von einer in © berührenden britten in 6, G’ ges 
ſchnitten werden, fo ift: 

Z CFU = / CFP + /OFE, 
oder nad Lebrfak 9. 
Z CFU = 4-/PFE 4+ 4./ PFE; 
alfo: Z CFU =4-/ PFP’. 
Man erhalt alfo ben bem Lebrfag 17. in § 16. und § 17. entfpre- 
chenden 


12. Lehrſatz. In jeder Parabel erſcheint das von 
zwei feſtliegenden Tangenten (T—P), (T—P’) anf einer 
beliebigen dritten Tangente abgefdnittene Stid SB’ vom 
Brennpuntte F aus immer unter demfelben Wintel, naim- 
lid unter etuem Winkel, der halb fo groß tft, als der- 
jenige Winkel, unter bem bie Berührungsſehne PP’ ver 
feftltegenden Gangenten bom Brennpunfte aus erfcdeint. 
vig. 196. 


Nimmt man insbefondere P, P’ fo, bag (P— P) durch den 
Brennpuntt geht, und fiir & pen Scheitel A der Parabel, fo über— 
geugt man fic) fofort von bem bem Lehrfag 19. in § 16. und 17. 
entſprechenden 


13. Lehrſatz. Das Stid GS’ ber Scheiteltangente, wel— 
mes bon einem Paar Tangenten abgefadnitten wird, deren 
Berührungsſehne (P—P’) burd ben Brennpuntt F einer 
Parabel geht, erfceint von bem Brennpunfte aus unter 
einem rechten Winkel. 

Steht insbefonbere die Brennfehne (P—P’) fenkredt 
zur Are, fallt alfo ber Durchſchnittspunkt T in den Ourd- 
ſchnittspunkt D der Leitlinie d mit ber Axe, fo wird / PFS 
= / GFA = /GYFA =/PFU=—3R. Fig. 197. 

Soll ferner die Gleihung der Parabel gefucdt werden, begogen 
auf eine zur Axe parallele Gerabe (B—M) und bie Richtung ver 
durch diefelbe halbirten Sehnen als Coorbdinatenaren, Fig. 198., fo fei 
(A—R) bie Axe ver Parabel, von B fet ein Loth auf diefelbe gefallt, 
und es fei AN=—a; BN=e; RM=—f. Die Streden BM und MP 
heißen bezüglich — und y. allt man auch von P ein Loth auf die 
Axe, welches diefelbe in S, die (B— M) in Q ſchneidet, fo verhalt fic: 

PM: PR = PQ: PS; 
ober: n:n +f = PS—e: PS. T) 
Ferner verhält fid: PM: PR— MQ: RS. 
Nun ijt MQ = BQ— BM = NS—ez = AS—a—keE, und RS 
= TS — TR = TS — BM = TS —£, ober, ba nad § 11. Lebr- 
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fag 61. AT = AN =a ift, RS=AS-+a—eE, G8 lautet alfo 
bie legte Proportion: 


PM: PR= AS— a—e=:AS +a—eE; 
ober: nin +f=AS—a—e:AS+ a—tE. Tt) 
Nun folgt aus der Proportion +): 

f:7+f=e:PS: 
alſo: ps —. 4 ); 
aus ff) aber folgt: 


n:f = AS—a—E: 2a; 
alſo ift: 


AS -f—(a+é)f=2a-7; 
und AS= 4%. n + (a + &). — 


Nady 8 11. Seite 358. iſt nun, ba AS hier an ber Stelle bes dor⸗ 
tigen x, PS an ber Stelle bes dortigen y ftebt, wenn p der Paras 
meter der Parabel ift: 


PS = yp- AS; 
alfo wermige der Gleichungen *) und **) 
Fe+H=/)F ae -1 + pa + pé. 


Zugleich ift, wenn wir an derfelben Stelle BN oder e fiir y, und 
alfo AN ober a fiir x fegen 


o = Vpa; 
alſo ift: Vn +) = = -1 + pa + pé. 


Endlich ift f= RM = TB = y TN? + BN? = y (2a)? + e? 
— 4a?-+ pa, ba e2= pa ift, ober f= Ya(p+ a). Es ift alfo: 


5 — re PG + Ya(p+ ‘a(p + 4a)) =/ Ee atmte -1 + pa + pé; 

















ober: Vga + Vee = 2 PYe on + pat Pe 


— man beiderſeits auf das Quadrat, erhält man: 














mae — 
— a ee —— — = Tie pe a 
/ 
ober: ptm | 
alfo: n=YV(p-+ 4a) -& 


Dieß ift die verlangte Gleichung ver Parabel. 


Sor aad 
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Iſt nun, Fig. 199., « die Seheiteltangente einer Parabel, p ir⸗ 
genb eine andere, in P beriihrende Langente, welche die Schelteltan: 
gente a in & fchneidet, fo ift G ber Pol ber Sehne (A— P), alfo ijt 
nad Lehrſatz 9. / CEP = / GFA; ferner ift, wenn von G bas Loth 
(G—@) auf den Brennftrahl (F—P) gefallt wird, GF — GF, /ELF 
= / GAF = IR, alfo A fF SA GAF, alfo ift F@ = FA, um 
ba (S— ) | (F-F), und FL von conftanter Länge FA ift, ſo 
fieht man 


14. Lehrfak. Die von einem Punkte BG ber Sdeitel: 
tangente « der Barabel auf denjenigen Brennftrabl, 
welder den Beribrungspuntt P der gweiten von & an bie 
Parabel gelegten Tangente mit bem Brennpuntte F ver- 
binbet, gefallten Genfredten G6, beriibren alle einen 
Kreis, deſſen Centrum F, deffen Radius bie Entfernuny 
bes Brennpunktes vom Sdeitel A ber Parabel ift. Fig. 199. 


Auch bet ver Parabel läßt ſich dtefer Satz verallgemeinern. Zieh 
man nämlich eine beliebige Gerade (7'- D) parallel zur Leitlinie d 
bie von der Langente p in TF gefchuitten wird, Fig. 199., und fall 
man von 7 ein Yoth (T7- P) auf (F—P), fo verhalt fich, da in 
unferem alle /“ PFP’ = 2R, alfo nah Lehrfag 9. / PFT = 1h, 
folglih (T -— F) || (7—P) ijt: 


PF: PP — PT: PT; 


ober: PF: PP = PS: PS. 
Nach Lehrfak 4. ift aber PS — PF, 
alfo ift: PP = Ps; 
und PF — PP = PS— PS; 
ober: FP =S8S; 
" oder: FP = DD. 


Man hat alfo ben 


15. Lehrſatz. Bieht man irgend eine Gerade parallel 
zur Leitlinie d einer Parabel, unb gieht von Beltebigen 
Puntten T dieſer Geraden je eine Tangente p an die Pa: 
rabel, zieht bie Brennftrahlen FP nad dem Berührungs— 
punft P derfelben und fallt dann von T eine Gentredte 
TP auf diefen Brennftrabl FP, fo berühren biefe Gent: 
temten TP alle einen Kreis K; der Mittelpunkt deffelben 
ift F; fein Halbmeffer ift conftant, wo anc immer ber 
Punkt T auf der einmal angenommenen Geraden (TD) 
gewählt fein mag. 

Nimmt man insbefondere fiir bie Gerade (T— D) die 
Leitlinie d ber Parabel, fo geht der Kreis in einen Punkt 
iber, nimlidh in den Brennpunkt F. Fig. 199. 
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Da ferner PP=PS und (P— P) | (TP), (P—S)L(T-D) 
war, fo fann man fagen: 

16. Lehrſatz. Feder Punkt P bes Umfanges einer Pa- 
rabel ift ber Mittelpunkt eines Kreifes (mit bem Halb- 
meffer PP= PS), der ben Kreis K deffen Mittelpuntt F, 
beffen Halbmeffer FP ift, und die Gerade (T—D) berührt. 


Bieht man, Fig. 200., vom Punkte S eine Gerade (S— P) und 
fudt den Punkt X gu beftimmen, in weldhem diefelbe die Axe (A-A 
ber Parabel ſchneidet, fo entfteht ein Dreieck FPX, in welhem /FP 
=/ PPS, “7 PEX =/ PPS ijt; e8 ijt alfo A FPX ~/ PPS, 
und ba in legterem PS = PP ift, fo ift auch im /A\ FPX Seite FX 
=FP, Es fallt alfo X in den einen Durchſchnittspunkt F bes Kreifes 
K mit ber Barabelaye (A—A’). Ebenſo geht auch (S’— P’) durch 
Lu.f. w. Beftimmt man alfo verfdiedene Punkte 7, 7’ auf (T—D) 
und legt von ihnen Tangenten p, p’ an die Parabel, fo erhalt man 
verſchiedene Punkte S, S’ u. f. w., fo wie verſchiedene Punkte PB P’. 
Gs entftehen auf diefe Weife bret Strahlbüſchel. Die Strablen des 
einen laufen alle parallel der Parabelaxe, er ift alfo ein Parallel. 
Strahlbüſchel, oder ein Strahlbüſchel, deſſen Scheitel in unendlider Ent- 
fernung, in ber Richtung (A—A’) fich befindet; ber Scheitel ded zweiten 
Strahlbüſchels liegt in Z, ber des dbritten in F. Da mun je zwei Strablen 
der Strablbiifdel oo ,(P—S), (P’—S')...., und Z,(2—S), (2’— 8’)... 
fi auf ber Geraden (T—D) ſchneiden, fo ijt ber Parallel. Strahl- 
büſchel oo perfpectivifd, alfo auc conform mit bem Strahlbüſchel +. 
Zugleich werden jede zwei entfprechende Strablen diefer Büſchel, wie 
(P—S) und (2—S), ((P’- 8S’) und (2 —S8’)) u. f. w. von einem 
Strahl (KF —P) (oder (KF — P’)) des Büſchels F, der eine in einem 
Punkte P (oder P’) ber Parabel, der andere in einem Puntte P (oder 
P’) des Kreifes geſchnitten. Man fann daher die Parabel als eine 
Gurbe des von ben Strablbiifdheln oo und F, ben Kreis als die bor 
mologe Curve bes von den Strahlbiifdeln 2 und F erjeugten Sts 
ftems anfeben, und bat ben 


17. Lehrſatz. Cine Parabel ift dem in Lehrfag 15. ere 
wähnten Kreife K perfpectivifd collinear, und gwar liegt 
ber Gcheitel bes einen, die perfpectivifhe Collineation 
beftimmenden Strahlbüſchels in unendlider Entfernung 
in der Ridtung der Parabelaze, der Scheitel bes anderen 
in bem vom Barabel-Gcheitel abwärts gelegenen Durch— 
ſchnittspunkt 2 pes Kreiſes K mit der Parabelare, das 
CollineationScentrum im Centrum F bes Rreifes K; bie 
Collineationsaze ift ftets bie Gerabde (T— D), die parallel 
sur Veitlinie d ber Barabel, und von ihr um eine Strede 
DD gleth bem Rabius FP des Kreifes K entfernt tft. 
dig. 200. 

Wenn man bedenft, bag man fic in der Parabel einen gweiten 
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Brennpunkt F’ im Unendliden, und alfo (P— S) als (F’ — P) benfen 
fant, wenn man ferner erwägt, bag (T— D) | (P—S) ijt, fo er: 
belt, bag man ſich (T'— D) felbft als den, bier mit unendlich großem 
Radius beſchriebenen Kreis K’ bet der Ellipfe und Hbperbel vorijtelfen 
barf. Man erfennt fogleid) vie Analogie ber Lehrſätze 15., 16., 17. 
mit den in § 16. und 17. anfgeftellten Sätzen 22., 23., 24. 

Da endlich der Scheitel © im Syſtem F, F, homolog ift dem 
unendlich entfernten Gcbeitel, oo, im Syſtem oc, F; fo folgt, bag 2 
ein Punkt ber Gegenaxe bes Syſtems =, F ift. Zugleich iſt nad 


§ 8. Lehrſatz 10. die Gegenaxe dieſes Shftems felbft parallel ver 


Collineationsaze (T— D), alfo fenfreht gu (A—A’) oder ſenkrecht 
gu (2—F). Gine in > fenfrecht auf (2—F) gezogene Gerave be: 
rührt aber ben Kreis K in ©. Man erhalt alfo den 

18. Lehrſatz. Die im Punfte D an ben Kreis K ge: 
legte Tangente ift bie bem Syſtem F, F zugehörige Ge- 
genare. . 
Dag diefer Sag bem in § 16. und § 17. ald Lehrfag 25. auf— 
geftellten entfprict, ift fofort erſichtlich. 





Verlag der Weidmannſchen Buchhandlung (Karl Reimer) in Berlin. 


Drud von Carl Sdhulge in Berlin, Rommandantenftr. 72. 


Weassenborn , Projectia in der Ebene. dal L. Fig. 1- 











— ————— — — 


Digitized by Google 





Weissenborn , Projection tx der Ebene. Tal HT. Mg. 12-29. 


at, 
LS. 





Verlag der Weidmannschen Buchhandlung n Bertin. 


tien tn dar Ebene. Tat Hl. Fig. 30-47, 


| 
| 





i 
Verlag dar Wedmannschen Buchhandlung nu Boi. 











nu Berlin. 


ection tn der Ebene, laf lV. Fig. 48— 63. 


i : . 
og Dp x i — — 4— 56. 








Verlag der Weidmannschen Buchand lung 


enborn, 





we 


_ &.. ML BCaQ, . 
A 
— ¥, 
E, X, * 
H B 
GB 
G A 
ian 
ods 
tof 
lf fs > 
i — 
/ “a 
Spc 7 
| 7 
‘ot 
| Ny 
| 








ection in der Ebene. Tal. V. Fig. 64-72. 


Wassenborn, f 











Weissenborn ,Projetion in der Ebene Tal Vl. Fig. 19-86. 








Digitized by Google 


—— 





⏑— 


eee 


le Oe 


de 


os. 


vection in der Kbene. Tat-IX. Fig.97-106.11 


Wai f : 2 








104.b. 








Verlag der Wadmannschen Duckhandiang in Berin. 





Weissenborn, Prejectisn in der Ebene. TAlX. Big. 108 
1 


























Wassenborn, Projection tn der Ebene . Tat XU. Fig. 108. 





Verlag der Weidmannschen Buchhandlung wa Bein . 


Digitized by Google 





Digitized by Google 





Wassenborn, Projection in der Ebene. Tal XV Pig. 109-10. 
Te nce —— ——— 





| OATRARNY A\NS 
| // /\ i >a * i 
| fy # i, J 
| ify . : Kn \ 5 AY 
WY. — 
I); a 
—*— * 


* 


—— 
ESN 





Verlag der Weidmannschen Buchhandlung in Bertin. 





ection in der Ebene. Tal XVI. Faq. /t2—724. 

















ae 





J Sulacr Gtk. | Verlag der Weidmannschan Buchhandlung in Bertin. 


zssenborn,Preyection in der Bene Tal XVIl Fig 131, (4792. 
— 









\ / 
\ A 
NI 


/; / | 























a 147-158. 





ievyection in der Kbeno. Tal XX.F 











Weissenborn Prejection in der Ebene. TatIMl Fig. 59 ~ (70. 





Verlag der Weidmannschen Buchhandlung in Bertin. 








Reissenborn, Projection in dor BbeneTaLXAM. Fig. 17/-200. 





Digitized by Google 


Digitized by Google 


Digitized by Google 


Digitized by Google 


Acme 


Bookbinding Ce., Inc. 


100 Cambridge, St! 
Charlestown, MA 02129 











Acme 


Bookbinding Ce., Inc. 


100 Cambridge, St. 
Charlestewn, MA 02129 





AMA THA 


2044 091 903 930 





il 
3 


